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Àííîòàöèÿ. Ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè äëÿ äâóõ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìèêè
íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè ãåîìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ðàññìîòðåíû ìîäåëè, áàçèðóþ-
ùèåñÿ íà óðàâíåíèÿõ ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà Êàïóòî è Õèëüôåðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûå âî âðåìåíè
ïðîöåññû ãåîìèãðàöèè, äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ñèñòåìû
äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðîèçâîäíûå Êàïóòî è Õèëüôåðà, êðàåâûå çàäà÷è,
íåëîêàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ, â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçè ñ ñîçäàíèåì íîâûõ ãåîòåõíîëîãèé äëÿ
äîáû÷è ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ, à òàêæå îáåñïå÷åíèåì óñëîâèé ýêîëîãè÷åñêè áåçî-
ïàñíîé ýêñïëóàòàöèè ðàçëè÷íûõ ãèäðîòåõíè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé. Â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿÿñü îäíèì èç
âàæíåéøèõ ïðåäìåòíûõ íàïðàâëåíèé ãåîèíôîðìàòèêè, ðàçâèâàåòñÿ ïðåèìóùåñò-
âåííî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷, õàðàêòåðíûõ äëÿ òåîðèè ñïëîøíîé
ñðåäû, íà îñíîâå îáùåïðèíÿòûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [1, 2].
Îäíàêî ñîçäàíèå ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé, èìåþùèõ öåëüþ ôóíêöèîíèðîâàíèå â
ñëîæíûõ ãîðíî-ãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, ãäå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ïðîÿâëÿþòñÿ
ýôôåêòû íåðàâíîâåñíîñòè ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ [3], òðåáóåò äàëüíåéøåãî
ðàçâèòèÿ è óòî÷íåíèÿ ìîäåëåé è ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ óêàçàííûõ ïðîöåññîâ.
Ïðîÿâëÿþùèåñÿ â ñëîæíûõ ãîðíî-ãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ýôôåêòû íåðàâíîâåñ-
íîñòè îáóñëîâëåíû ðÿäîì ïðè÷èí îáúåêòèâíîãî õàðàêòåðà (ñëîæíîñòü ñòðóêòóðû
ñðåäû, ìèêðîíåîäíîðîäíîñòü, êàâåðíîçíîñòü è äð. [4]). Ïîïûòêè ó÷åñòü óêàçàí-
íûå ýôôåêòû ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â ãåîïîðèñòîé ñðåäå
ñòèìóëèðóþò ðàçðàáîòêó ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãåîìèãðàöèîí-
íûõ ïðîöåññîâ â ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìàëèçìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äðîáíîãî
ïîðÿäêà [5–8]. Ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñèñòåì ñî ñëîæíîé ïðîñòðàíñòâåí-
íî-âðåìåííîé ñòðóêòóðîé ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïåðåíîñà áàçèðóþòñÿ íà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ äðîáíîãî ïîðÿäêà, îíè îïèñûâàþò ïðîöåññû, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ íåëîêàëüíûìè âî âðåìåíè è (èëè) ïðîñòðàíñòâå. Ðåçóëüòàòû ïî ìàòåìàòè-
÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â ïîðèñòûõ ñðåäàõ íà
îñíîâå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé øèðîêî ïðåäñòàâëå-
íû â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå. Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè èçëîæèòü ïîëíûé îáçîð
ñóùåñòâóþùèõ ïóáëèêàöèé, îòìåòèì ðàáîòû [9–17].

Êàê ïðàâèëî, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ
âûïîëíÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè íàñûùåííîñòè ìàññèâîâ ãåîïîðèñòîé ñðåäû ÷èñòîé
âîäîé, îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñîáóþ àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàþò èññëåäîâàíèÿ
â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè óêàçàííûõ ïðîöåññîâ â ïî-
ðèñòûõ ñðåäàõ (â ÷àñòíîñòè, ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû), íàñûùåííûõ ñîëåâûìè
ðàñòâîðàìè, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îáóñëîâëåíî ðÿäîì ïðîáëåì ýêîëîãèè, íà-
ïðèìåð çàäà÷àìè îõðàíû ãðóíòîâ è ãðóíòîâûõ âîä îò çàãðÿçíåíèé òîêñè÷íûì ñî-
äåðæèìûì ïîâåðõíîñòíûõ íàêîïèòåëåé ïðîìûøëåííûõ è áûòîâûõ ñòîêîâ.
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Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå [14] ïîñòðîåíà è èçó÷åíà äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè ôèëüòðàöèîí-
íî-êîíñîëèäàöèîííîãî ïðîöåññà â ãåîìàññèâå, íàñûùåííîì ñîëåâûì ðàñòâîðîì
è íàõîäÿùåìñÿ â èçîòåðìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ. Îáîáùåíèå óêàçàííîé ìîäåëè íà
ñëó÷àé âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè, îïèñûâàåìîé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà, âûïîëíåíî â [15]. Ó÷åò íåèçîòåðìè÷íîñòè
óñëîâèé ïðîòåêàíèÿ ãåîìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðîèçâåäåí â [16], âðåìåííîé è
ïðîñòðàíñòâåííîé íåëîêàëüíîñòåé îäíîâðåìåííî — â ðàáîòå [17].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîñòðîåíû íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ äèíàìèêè èçîòåðìè÷åñêîãî ôèëüòðàöèîííî-êîíñîëèäàöèîííîãî ïðîöåññà
(ñ ó÷åòîì îñìîñà è óëüòðàôèëüòðàöèè) â íàñûùåííîé ñîëåâûì ðàñòâîðîì ãëè-
íèñòîé ãåîïîðèñòîé ñðåäå â óñëîâèÿõ ñèëüíîé âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè, áàçèðó-
þùèåñÿ íà ñèñòåìå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè
â ñìûñëå Êàïóòî ëèáî Õèëüôåðà. Â ðàìêàõ ýòèõ ìîäåëåé ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñ-
êèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñëó÷àåâ ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè íàñûùåííûõ
ñîëåâûìè ðàñòâîðàìè ãëèíèñòûõ îñíîâàíèé êîíå÷íîé ìîùíîñòè.

ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ËÎÊÀËÜÍÎ-ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÃÎ ÂÎ ÂÐÅÌÅÍÈ ÃÅÎÌÈÃÐÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ

Ðàññìàòðèâàÿ îäíîìåðíóþ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè ãåîìèãðàöèîííîãî (â ÷àñòíîñòè,
ôèëüòðàöèîííî-êîíñîëèäàöèîííîãî) ïðîöåññà â íàñûùåííîé ñîëåâûì ðàñòâî-
ðîì ãåîïîðèñòîé ñðåäå, áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùåãî îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñ-
êèõ çàêîíîâ Äàðñè è Ôèêà íà ñëó÷àé íàëè÷èÿ îñìîñà è óëüòðàôèëüòðàöèè:
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Çäåñü ux — ñêîðîñòü ãåîôèëüòðàöèè, H p� / � — èçáûòî÷íûé íàïîð, p — ïî-
ðîâîå äàâëåíèå, � — óäåëüíûé âåñ æèäêîñòè, C — êîíöåíòðàöèÿ ñîëåé
â æèäêîé ôàçå, k — êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè, � — êîýôôèöèåíò õèìè÷åñêîãî
îñìîñà, qC — äèôôóçèîííûé ïîòîê, d — êîýôôèöèåíò êîíâåêòèâíîé äèôôó-
çèè, du — êîýôôèöèåíò óëüòðàôèëüòðàöèè (îáðàòíîîñìîòè÷åñêèé ýôôåêò),

J t
1�� — äðîáíûé èíòåãðàë Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà 1 0 1� 
 �� �( ) , Dt
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îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ òîãî æå ïîðÿäêà ïî
ïåðåìåííîé t [5–8].

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ôèëüòðàöèîííîãî ïîòîêà è ñî-
îòíîøåíèÿ áàëàíñà ìàññû ñîëåé â æèäêîé ôàçå [18], ïîëó÷àåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé ìîäåëè â âèäå
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ãäå � — ïîðèñòîñòü ãåîñðåäû, �
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k
, C� — êîýôôèöèåíò êîíñîëèäàöèè

ãåîïîðèñòîãî ìàññèâà, Dt
( )� — îïåðàòîð ðåãóëÿðèçîâàííîé äðîáíîé ïðîèçâîä-

íîé Êàïóòî ïîðÿäêà � ïî ïåðåìåííîé t [5–8].

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûé âî âðåìåíè ôèëüòðàöè-
îííî-êîíñîëèäàöèîííûé ïðîöåññ â ãëèíèñòîì ãåîïîðèñòîì ìàññèâå, íàñûùåí-
íîì ñîëåâûì ðàñòâîðîì. Â ýòîì ñëó÷àå, ââèäó ìàëûõ ñêîðîñòåé ôèëüòðàöèè
ïîðîâîé æèäêîñòè â óïëîòíÿþùåéñÿ ãëèíèñòîé ñðåäå, ïðåíåáðåãàåì â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè êîíâåêòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé â íåêëàññè÷åñêîì óðàâíåíèè êîíâåêòèâ-
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íîé äèôôóçèè (4). Â ðåçóëüòàòå òàêîé ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷àåì äðîáíî-äèôôåðåí-
öèàëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ëîêàëüíî-íåðàâíî-
âåñíîãî âî âðåìåíè ôèëüòðàöèîííî-êîíñîëèäàöèîííîãî ïðîöåññà (ñ ó÷åòîì
îñìîñà è óëüòðàôèëüòðàöèè) â íàñûùåííîì ñîëåâûì ðàñòâîðîì ãëèíèñòîì îñíî-
âàíèè, áàçèðóþùóþñÿ íà ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè � �1 èç óðàâíåíèé (5) è (6) äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äèíàìèêè ðàâíîâåñíîãî
ïðîöåññà ãåîìèãðàöèè â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå [19]
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Â ðàìêàõ ôèëüòðàöèîííî-êîíñîëèäàöèîííîé ìîäåëè, îïèñûâàåìîé ñèñòå-
ìîé óðàâíåíèé (7), (8), ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíû ðåøåíèÿ îñíîâíûõ êðàå-
âûõ çàäà÷ òåîðèè êîíñîëèäàöèè íàñûùåííûõ ïîðèñòûõ ñðåä ñ êëàññè÷åñêèìè
ëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè [19].

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ È ÐÅØÅÍÈÅ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ
ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÄËß ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîäåëè-
ðîâàíèå äèíàìèêè ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè èçîòåðìè÷åñêîãî êîí-
ñîëèäàöèîííîãî ïðîöåññà ïðè ôèëüòðàöèè ñîëåâîãî ðàñòâîðà â ãëèíèñòîé
ãåîïîðèñòîé ñðåäå â ñëó÷àå, íàïðèìåð, ìàññèâà êîíå÷íîé ìîùíîñòè l ñ ïðîíèöàå-
ìîé âåðõíåé ãðàíüþ è ðàâåíñòâîì ïîòîêîâ íà ãðàíÿõ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ â îá-
ëàñòè ( , ) ( , )0 0l � � ñèñòåìû óðàâíåíèé (5), (6) ïðè ñëåäóþùèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ:

H t H t H l tx x( , ) , ( , ) ( , )0 0 0� � , (9)

C t C C t C l tx x( , ) , ( , ) ( , )0 00� � , (10)

H x h x C x C xs( , ) ( ), ( , ) ( )0 0� � , (11)

ãäå h x C xs( ), ( ) — çàäàííûå ôóíêöèè íà÷àëüíîãî èçáûòî÷íîãî íàïîðà â ìàññè-
âå è íà÷àëüíîé êîíöåíòðàöèè, C0 — çàäàííîå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè ñîëåé
íà âõîäå ôèëüòðàöèîííîãî ïîòîêà.

Îòìåòèì, ÷òî íåêëàññè÷åñêèå (íåëîêàëüíûå) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (9), (10) ìàòå-
ìàòè÷åñêè âûðàæàþò ðàâåíñòâî ïîòîêîâ æèäêîñòè è êîíöåíòðàöèè íà ãðàíÿõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ìàññèâà ïðè îäíîâðåìåííîì çàäàíèè çíà÷åíèé íàïîðà è êîíöåí-
òðàöèè íà îäíîé èç åãî ãðàíåé è èçâåñòíû êàê óñëîâèÿ Ñàìàðñêîãî–Èîíêèíà [20, 21].

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû ñîîòíîøåíèÿìè

� � � �
�

�
	




�
�x

x

l
t

C

l
t,

/
�

�

2

1

, � �C
C

C0

, � �H
H

H 0

, � �h
h

H 0

, � �C
C

C
s

s

0

,

� ��
�

�

C

C H

0

0

, � � � �a
a

C
a

a H

C C
1

1
2

2 0

0� �

, , (12)

ãäå a
d

a
du

1 2� � �
�

�

�
, , H 0 � const.
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Ïåðåõîäÿ â ñîîòíîøåíèÿõ (5), (6), (9)–(11) ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ñî-
ãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (12) è îïóñêàÿ â äàëüíåéøåì çíàê «øòðèõ» íàä áåçðàçìåð-
íûìè âåëè÷èíàìè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

D H
H

x

C

x
t
( )� ��

�

�
�

�

�

2

2

2

2
, (13)

D C a
C

x
a

H

x
t
( )� �

�

�
�

�

�
1

2

2 2

2

2
, (14)

H t H t H tx x( , ) , ( , ) ( , )0 0 0 1� � , (15)

C t C t C tx x( , ) , ( , ) ( , )0 1 0 1� � , (16)

H x h x C x C xs( , ) ( ), ( , ) ( )0 0� � . (17)

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (13) íà íåîïðåäåëåííûé äåéñòâèòåëüíûé êîýôôèöèåíò q è
ñëîæèâ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ (14), ïîëó÷àåì

D qH C
x

q a H a q Ct
( ) ( ) (( ) ( ) )� �� �

�

�
� � �

2

2 2 1 . (18)

Ïîëîæèì â (18)
q a qr� �2 , a q r1 � �� , (19)

ãäå r — íåêîòîðàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ íèæå.
Èç ñîîòíîøåíèé (19) èìååì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ r

r a r a a2
1 1 21 0� � � � �( ) � , (20)

îòêóäà

r a a a1 2 1 1
2

2
1

2
1 1 4 0, ( ), ( )� � � � � � �� � � . (21)

Ïðè ýòîì êîðíÿì r ri� ( , )i �1 2 ñîîòâåòñòâóþò äâà çíà÷åíèÿ q: q
a

r
i

i

�
�

2

1( , , )r ii � �1 1 2 .
Ïîëîæèì

� i ix t q H x t C x t( , ) ( , ) ( , )� � ( , )i �1 2 . (22)

Ñ ó÷åòîì (18), (19), (22) ïîëó÷àåì äëÿ îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé � i
( , )i �1 2 ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé

D r
x

t i i
i( )� �

�
�

�

�

2

2
( , )i �1 2 . (23)

Ñîîòâåòñòâóþùèå (23) êðàåâûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä

� i t( , )0 1� , � �i ix x
t t( , ) ( , )0 1� ( , )i �1 2 , (24)

� i i sx q h x C x( , ) ( ) ( )0 � � ( , )i �1 2 . (25)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ôèçè÷åñêîé êîððåêòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé r ii � �0 1 2( , ). Íåðàâåíñòâî r1 0� î÷åâèäíî
âûïîëíåíî, à íåðàâåíñòâî r2 0� èìååò ìåñòî ïðè ��d kdu 
 .

Ïðèâåäåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â òî÷êå x � 0 ê ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîðîäíûì
óñëîâèÿì ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè

u x t x t xi i( , ) ( , )� � �� 1 ( , )i �1 2 . (26)

Òîãäà çàäà÷è (23)–(25) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

D u r
u

x
t i i

i( )� �
�

�

2

2
( , )i �1 2 , (27)
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u ti ( , )0 0� , u t u ti ix x
( , ) ( , )0 1� ( , )i �1 2 , (28)

u x xi i( , ) ( )0 � 	 ( , )i �1 2 , (29)

ãäå 	 i i sx x q h x C x( ) ( ) ( )� � � �1 .

Çàäà÷è (27)–(29) — àíàëîã çàäà÷è Ñàìàðñêîãî–Èîíêèíà ïðèìåíèòåëüíî
ê óðàâíåíèÿì äðîáíîãî ïîðÿäêà. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ïîäõîä, ïðåäëîæåí-
íûé â [20, 21] äëÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ñîãëàñíî óêàçàííîìó ïîäõîäó ðåøåíèå çàäà÷ (27)–(29) èùåì â âèäå ñëåäó-
þùèõ áèîðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ:

u x t x X x w t X x t Xi
i

k
i

k k
i( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )� � ��
 


0 0 2 1 2k

k

x( )]

�

�

�
1

( , ),i �1 2 (30)

ãäå X x x0 ( ) � , X x xk k2 ( ) sin ( )� � — ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

�� � � 
 
X x X x x( ) ( ) ( )� 0 0 1 , (31)

X ( )0 0� , � � �X X( ) ( )0 1 , (32)

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì � �k k� ( )2 2 .

Ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè X xk2 1� ( ), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷å-

íèÿì � k , èìåþò âèä X x x xk k2 1� �( ) cos ( )� [20]. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, êàê ïîêà-

çàíî â [21], ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé ñîïðÿæåííîé

ê (31), (32) çàäà÷è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Y x0 2( ) � , Y x xk k2 1 4� �( ) cos ( )� , Y x x xk k2 4 1( ) ( )sin ( )� � � .

Ðàçëîæèâ â áèîðòîãîíàëüíûå ðÿäû íà÷àëüíûå ôóíêöèè 	 i x( ),

	 
 � 
i
i

k
i

k k
i

k

k

x X x X x X x( ) ( ) [ ( ) ( )]( ) ( ) ( )� � ��
�

�

�0 0 2 1 2

1

( , )i �1 2 , (33)

ãäå


 	
k
i

i kx Y x( ) ( ( ), ( ))� 2 ( , , , ...; , )k i� �0 1 2 1 2 ,

� 	
k
i

i kx Y x( ) ( ( ), ( ))� �2 1 ( , , ...; , )k i� �1 2 1 2 ,

íà îñíîâàíèè (27), (29) ïîëó÷èì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé 

k
i t( ) ( )

( , , , ...; , )k i� �0 1 2 1 2 è w t
k
i( ) ( ) ( , , ...; , )k i� �1 2 1 2 ñëåäóþùèå çàäà÷è:

D tt
i( ) ( ) ( )� 


0
0� , 
 


0 0
0( ) ( )( )i i� ( , )i �1 2 , (34)

D w t r w tt k
i

i k k
i( ) ( ) ( )( ) ( )� �� � 0, w

k
i

k
i( ) ( )( )0 � � ( , , ...; , )k i� �1 2 1 2 , (35)

D t r t r w tt k
i

i k k
i

i k k
i( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )� 
 � 
 �� � �2 , 
 


k
i

k
i( ) ( )( )0 � ( , , ...; , ).k i� �1 2 1 2 (36)

Ñ ó÷åòîì [5, 6] ðåøåíèÿ çàäà÷ (34)–(36) çàïèøåì â âèäå


 

0 0
( ) ( )( )i it � , w t E r t

k
i

k
i

i k
( ) ( )( ) ( )� �� ��

� , (37)


 
 � � ��
� �

� �k
i

k
i

i k i k

t

it E r t r t E r( ) ( )
,( ) ( ) ( ) (� � � � ��

�2 1

0

� � � ��
k k

it w d( ) ) ( )( )� (38)

( , , ...; , )k i� �1 2 1 2 ,
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ãäå E z� ( ), E z� �, ( ) — ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿ Ìèòòàã–Ëåôôëåðà è îáîáùåí-
íàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã–Ëåôôëåðà [5–8].

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷ (27)–(29) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (30),

ãäå ôóíêöèè 

0
( ) ( )i t , 


k
i t( ) ( ), w t

k
i ( ) ( , , ...; , )k i� �1 2 1 2 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíè-

ÿìè (37), (38). Îòíîñèòåëüíî óñëîâèé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (30) íåîáõîäèìî îòìå-
òèòü ñëåäóþùåå. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé 	 i x( ) ( , )i �1 2 èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà:

	 i x C( ) [ , ]� 2 0 1 , 	 i ( )0 0� , � � �	 	i i( ) ( )0 1 ( , )i �1 2 . Òîãäà ñîãëàñíî [22] ðÿäû

( )( ) ( )� 

k
i

k
i

k

�
�

�

�
1

( , )i �1 2 àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ x �[ , ]0 1 èìååì

| ( , )| | ( ) ( ) ( ) ( )| (( ) ( ) ( )S x t w t X x t X x M
k

i
k
i

k k
i

k� � ��2 1 2 1
 | ( )| | ( )| )( ) ( )w t t
k
i

k
i� 
 (39)

( , , )i M� �1 2 01 .

Ñ ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ ôóíêöèé E z� ( ) è E z� �, ( ) [5–8] èç ñî-

îòíîøåíèé (37), (38) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâíîìåðíûå ïî k îöåíêè:

| ( )| | ( )| (| | | | )( ) ( )w t t M
k
i

k
i

k
i

k
i� � �
 � 
2 ( , , )i M� �1 2 02 . (40)

Òîãäà èç (39), (40) íàõîäèì

| ( , )| (| | | | )( )S x t M
k

i
k
i

k
i
 �� 
 ( , , )i M� �1 2 0 . (41)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàæîðàíòíûìè äëÿ ðÿäîâ (30) ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèå-

ñÿ ðÿäû. Òàêèì îáðàçîì, ðÿäû (30) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî äëÿ ( , )x t DT� �

� �[ , ] [ , ]0 1 0 T è u x t C Di T( , ) ( )� ( , )i �1 2 . Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîìåð-

íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ D St k
i

k

( ) ( )�

�

�

�
1

,
�

��

�

�
S

x

k
i

k

( )

1

,
�

��

�

�
2

2
1

S

x

k
i

k

( )

( , )i �1 2 . Äëÿ îêîí÷à-

òåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïåðåõîä ê ôóíêöèÿì íàïîðà
è êîíöåíòðàöèè. Óêàçàííûé ïåðåõîä ñ ó÷åòîì (22) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

H
q q

C
q q

q q
�

�

�
�

�

�

� � � �1 2

1 2

1 2 2 1

1 2

, , (42)

� i ix t x u x t( , ) ( , )� � �1 ( , )i �1 2 . (43)

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (7), (8) (êëàññè-
÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàâíîâåñíîãî ãåîìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà â óñëî-
âèÿõ îñìîñà è óëüòðàôèëüòðàöèè) òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèìè (42), (43),
(30), îäíàêî ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè:


 

0 0
( ) ( )( )i it � , 
 
 � � �

k
i

k
i

i k k
i r t

t r t e i k( ) ( ) ( )( ) ( )� � �
2 , w t e

k
i

k
i r ti k( ) ( )( ) � �� �

( , , ...; , )k i� �1 2 1 2 . (44)

ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÃÅÎÌÈÃÐÀÖÈÎÍÍÎÃÎ
ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÄÐÎÁÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÕÈËÜÔÅÐÀ

Îáîáùèì èçëîæåííóþ âûøå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-
äåëü ãåîìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà â ãëèíèñòûõ ñðåäàõ, ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå
âìåñòî ïðîèçâîäíûõ ïî Êàïóòî ïðîèçâîäíûå ïî Õèëüôåðó [23]. Îòìåòèì, ÷òî
îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ Õèëüôåðà ïîðÿäêà � ( )0 1
 �� òèïà � ( )0 1� �� îò
ôóíêöèè u t( ) ïî ïåðåìåííîé t îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [23–25]

D u t J
d

dt
J u tt t t

� � � � � �, ( ) ( )( )( ) ( )� � � �1 1 1 , (45)
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ãäå J u tt
� ( ) — ïðàâîñòîðîííèé èíòåãðàë Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà � îò ôóíê-

öèè u t( ). Ïîñêîëüêó D u t D u tt t
� �, ( )( ) ( )1 � è D u t D u tt t

� �, ( ) ( )0 � , îïåðàòîð (45)

îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíóþ ïî ïàðàìåòðó � èíòåðïîëÿöèþ îïåðàòîðîâ Ðèìà-
íà–Ëèóâèëëÿ è Êàïóòî [23]. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå îáîáùåííûõ ïðîèç-
âîäíûõ Õèëüôåðà ïîçâîëÿåò îïèñàòü â ðàìêàõ åäèíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
íåêîòîðûé êëàññ íåðàâíîâåñíûõ ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ñ ïàðàìåòðè÷åñ-
êè íåïðåðûâíî èçìåíÿåìîé ñòåïåíüþ âðåìåííîé íåðàâíîâåñíîñòè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîíÿòèÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà áàçîâûå óðàâ-
íåíèÿ ðàññìîòðåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåðàâíîâåñíîãî ãåîìèãðàöèîííîãî
ïðîöåññà ïðèíèìàþò âèä

D H C
H

x

C

x
t
� �

� �, �
�

�
�

�

�

2

2

2

2
, (46)

� �� �D C d
C

x
d

H

x
t u

, �
�

�
�

�

�

2

2

2

2
, (47)

ãäå ñîõðàíåíû âñå ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ, ïðè÷åì Dt
� �, — îïåðàòîð

Õèëüôåðà ïîðÿäêà � òèïà � [23–25]. Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè ðàññìîòðèì çà-
äà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîãî âî
âðåìåíè ãåîìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà (ñ ó÷åòîì õèìè÷åñêîãî îñìîñà è óëüòðà-
ôèëüòðàöèè) â íàñûùåííîì ñîëåâûì ðàñòâîðîì ãëèíèñòîì ãåîìàññèâå êîíå÷-
íîé ìîùíîñòè l ñ ïðîíèöàåìîé âåðõíåé ãðàíüþ ïðè ðàâåíñòâå ïîòîêîâ æèä-
êîñòè è êîíöåíòðàöèè íà ãðàíÿõ ìàññèâà, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ â îá-
ëàñòè ( , ) ( , )0 0l � � ñèñòåìû óðàâíåíèé (46), (47) ñ óñëîâèÿìè

H t H t H l tx x( , ) , ( , ) ( , )0 0 0� � , (48)

C t C t C l tx x( , ) , ( , ) ( , )0 0 0� � , (49)

J H x h x J C x C xt t
( )( ) ( )( )( , ) ( ), ( , ) ( )1 1

0
1 1

00 0� � � �� �� � � � , (50)

ãäå h x C x0 0( ), ( ) — íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ èçáûòî÷íîãî íàïîðà è êîíöåíòðàöèè
ñîëåé â æèäêîé ôàçå ñîîòâåòñòâåííî. Ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è (46)–(50) êðàòêî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû ñîîòíîøåíèÿ-
ìè âèäà (12) è èñïîëüçóÿ îïèñàííûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (13)–(17) ïîäõîä,
ïîëó÷àåì êðàåâûå çàäà÷è

D r
x

t i i
i� �, �

�
�

�

�

2

2
( , )i �1 2 , (51)

� � �i i it t t
x x

( , ) , ( , ) ( , )0 0 0 1� � ( , )i �1 2 , (52)

J x xt i ix

( )( ) ( , )
~

( )1 1 0� � �� � 	� ( , )i �1 2 , (53)

ãäå
~

( ) ( ) ( )	i ix q h x C x� �0 0 , �i ix t q H x t C x t( , ) ( , ) ( , )� � ( , )i �1 2 .

Ïðåäñòàâëÿÿ ñîãëàñíî [20, 21] ðåøåíèÿ çàäà÷ (51)–(53) â âèäå áèîðòîãîíàëü-
íûõ ðÿäîâ

�i
i

k
i

k k
ix t x X x w t X x t( , ) ~ ( ) ( ) [~ ( ) ( ) ~ (( ) ( ) ( )� � ��
 


0 0 2 1 ) ( )]X xk

k

2

1�

�

� ( , ),i �1 2 (54)

ïîëó÷àåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ~ ( )( )

k
i t

( , , , ...; , )k i� �0 1 2 1 2 è ~ ( )( )w t
k

i ( , , ...; , )k i� �1 2 1 2 ñëåäóþùèå çàäà÷è:

D tt
i� �
, ( )~ ( )

0
0� , J t

i i( )( ) ( ) ( )~ ( )
~1 1

0 0
0� � �� � 
 
 ( , )i �1 2 , (55)

D w t r w tt k
i

i k k
i� � �, ( ) ( )~ ( ) ~ ( )� � 0, J wt k

i
k
i( )( ) ( ) ( )~ ( ) ~1 1 0� � �� � � ( , , ...; , ),k i� �1 2 1 2 (56)
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D t r t r w tt k
i

i k k
i

i k k
i� �
 � 
 �, ( ) ( ) ( )~ ( ) ~ ( ) ~ ( )� � �2 , J t k

i
k

i( )( ) ( ) ( )~ ( )
~1 1 0� � �� � 
 


( , , ...; , )k i� �1 2 1 2 , (57)

ãäå
~

(
~

( ), ( ))( )
 	
k

i
i kx Y x� 2 ( , , , ...; , )k i� �0 1 2 1 2 ,

~ (
~

( ), ( ))( )� 	
k
i

i kx Y x� �2 1 ( , , ...; , )k i� �1 2 1 2 .

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (55)–(57) íà îñíîâàíèè ðàáîò [24–26] èìåþò âèä

~ ( )

~

( )

( )
( )

( )( )




� � ��

� �
0

0 1 1i
i

t t�
� �

� � �

�
( , )i �1 2 , (58)

~ ( ) ~ (( ) ( ) ( )( )
, ( )( )w t t E r t

k
i

k
i

i k� �� � �
� � �� �� �

� � �
1 1

1 1 1
� ) ( , , ...; , )k i� �1 2 1 2 , (59)

~ ( )
~

(( ) ( ) ( )( )
, ( )( )
 
 �� �

� � �k
i

k
i

i kt t E r t� �� � �
� � �

1 1
1 1 1

� ) �

� � � ��
�2 1

0

r t E r t w di k

t

i k k
i� � � � � ��

� �
�( ) ( ( ) )~ ( ),

( ) ( , , ...; , )k i� �1 2 1 2 , (60)

ãäå �( )z — ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà [1].
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (46)–(50) â ðàìêàõ îáîáùåííîé ìîäåëè

ñ ïðîèçâîäíûìè Õèëüôåðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

H
q q

C
q q

q q
�

�

�
�

�

�

� � � �1 2

1 2

1 2 2 1

1 2

, , (61)

ãäå �i i( , )�1 2 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (54), (58)–(60). Ïðè ýòîì ðàâíîìåðíàÿ

ñõîäèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ â îáëàñòè DT óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå, êàê è âûøå.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ
äèíàìèêè ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè êîíñîëèäàöèîííîãî ïðîöåññà
ïðè ôèëüòðàöèè ñîëåâîãî ðàñòâîðà â ãëèíèñòîé ãåîïîðèñòîé ñðåäå è â ñëó÷àå áî-
ëåå îáùèõ, ÷åì óñëîâèÿ (9), (10), ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Ñàìàðñêîãî–Èîíêèíà
[27, 28], â ÷àñòíîñòè ïðè íåëîêàëüíûõ óñëîâèÿõ âèäà

H t H t H t H tx x( , ) , ( , ) ( , ) ( , )0 0 0 1 1� � � � , (62)

C t( , )0 0� , C t C t C tx x( , ) ( , ) ( , )0 1 1� � � , (63)

ãäå � � 0 — âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì
Ôóðüå ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé (27) ïðèõîäèì ê ñïåê-
òðàëüíîé çàäà÷å (31), (32), ãäå âòîðîå èç óñëîâèé (32) çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì

� � � �X X X( ) ( ) ( )0 1 1� . Ðåøåíèå óêàçàííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ïîëó÷åíî â [28].
Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû ìåòîäèêà îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (5),
(6), (62), (63), (11) ñâîäèòñÿ ê ïîâòîðåíèþ (ñ íåîáõîäèìûìè ñîîòâåòñòâóþùèìè
èçìåíåíèÿìè) âûêëàäîê, èçëîæåííûõ âûøå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (13)–(17).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðèâåäåííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò áîëåå ïîëíî, ÷åì
â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îõàðàêòåðèçîâàòü äèíàìèêó
ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â íåðàâíîâåñíûõ âî âðåìåíè óñëîâèÿõ, ÷òî
ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ ñòåïåíè àäåêâàòíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ. Â îòëè÷èå îò
ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïðîöåññà â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè ïðèìåíåíèå ñ óêàçàííîé öåëüþ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ ìîäåëåé äàåò âîçìîæíîñòü òåîðåòè÷åñêè îïèñûâàòü ïðîöåññû ïåðåíîñà
â ñóùåñòâåííî ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ ïðîòåêàíèÿ, â ÷àñòíîñòè,
â ãåîïîðèñòûõ ñðåäàõ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû.
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