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ÍÀÃÐÓÇÊÎÉ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÀÒÎÌÀÐÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèáëèæåííîé è 0-óïðàâëÿå-
ìîñòè àòîìàðíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðóíû, óïðàâëÿåìîãî âíåøíåé íàãðóçêîé,
íà ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Ôóíêöèÿ âíåøíåé íàãðóçêè ïðåäñòàâëåíà êàê ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå àòîìàðíûõ ôóíêöèé è íåïîñðåäñòâåííî ñàìèõ óïðàâëåíèé. Óïðàâëåíèÿ, ðåøà-
þùèå ýòè çàäà÷è, íàéäåíû â ÿâíîì âèäå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâîå óðàâíåíèå, çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè, óïðàâëåíèå âíåøíåé íà-
ãðóçêîé, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷è óïðàâëÿåìîñòè â óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âîçíèêàþò ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè âîëíîâûõ, è ïðèâëå-
êàþò âíèìàíèå ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ (ñì., íàïðèìåð, [1–5], à òàêæå áèáëèîãðà-
ôèþ â [3, 4]). Òàê, Æ.-Ë. Ëèîíñ â [1] ïðèâåë îñíîâû ñèñòåìàòèçàöèè çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â.À. Èëüèí
â [2] ðàññìîòðåë ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ïðîöåññîì êîëåáàíèé íà äâóõ êîíöàõ è
íà îäíîì êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì êîíöå â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî ðå-
øåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé. E. Zuazua â [3] èññëåäîâàë
óñëîâèÿ �-óïðàâëÿåìîñòè è 0-óïðàâëÿåìîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2 äëÿ ñåðèè çàäà÷
óïðàâëåíèÿ â óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

ÎÁÇÎÐ ÑÓÙÅÑÒÂÓÞÙÈÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ

Ë.Â. Ôàðäèãîëà è Ã.Ì. Ñêëÿð â [4] ðàññìîòðåëè çàäà÷ó óïðàâëÿåìîñòè äëÿ

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà H
l
s , ãäå â êà÷åñòâå ôóíêöèè

óïðàâëåíèÿ âûáðàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå
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, x � 0 , t T�( , )0 ,

ñ óïðàâëåíèåì w t u t t T( , ) ( ), ( , )0 0� � � , à òàêæå ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûå è äîñ-
òàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèáëèæåííîé è 0-óïðàâëÿåìîñòè. Ê.Ñ. Õàëèíà â [5] èçó÷è-
ëà â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà óðàâíåíèå ñòðóíû, ãäå ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ âíå-
ñåíû â êðàåâûå óñëîâèÿ w t u t w t u t t T( , ) ( ), ( , ) ( ), ( , )0 00� � �� � . Ë.Â. Ôàðäè-
ãîëà â [6] ðàññìîòðåëà óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà
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( , ) ( , )
( , ) , x � 0 , t T�( , )0 , q � 0,

ãäå â êà÷åñòâå ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ âûáðàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå w t u tx ( , ) ( ),0 �
t T�( , )0 . R.F. Curtain è A.I. Pritchard â [7] èññëåäîâàëè ñèëüíóþ ñòàáèëèçàöèþ
ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòüþ äëÿ óëó÷øåíèÿ ïåðòóðáàöèè. I. Lasiecka è
R.T. Triggiani â [8] èçó÷èëè ðåãóëÿðíîñòü ñòðóêòóðíî çàòóõàþùèõ çàäà÷ ñ òî-
÷å÷íûì è ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì. Y. You â [9] ðàññìîòðåë òî÷íóþ óïðàâëÿå-
ìîñòü (0-óïðàâëÿåìîñòü) äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåòðîâñêîãî íà îãðàíè÷åííîé îáëàñòè.

Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëÿåìîñòè ïðè âíåñåíèè óïðàâ-
ëåíèé â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âîçíèêàþò ñëîæíîñòè ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðî-
öåäóðû ïîèñêà ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîñòðîåíî óïðàâëåíèå íà
îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ àòîìàðíûõ ôóíêöèé, âíåñåííûõ â ôóíêöèþ âíåøíåé íàãðóç-
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êè, êîòîðûå ðåøàþò çàäà÷ó ïðèáëèæåííîé óïðàâëÿåìîñòè è 0-óïðàâëÿåìîñòè.
Îáîçíà÷èì F îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

( )( ) ( )F e x dx
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ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ( , ) ( , )Ff f F� �� �1 .

Äàëåå èñïîëüçîâàíû ïðîñòðàíñòâà àòîìàðíûõ ôóíêöèé, âïåðâûå ââåäåííûå
Â.Ë. Ðâà÷åâûì è Â.À. Ðâà÷åâûì â 1971 ã. [10, 11]. Äàííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ôè-
íèòíûìè (ò.å. ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ðåøåíè-
ÿìè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà, èìåþò
äîñòàòî÷íî õîðîøèå àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè
ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå [12, 13]
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Èññëåäóåì çàäà÷ó óïðàâëÿåìîñòè àòîìàðíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
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ãäå up x( ) — àòîìàðíàÿ ôóíêöèÿ; Ã h — îïåðàòîð ñäâèãà, ( )( ) ( , )Ã t x t hh� �� 	 .
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ìàÿ ôóíêöèÿé, îïðåäåëÿþùàÿ ðåçóëüòèðóþùåå óïðàâëåíèå, j n�1, , n�� .
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( ) ,

êîòîðûå îáåñïå÷àò ïîëó÷åíèå ðåøåíèé èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ, ïðèíàäëåæàùèõ çàðàíåå îïðåäåëåííîìó êëàññó ðåøåíèé.

Ïóñòü íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óðàâíåíèÿ (1) èìåþò âèä
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çûâàåòñÿ ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ñóìì

i j

nK

i j i j
f x x f x x f x

�

�

�

��

	 	 	� � � �
1

2 2

1

1

1 2 1 2 1

1

1 1 1
| ( , ) ( , ) (

i j i j
x f x x

	
	

1 2 1 2, ) ( , )|

ïî âñåâîçìîæíûì êîíå÷íûì ðàçáèåíèÿì ! íàçîâåì ïîëíîé âàðèàöèåé ôóíê-
öèè f íà ïðÿìîóãîëüíèêå D è îáîçíà÷èì

V f D f x x f x

i j

nK

i j i
[ , ] | ( , ) ( ,� �

�

�

�

��

	 	� �sup
! 1

2 2

1

1

1 2 1

1

1 1
x f x x f x x

j i j i j2 1 2 1 21 1	 	
� 	) ( , ) ( , )| .

Îáîçíà÷èì QT ïðÿìîóãîëüíèê: Q x t TT

K

K
� � � � � �

�"

#
$
$

%

&
'
'

�

[ ]0 0
2 1

2

1

� , K�� .

Çàìå÷àíèå 1. Ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè
äâóõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèõ âèä âîëíû, ò.å. f x t( )( . Îòìåòèì, ÷òî åñëè
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Ó àòîìàðíûõ ôóíêöèé åñòü íåêîòîðûå ïðàêòè÷åñêè ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà,
â ÷àñòíîñòè, îíè ôèíèòíû, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû, èìåþò ÿâíîå âûðàæå-
íèå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, óäîáíî âû÷èñëÿåìû. Èñïîëüçîâàíèå òàêèõ àòî-
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Äàëåå ïîëó÷èì êðèòåðèé ïðèáëèæåííîé óïðàâëÿåìîñòè è 0-óïðàâëÿåìîñòè
àòîìàðíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ ñèñòåìû (1)–(4) ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå (5).
Îòìåòèì, ÷òî óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå ðåøàþò çàäà÷ó óïðàâëÿåìîñòè àòîìàðíûìè
ôóíêöèÿìè, íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÊÐÈÒÅÐÈÅÂ ÓÏÐÀÂËßÅÌÎÑÒÈ
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t T�( , )0 , w ( , )x 0 0� .

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x ñèñòåìû (6), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çà-
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n K,

ñî ñìåùåííûì íîñèòåëåì.

Òàê êàê êàæäàÿ g ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ è èìååò âèä âîëíû, òî
âîñïîëüçîâàâøèñü çàìå÷àíèåì 1 è òåì, ÷òî êàæäóþ ôóíêöèþ îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèé îãðàíè÷åí-
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Ïîñêîëüêó w w�� ( ) , òî íóëü ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ � ( )w â V QT( ) . Òà-
êèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèñòåìà (1)–(4) ïðèáëèæåííî óïðàâëÿåìàÿ.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (10). Ïóñòü ñèñòåìà (1)–(4) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî
óïðàâëÿåìîé. Òîãäà íóëü ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ � ( )w â V QT( ) ïî îïðåäåëå-
íèþ 2. Ïîýòîìó äëÿ êàæäûõ w w�� ( ) ñóùåñòâóþò òàêèå óïðàâëåíèÿ
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Èñïîëüçóÿ (16), íà îñíîâàíèè òîãî ôàêòà, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíê-
öèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè,
ïîëó÷àåì óñëîâèå (5). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÊÐÈÒÅÐÈÉ 0-ÓÏÐÀÂËßÅÌÎÑÒÈ

Âàæíûì ïîíÿòèåì ïðè èññëåäîâàíèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ 0-óïðàâëÿ-
åìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü ñëó÷àé 0-óïðàâëÿåìîé ñèñòå-
ìû: ïî îïðåäåëåíèþ 0-óïðàâëÿåìîñòè èìååì 0�� ( )M â V QT( ) , ãäå
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Ïîäñòàâëÿÿ (11) â óðàâíåíèå (21) ñ ó÷åòîì (20), ïîëó÷àåì (19).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (19) îáåñïå÷èâàåò 0-óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû (1)–(4)
â V QT( ) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî óïðàâëÿåìîé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ àòîìàðíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ âîëíîâî-
ãî óðàâíåíèÿ ñòðóíû ñ âíåøíåé íàãðóçêîé, íàéäåíû êðèòåðèè àïïðîêñèìàòèâ-
íîé óïðàâëÿåìîñòè è 0-óïðàâëÿåìîñòè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â äàëüíåéøåì
ìîãóò ïîñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ àòîìàðíûìè ôóíêöè-
ÿìè ïðè èññëåäîâàíèÿõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé
ñ âíåøíåé íàãðóçêîé è áåç òàêîâîé, à òàêæå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Â.Ì. Êîëîäÿæíîìó çà ïîääåðæ-
êó è ïîëåçíîå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.
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