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ÓÄÊ 519.725 ÏÎÌÅÕÎÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÅ ÏÐÅÔÈÊÑÍÎÅ
ÊÎÄÈÐÎÂÀÍÈÅ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÍÈÆÍÅÃÎ
(2,3)-ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ×ÈÑÅË

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ áèíàðíîå ïîìåõîóñòîé÷èâîå êîäèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ÷èñåë â äâóõáàçèñíîé ñèñòåìå ñ îñíîâàíèåì 2 è 3. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà (2,3)-êîäà
è âîçìîæíîñòè êîððåêòèðîâàíèÿ îäíîé èëè äâóõ îøèáîê. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîìåõîóñòîé-
÷èâûõ ñâîéñòâ ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ðàçíîâèäíîñòü (2,3)-êîäà — íèæíèé (2,3)-êîä.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîìåõîóñòîé÷èâîå êîäèðîâàíèå, ïðåôèêñíûå êîäû, èñïðàâëåíèå îøèáîê.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Óâåëè÷åíèå áûñòðîäåéñòâèÿ êàíàëîâ ñâÿçè, â ÷àñòíîñòè ïåðåõîä ê 5G ìîáèëü-
íûì ñåòÿì, ïðåäúÿâëÿåò íîâûå òðåáîâàíèÿ ê ïîìåõîóñòîé÷èâîìó êîäèðîâàíèþ
ïåðåäàâàåìîé èíôîðìàöèè. Âàæíåéøèìè êðèòåðèÿìè êà÷åñòâà ïåðåäà÷è èí-
ôîðìàöèè ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ è ðåñóðñíûå çàòðà-
òû. Êîäû, äåòåðìèíèðîâàíî èñïðàâëÿþùèå îøèáêè (íàïðèìåð, êîä Ðèäà-Ñîëî-
ìîíà), òðåáóþò ïðèâëå÷åíèÿ ñëîæíûõ àëãîðèòìîâ àðèôìåòèêè ìíîãî÷ëåíîâ
íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè è ÿâëÿþòñÿ ðåñóðñîåìêèìè, ÷òî ñóùåñòâåííî çàìåäëÿ-
åò ïðîöåññû ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïîèñêà íîâûõ âûñî-
êîñêîðîñòíûõ êîäîâ, îáëàäàþùèõ ïîâûøåííîé ïîìåõîóñòîé÷èâîñòüþ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äåòàëèçèðóåòñÿ âîïðîñ î ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè ïðåôèêñíûõ
(2,3)-êîäîâ, ââåäåííûõ â [1] è ïîäðîáíî èçó÷åííûõ â [2]. Ðàññìàòðèâàþòñÿ áûñ-
òðûå àëãîðèòìû (2,3)-êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ ñ èñïðàâëåíèåì îäíîé îøèáêè è
ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ (ñâûøå 90% ) èñïðàâëåíèÿ äâóõ îøèáîê. (2,3)-êîäû îòíî-
ñÿòñÿ ê êëàññó ñàìîñèíõðîíèçèðóþùèõñÿ ïðåôèêñíûõ êîäîâ ïåðåìåííîé äëèíû.

1. ÌÅÒÎÄ ( , )2 3 -ÊÎÄÈÐÎÂÀÍÈß

Â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîäîâ ïåðåìåííîé äëèíû, îñíîâàí-
íûé íà ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäà â ñìåøàííîé äâîè÷íî-òðîè÷-
íîé ñèñòåìå. ×èñëî 2 ñëóæèò îñíîâíûì, à 3 — âñïîìîãàòåëüíûì áàçèñîì.
Â ðàáîòå [2] èçó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ( , )2 3 -êîäîâ. Òàêèå êîäû âñåãäà èìåþò
îïðåäåëåííóþ ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü, ïîñêîëüêó ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè ñó-
ùåñòâóþò ðàçäåëèòåëè (ñâîéñòâî ñàìîñèíõðîíèçàöèè). Êðîìå òîãî, ïîìåõîóñ-
òîé÷èâîñòü ïîääåðæèâàåòñÿ íàëè÷èåì îïðåäåëåííûõ ÷èñëîâûõ ñîîòíîøåíèé
ìåæäó ãðóïïàìè áèò âíóòðè êîäîâîãî ñëîâà. (2,3)-ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë ÿâëÿåò-
ñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äâóõáàçèñíûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë [3], êîòîðûå,
â ñâîþ î÷åðåäü, îáîáùàþò òðàäèöèîííûå Ì -è÷íûå íóìåðàöèîííûå ñèñòåìû,
îñíîâàííûå íà ðàçëîæåíèè ÷èñåë ïî ñòåïåíÿì áàçèñà M .

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ÷èñëà ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó �

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ðàñøèðåííîìó íóëåì. Îáîçíà÷èì � 2 3, ïîäìíîæåñòâî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ÷èñëàìè 2 è 3. Ïóñòü x �� 2 3, — ÷èñëî, áîëü-
øåå èëè ðàâíîå ÷èñëó 2; ( , )2 3 -ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà x îáðàçóåòñÿ ïðèìåíåíèåì ê x
ñëåäóþùåé èòåðàòèâíîé ïðîöåäóðû.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x x0 � . Âûäåëèì èç x0 äåëèòåëè 2 è 3 ìàêñèìàëüíîé ñòå-

ïåíè n0 è k0 ñîîòâåòñòâåííî, x x
n k

0 12 30 0� , x1 2 3�� , .

Åñëè x1 1� , òî ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ.

Åñëè x1 1� , òî x x
n k

1 22 31 1� � , ãäå n1 — ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 2 òà-

êàÿ, ÷òî x
n

1 2 31� mod è x2 2 3�� , . Ïðèìåíÿåì ê x2 ïðîöåäóðó, àíàëîãè÷íóþ

ïðèìåíÿåìîé ê x1.

Â îáùåì ñëó÷àå íà i-é ñòàäèè èòåðàòèâíîé ïðîöåäóðû ïîëó÷àåì îñòàòî÷íîå

÷èñëî x xi
n k

i
i i� � �2 3 1 , i t�1, ,� .

Íà ïðåäïîñëåäíåì øàãå èìååì xt
n kt t� �2 3 , òîãäà xt� �1 1 .

Èç ïðèâåäåííîé ïðîöåäóðû ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëó x �� 2 3, ìîæíî îäíîçíà÷íî
ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòî÷íûõ ÷èñåë

x x x xt t0 1 1, , , ,� � , (1)

ãäå x x
n k

0 12 30 0� , x xi
n k

i
i i� � �2 3 1, i t�1, ,� , xt� �1 1 .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü x â ñëåäóþùåì ñòðóêòóðèðîâàí-
íîì âèäå:

x
n k n k n k n kt t t� � � � ��2 3 2 3 2 3 2 30 0 1 1 2 1( ( ( )... ))� . (2)

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû:

20132013 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 222 18 17 13 10 9 7� � � � � � � �32 ( ( ( ( ( ( ( 3 2 32 2( ))))))))� ,

20142014 2 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 32 22 2 19 15 4 5 4� � � � � � �( ( ( ( ( ( )))))),

20152015 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 224 19 16 14 13 7 6� � � � � � � �( ( ( ( ( ( ( 2 23� ))))))).

Òàêèì îáðàçîì, ñ ÷èñëîì x �� 2 3, îäíîçíà÷íî ñâÿçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð

( , )( , ) ( , )n k n k n kt t0 0 1 1 � , (3)

ãäå ÷èñëà ni è k i îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âûøåîïèñàííîé äåêîìïîçèöèîí-
íîé ïðîöåäóðîé i t� 0, ,� .

Ïðåäñòàâëåíèå x â âèäå (1), (2) èëè (3) íàçûâàåì ( , )2 3 -ïðåäñòàâëåíèÿìè ÷èñëà x.

Èç ïðîöåäóðû ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà k i 	 1, n ni i
 �1, i t�1, ,� .

Îáîçíà÷èì ni ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü ÷èñëà 2 â òðàäèöèîííîì áèíàðíîì
ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà xi , i t�1, ,� :

x a ai
n

n
ni

i

i� � � ��
�

2 21
1

0� , a j �{ }0 1, , j ni� �0 1, ,� .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî s ÷èñëà 2s è 2 1s� äàþò ðàçíûå îñòàòêè
ïðè äåëåíèè íà ÷èñëî 3. Ïîýòîìó â (1), (2) è (3) ëèáî n ni i� , ëèáî n ni i� �1 ,
i t�1, ,� . Ïàðû ( , ),n ki i i t�1, ,� , íàçîâåì áëîêàìè. Åñëè n ni i� , òî áëîê íà-
çûâàåì ìàêñèìàëüíûì; åñëè n ni i� �1 , òî — ìèíèìàëüíûì.

Îáîçíà÷èì �max ( )x êîëè÷åñòâî ìàêñèìàëüíûõ áëîêîâ â (3), à �min ( )x — ñî-

îòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî ìèíèìàëüíûõ áëîêîâ, �( )x — êîëè÷åñòâî âñåõ áëî-

êîâ â ( , )2 3 -ðàçëîæåíèè ÷èñëà x.

Â [2] óñòàíîâëåíû îñíîâíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ïàðàìåòðîâ ( , )2 3 -ïðåäñòàâëå-

íèÿ ÷èñåë. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

2 3 12 2� �( ) log (log ) ( )maxx x x� � � ; (4)

�max ( )
log

log
, logx

x
x�

�
�2

2
2

1 3
0 38 . (5)
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Â ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêîì ñëó÷àå

E
x

x

�( )

log , log
,

2 2

1

15 3
0 32




�
�

�

�
� �

�
� ,

ãäå E — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

�max ( )

log
,

x

x2

016� .

Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà âíóòðè ( , )2 3 -êîäîâûõ ñëîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè
íåðàâåíñòâàìè:

0 31 2� � ��n n ki i i log , (6)

åñëè i-é áëîê ìàêñèìàëåí;

� � � � ��log log2 1 23 3 1n n ki i i , (7)

åñëè i-é áëîê ìèíèìàëåí.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x �� 2 3, . Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå (3) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x x n k n k n kt t� �1 1 1 2 2( , )( ) ( , )� . (8)

Îáîçíà÷èì � i ðàçíîñòü n n ki i i� ��1 , i t�1, ,� . Èç (8) ëåãêî ïåðåéòè ê ýêâèâà-
ëåíòíîìó äåëüòà-ïðåäñòàâëåíèþ

x k k kt t� ( , )( , ) ( , )� � �1 1 2 2 � . (9)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â (9) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà � i 	 0, i t�1, ,� .

Îáîçíà÷èì 0m ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç m íóëåé, àíàëîãè÷íî 1k — ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü èç k åäèíèö, m
 0, k 
 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà 0 1m k íàçîâåì 01-ãðóïïîé.
Âûïîëíèì âîçìîæíîå êîäèðîâàíèå ñëîâà C x( ) äëÿ ÷èñëà x â àëôàâèòå { }0 1,

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì � �i i
1 1� � . Îñíîâíîå òåëî êîäà ÷èñëà x çàäàåòñÿ

áèåêòèâíîé ôóíêöèåé C x
k kt t( ) � 0 1 0 11 1� �

� .

Èç óñòàíîâëåííûõ âûøå íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî âíóòðè êîäîâîãî ñëîâà

C x( ) íå ìîæåò áûòü êîäà áëîêà âèäà 01k ïðè k 	 3. Ïîýòîìó â êîíöå ñëîâà C x( )

ìîæíî ïðèïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0111, îáîçíà÷àåìóþ #, êîòîðàÿ ñëóæèò
ïðèçíàêîì êîíöà êîäîâîãî ñëîâà:

( , )2 3 -êîäîì ÷èñëà x ñ÷èòàåì ñëîâî C x C x
2 3,

( ) ( )#� � .

Åñëè êîäèðóþòñÿ âñå ÷èñëà x èç ìíîæåñòâà �, òî äîïîëíèòåëüíî ðåçåðâèðó-
þòñÿ äâà ïðåôèêñíûõ áèòà, â êîòîðûõ çàïèñûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî èç íàáîðà
{ }0 1 2 3, , , , êîòîðîå íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê x, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî èç � 2 3, . Êîä

C
2 3,
� ñîñòîèò èç êîäîâûõ ñëîâ C x

2 3,
( )#� , x ��.

Âîññòàíîâëåíèå ÷èñëà x ïî åãî êîäó îñóùåñòâëÿåòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå —
ñïðàâà íàëåâî: x xt t, �1, x xt�2 1, ,� , x0 .

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêàÿ äëèíà êîäîâîãî ñëîâà C x
2 3,

( )� íå

ïðåâûøàåò 116 2, log x. Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà âåëè÷èíà

ñòðåìèòñÿ ê 113 2, log x. Äëÿ ñðàâíåíèÿ îòìåòèì, ÷òî äëèíà êîäà Ôèáîíà÷÷è âñåãäà

ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 144 2, log x.

Íåðàâåíñòâà (4)–(7) äàþò äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå êîäîâî-
ãî ñëîâà. Îíè ïîçâîëÿþò ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ â ïðîöåññå äåêîäèðîâàíèÿ
îáíàðóæèâàòü îøèáêè, íàðóøàþùèå ýòè íåðàâåíñòâà.

2. ÍÈÆÍÅÅ ( , )2 3 -ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ×ÈÑÅË

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ñèëüíûõ äâóõñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ, çàìåíÿþùèõ (6)
è (7), ââåäåì ïîíÿòèå íèæíåãî ( , )2 3 -ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë.
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Ëåììà 1. Ïóñòü x �� 2 3, , x 
1 , n x� � �log 2 . Òîãäà x ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ôîðì:
x xn k� ��2 31

1, (10)

x xn k� ��2 32
1. (11)

Çäåñü k ��, x1 2 3 2� �� , { }.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îòìå÷åíî â ðàçä. 1, ÷èñëî x èìååò åäèíñòâåííîå

( , )2 3 -ïðåäñòàâëåíèå âèäà x x
n k� �2 31

1, ãäå n n1 1	 � — ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü

òàêàÿ, ÷òî x
n� 2 31 (mod ), x1 2 3�� , . Åñëè n n1 1� � , òî ïîëó÷èì ïðåäñòàâëå-

íèå (10). Åñëè n n1 � , òî âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå

x x x xn k n k n n k� � � � � � � �� � �2 3 2 3 3 2 2 31
2

1
2 2

1( ) ' , � �x1 2 3� , ,

è ïîëó÷èì ôîðìó, àíàëîãè÷íóþ (11).
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà x â âèäå (10) èëè (11) íàçîâåì íèæíèì ( , )2 3 -ðàçëîæå-

íèåì x.

Áàçîé ðàçëîæåíèÿ íàçîâåì ÷èñëî 2 1n� , åñëè x ïðåäñòàâèìî â âèäå (10), è ÷èñ-

ëî 2 2n� , åñëè x ïðåäñòàâèìî â âèäå (11). ×èñëî 3 1
k x íàçîâåì äîïîëíåíèåì

( , )2 3 -ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà x.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x xb k� �2 3 1, ãäå b — áàçà íèæíåãî ( , )2 3 -ðàçëîæåíèÿ.

Ïàðó ( , )b k íàçîâåì áëîêîì. Áëîê ( , )b k ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè x èìååò
âèä (10), è íèæíèì ìàêñèìàëüíûì, åñëè x èìååò âèä (11).

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî x îäíîçíà÷íî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îñòàòî÷íûõ ÷èñåë

x x x xt t, , , ,1 1� � , (12)

ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèÿìè x xi
b k

i
i i� � �2 3 1, i t�1 2, , ,� , ïðåäñòâëÿþùèìè

íèæíèå ( , )2 3 -ðàçëîæåíèÿ, xt� �1 1 èëè xt� �1 2.
Îáîçíà÷èì �min ( )x è �max ( )x êîëè÷åñòâî ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíûõ

è íèæíèõ ìàêñèìàëüíûõ áëîêîâ â (12); �( )x — êîëè÷åñòâî âñåõ áëîêîâ,

� � �( ) ( ) ( )min maxx x x� � ; �( )x k i

i

t

�
�
�

1

.

Â äàëüíåéøåì â öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ òåêñòîâûõ çàïèñåé áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ: A B� îçíà÷àåò, ÷òî óòâåðæäåíèå A ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ B;
A B� îçíà÷àåò ñëåäîâàíèå èç A óòâåðæäåíèÿ B.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü x �� 2 3, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (12) îïðåäåëÿåò íèæíåå

( , )2 3 -ðàçëîæåíèå ÷èñëà x. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

( log ) ( ) ( log ) ( ) ( ) logmin max2 3 3 7 32 2 2� � � � �� � �x x x

� � � � �log ( ) ( log ) ( ) ( ) log .min max2 2 22 3 3x x x x� � � (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (10). Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿ-
þòñÿ íåðàâåíñòâà

2 2 3 21
1

1n n k nx x� � � �� � .

Äëÿ x xn k� ��2 31
1 âûâîäèì îöåíêè

x x xn n� � � �� �2 2
3

4

1 1 , 2
2

2 1n nx
x

x� � � � � .

Îòñþäà ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèÿ íà x1:

x
x

x

k k2 3

3

4 3
1

�
� �

�
. (14)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî x çàäàåòñÿ ôîðìîé (11). Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì
íåðàâåíñòâà

x x xn n� � � �� �2 2
7

8

1 2 , 2
3

4
2 2n nx x x� � � � � .

Ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ x1:
3

4 3

7

8 3
1

x
x

x

k k�
� �

�
.

(15)

Â ëîãàðèôìè÷åñêîì âèäå (14) è (15) ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

log log log log log log2 2 2 1 2 2 23 1 3 3 2x k x x k� � � � � � � , (16)

log log log log log log log2 2 2 2 1 2 2 23 3 2 3 7 3x k x x k� � � � � � � � . (17)

Ïðèìåíÿÿ (16) è ñîîòâåòñòâåííî (17) äëÿ âñåõ îñòàòî÷íûõ ÷èñëåë xi ,
i t�1, ,� , â (12) è ñóììèðóÿ âñå íåðàâåíñòâà, ïîñëå ïðîìåæóòî÷íûõ ñîêðàùåíèé
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (13).

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ÷èñëà áëîêîâ �( )x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

�( )
log

log log
, logx

x
x�

� �
�2

2 2
2

3 3 7
0 56 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (13).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � �( ) ( ) ( )x x k i

i

t

� � �
�
�

1

1 , k i 	 1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

2 3 3 7 1 32 2

1

2� �min max( ) ( log log ) ( ) ( ) log lx x k i

i

t

� � � � � �
�
� og 2 x.

Òàê êàê 3 3 7 22 2� � �log log , òî ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó.
Ïåðåéäåì ê íåðàâåíñòâàì, êîòîðûå ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà áèíàðíóþ êîäè-

ðîâêó ÷èñåë ñ ïîìîùüþ íèæíåãî ( , )2 3 -ðàçëîæåíèÿ.

Ëåììà 2. Ïóñòü 3 1
k x — äîïîëíåíèå íèæíåãî ( , )2 3 -ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà

x �� 2 3, ; 2b — åãî áàçà è m xk� � �log 2 13 . Òîãäà m b m� � �2 . Ïðè÷åì åñëè x

ïðåäñòàâèìî â âèäå (10), òî m b m� � �1 , à åñëè x ïðåäñòàâèìî â âèäå (11), òî
m b m� � � �2 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n x� � �log 2 , òî x n� �2 1. Ïîýòîìó åñëè x ïðåäñòàâèìî

â âèäå (10), òî

2 3 2 3 2 2 4 2 2 3 2 31
1

1
1

1 1 1 1 1n k n k n n n n nx x� � � � � � �� � � � � � � � � � � �2b .

Ëîãàðèôìèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

log log2 1 23 3k x b� � . (18)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî log ,2 13 159k x b� � , ò.å. m b� �1.

Åñëè x ïðåäñòàâèìî â âèäå (11), òî èìååì

2 3 2 3 2 2 8 2 2 7 2 72
1

1
1

1 2 2 1 2n k n k n n n n nx x� � � � � � �� � � � � � � � � � � �2b .

Ëîãàðèôìèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

log log2 1 23 7k x b� � . (19)

Îòñþäà èìååì log ,2 13 2 81 2k x b m b� � � � � .

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî m b� �2 äîêàçàíî.

Åñëè x ïðåäñòàâèìî â âèäå (10), òî ñ ó÷åòîì x n
 2 ïîëó÷èì

2 3 2 3 2 2 2 21
1 1

1 1n k n k n n n bx x� � �� 
 � 
 � � � .
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Ïðîëîãàðèôìèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî:

log 2 13k x b m b
 � 	 .

Åñëè x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (11), òî 2 3 22
1

n k nx� � 
 , à çíà÷èò, 3 1
k x 



 � � ��3 2 3 22n b . Ïðîëîãàðèôìèðîâàâ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

log log2 1 23 3k x b
 � . (20)

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

m b	 �1 . (21)

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî m b	 è ëåììà 2 â öåëîì äîêàçàíû.

Ïîëîæèì � � �m b. Ëåììà 2 îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åíèÿ äëÿ âåëè÷èíû � â çà-
âèñèìîñòè îò âàðèàíòà íèæíåãî ( , )2 3 -ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâà-

íèÿ âàæíî òàêæå îïðåäåëèòü, êàê âåëè÷èíà � ñâÿçàíà ñ âåëè÷èíîé { }log 2 13k x .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî x ïðåäñòàâèìî â ôîðìå (10), è ïåðåïèøåì
íåðàâåíñòâî (18) â âèäå

m x bk� � � �{ } { }log log2 1 23 3 1 ,

÷òî ýêâèâàëåíòíî � � � �{ } { }log log2 2 13 3 1k x . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â

ñëó÷àå (10) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî { } { }log log2 1 23 3k x 
 , òî � � 0.

Ïðåäñòàâèâ âåëè÷èíó 3 1
k x â âèäå 2m d� , ãäå d m� 2 , ïîëó÷èì

log log ( ) log log2 1 2 2 23 2 2
2

2
1

2

k m m
m

m m
x d

d
m

d
� � � �

�
� � �

�

�
��

�

�
  ,

è ïîñêîëüêó 0 1
2

12� �
�

�
��

�

�
  �log

d

m
, èìååì { }log log2 1 23 1

2

k

m
x

d
� �

�

�
��

�

�
  . Ïîýòîìó

íåðàâåíñòâî { } { }log log2 1 23 3k x 
 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå log 2 1
2

�
�

�
��

�

�
  


d

m


 �log 2 3 1, îòêóäà ïîëó÷èì
d

m2

1

2

 .

Åñëè x ïðåäñòàâèìî â âèäå (11), òî èç íåðàâåíñòâ (19) è (20) ñëåäóþò ñîîòíî-

øåíèÿ log log log2 2 1 23 3 7� � � � �b m x bk{ } , ÷òî ýêâèâàëåíòíî { }log 2 3 �

� � � � � �{ } { } { }log log log2 1 2 2 13 1 7 3 2k kx x� . Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò,

÷òî åñëè â ñëó÷àå (11) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî { } { }log log2 1 23 7k x 
 , òî � �1 ,

à åñëè { } { }log log2 1 23 3k x � , òî � � 2.

Ïðåäñòàâèâ 3 1
k x â âèäå 2m d� , ãäå d m� 2 , è âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíà-

ëîãè÷íûå îïèñàííûì âûøå, ëåãêî ïîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü íåðàâåíñòâ

{ } { }log log2 1 23 7k x 
 è
d

m2

3

4

 ,

à òàêæå

{ } { }log log2 1 23 3k x � è
d

m2

1

2
� .

Çàâèñèìîñòü ìåæäó âåëè÷èíîé �, ñïîñîáîì ðàçëîæåíèÿ x è âåëè÷èíîé

{ }log 2 13k x (ò.å. ðàñïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû 3 1
k x íà èíòåðâàëå ( ; )2 2 1m m� )

ïðåäñòàâèì â âèäå òàáë. 1.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà òàáë. 1, òàê êàê ïðè âûïîë-
íåíèè óêàçàííûõ â íåé íåðàâåíñòâ äîïóñòèìû òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ �, òîãäà êàê
â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ òàêèõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü òðè. Ýòîò ôàêò âàæåí äëÿ ïî-
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ñòðîåíèÿ êîäèðîâêè, ïîýòîìó ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ëåììó,
íåñêîëüêî èçìåíèâ çàïèñü íåðàâåíñòâà.

Ëåììà 3. Ïóñòü 3 1
k x — äîïîëíåíèå íèæíåãî 2,3-ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà x �� 2 3, ,

2b— åãî áàçà, m xk� � �log 2 13 , � � �m b è
7

8
2 3 21

1
1m k mx� �� � . Òîãäà 0 1� �� .

3. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ×ÀÑÒÎÒÛ ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÂÀÐÈÀÍÒÎÂ ÍÈÆÍÅÃÎ (2,3)-ÐÀÇËÎÆÅÍÈß

Ïóñòü èìååòñÿ íèæíåå ðàçëîæåíèå x xb k� �2 3 1, m xk� � �log 2 13 , � � �m b.

Åñëè èçâåñòíû âåëè÷èíû x k1, è �, òî ìîæíî îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü x. Ñîãëàñ-
íî ëåììàì 2 è 3 âåëè÷èíà � óäîâëåòâîðÿåò òàêèì íåðàâåíñòâàì:

0 1� �� , åñëè
7

8
2 3 21

1
1m k mx� �� � , (22)

0 2� �� , åñëè 2 3
7

8
21

1m k mx� � � .
(23)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x �� 2 3, — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåííàÿ íà îòðåçêå [ ; ]2 2 1n n� . Îïðåäåëèì, ñ êàêîé ÷àñòîòîé áóäåì ïîëó÷àòü ðàç-

ëè÷íûå çíà÷åíèÿ � â êàæäîì èç ñëó÷àåâ (22) è (23). Çàìåòèì, ÷òî èç äâóõ ñîñåä-
íèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà � 2 3, îäèí âñåãäà ïðåäñòàâèì â âèäå (10), à äðóãîé —
â âèäå (11), ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0 5, ÷èñëî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå (10) è ñ âåðîÿòíîñòüþ 0 5, — â âèäå (11).

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ÷àñòîòó äëÿ ñëó÷àÿ (23). Åñëè x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
(10), òî b n� �1, 0 1� �� , ïðè÷åì

� � � � � � � � � � � � ��0 3 1 2 3
7

8
22 1

1
1b m x n xk n k nlog

� � � � � � ��2 2 3
11

8
2 2

11

8
21

1
n n k n n nx x , (24)

� � � � � � � � � � � �1 1 3 1 12 1b m x nklog

� � � � � � � � � �� � � �2 3
7

8
2

3

2
2 2 3

9

8
2

3

2
2 21

1 1
1

1 1n k n n n k n n nx x x .

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî x n� �2 1 .

Åñëè x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (11), òî b n� �2, 0 2� �� , ïðè÷åì

� � � � � � � � � � � �1 1 3 1 22 1b m x nklog

� � � � � � � � � �� � �2 3
7

8
2

3

2
2 2 3

9

8
2 2

9

8
21

1
1 2

1
n k n n n k n n nx x x .

Çäåñü â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ó÷òåíî, ÷òî x n
 2 .
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Âåëè÷èíà 3 1
k

x

íà èíòåðâàëå ( ; )2 2 1m m�

Çíà÷åíèÿ � ïðè ñïîñîáå ðàçëîæåíèÿ x

â âèäå (10) â âèäå (11)

2 3
3

2
21

m k mx� � 0 1� �� � � 2

3

2
2 3

7

4
21

m k mx� � � � 0 1 2� ��

7

4
2 3 21

1m k mx� � �
� � 0 � � 1

Ò à á ë è ö à 1



Åñëè
� � 2, òî b m x nk� � � � � � � � �2 3 2 22 1log

� � � � � � � � � �� � � �2 3
7

8
2

5

4
2 2 3 2

5

4
2 21

1 2
1

1 1n k n n n k n n nx x x .

Èñõîäÿ èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, â ñëó÷àå (23) ïîëó÷èì

P{ }� � � � �0 23
1

2

3

8

7

8

3

14
| ( ) : ;

P{ }� � � � � �
�

�
�

�

�
 �1 23

1

2

1

2

1

2

1

8

7

8

5

14
| ( ) : ;

P{ }� � � � �2 23
1

2

3

4

7

8

3

7
| ( ) : .

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé (22). Åñëè x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (10), òî
b n� �1 , à òàêæå

� � � � � � � � � � � � �0 3 1
7

8
2 3 22 1 1b m x n xk n k nlog

� � � � � � ��11

8
2 2 3

3

2
2

11

8
2

3

2
21

1
n n k n n nx x ;

� � � � � � � � � �1 1 3 12 1b m xklog

� � � � � � � �� � � �n x xn k n n n k1
7

8
2 3 2

9

8
2 2 31

1
1 1 1

1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ � �1 ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé x â äèàïàçîíå [ ; ]2 2 1n n�

íå ñóùåñòâóåò.
Åñëè x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (11), òî b n� �2 è ñîãëàñíî (21) � �1 , à òàêæå

b m x n xk n k n� � � � � � � � � � � �1 3 1 2
7

8
2 3 22 1 1log

� � � � � � ��9

8
2 3 2

5

4
2

9

8
2

5

4
21

2n k n n n nx x .

Òàêèì îáðàçîì, P P{ } { }� �� � � � � �0 22 1 22
1

2

1

8

1

8

1

2
| ( ) | ( ) : .

4. ÌÅÒÎÄ ÍÈÆÍÅÃÎ (2,3)-ÊÎÄÈÐÎÂÀÍÈß

Ðàññìîòðèì íèæíåå ( , )2 3 -ðàçëîæåíèå ÷èñëà x x xb k: � �2 3 1, m xk� � �log 2 13 ,

� � �m b, êîòîðîå áóäåì êîäèðîâàòü â âèäå 0 01 1! ! . Êîëè÷åñòâî åäèíèö ðàâ-
íî k. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé áóäåò êîäèðîâàòü � îïðåäåëåííûì îáðàçîì.

Â ðåçóëüòàòå, çíàÿ x, ìîæíî îïðåäåëÿòü 3 1
k x è íàîáîðîò. Èñõîäÿ èç âû÷èñëåí-

íûõ ðàíåå ÷àñòîò çíà÷åíèé �, ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè äëèíû êîäà îïðåäåëèì
ñëåäóþùóþ êîäèðîâêó çíà÷åíèÿ �.

Åñëè 2 3
7

8
21

1m k mx� � � , òî çíà÷åíèÿ � � 0, � �1, � � 2 êîäèðóþòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî ñèìâîëàìè 000; 00; 0.

Åñëè
7

8
2 3 21

1
1m k mx� �� � , òî êîäèðîâàòü äâà âîçìîæíûõ ðàâíîâåðîÿòíûõ

çíà÷åíèÿ � ìîæíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì; íàïðèìåð, çíà÷åíèå � � 0 êîäèðóåòñÿ
ñèìâîëàìè 00, çíà÷åíèå � �1 — ñèìâîëîì 0.

Â òàêîé êîäèðîâêå íå ìîæåò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ 0000, êîòî-
ðóþ áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê ðàçäåëèòåëü, îáîçíà÷àþùèé êîíåö êîäà ÷èñëà.
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Íèæíèì ( , )2 3 -êîäîì ÷èñëà x �� 2 3, áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êî-
äèðîâîê íèæíèõ ( , )2 3 -ðàçëîæåíèé ÷èñåë x x xt0 1 1, , ,� � , äîïîëíåííóþ ðàçäåëèòå-

ëåì 0000. Çäåñü x x0 � , x xi
b k

i
i i� � �2 3 1, i t�1, ,� , xt� �1 2 èëè xt� �1 1 .

Äëÿ ÷èñåë 1 è 2 íèæíèõ ( , )2 3 -ðàçëîæåíèé íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó êîäèðî-
âàòü èõ íå áóäåì. Çàìåòèì, ÷òî åñëè

xt = 7 2 3 21� � �0 ,

òî x bt� �1 0= 2, , k �1 , m xk
t� � � �log 2 3 2, � � � �m b 2 .

Åñëè xt = 5 +3 11� �21 , òî x bt� �1 1= 1, , k �1 , m xk
t� � � �log 2 3 1,

� � � �m b 0.
Òàê, ÷èñëî 5 êîäèðóåòñÿ ñèìâîëàìè 0001, à ÷èñëî 7 — ñèìâîëàìè 01. Î÷å-

âèäíî, ÷òî xt = 5 è xt = 7 — ýòî åäèíñòâåííûå äâà ñëó÷àÿ, êîãäà äâóìÿ ïîñëåäíè-
ìè ñèìâîëàìè ïåðåä ðàçäåëèòåëåì áóäóò 01. Òàêæå íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî
xt�1 = 2 òîëüêî òîãäà, êîãäà xt = 7. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àè, êîãäà xt�1 = 2 è
xt�1 = 1, ðàçëè÷èìû. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ äëèíû êîäà ìîæíî çàìåíèòü êîäèðîâêó ÷èñ-
ëà 5 íà 001 (ïîñêîëüêó ïðè ñòàíäàðòíîé êîäèðîâêå îêîí÷àíèå êîäà 001 íå èìååò ìåñ-
òà). Êîäû ÷èñåë áåç ðàçäåëèòåëÿ 0000 èç ìíîæåñòâà � 2 3, â äèàïàçîíå îò 11 äî 67
ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

×òîáû çàêîäèðîâàòü ïðîèç-
âîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x (à íå
òîëüêî ÷èñëà èç ìíîæåñòâà � 2 3, ),
ïðèìåíèì ïîäõîä, îïèñàííûé â
[1]. Â íà÷àëå êàæäîé êîäèðîâêè
áóäåì çàïèñûâàòü äâóõðàçðÿäíîå
äâîè÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå íåîáõîäè-
ìî ïðèáàâèòü ê x, ÷òîáû ïîëó÷èòü
÷èñëî èç ìíîæåñòâà � 2 3, . ×èñëî 1
ìîæíî êîäèðîâàòü ñèìâîëîì 1 ñ
äîáàâêîé 00. Ïîëíûå êîäû ïåðâûõ
äåñÿòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåç ðàç-
äåëèòåëÿ 0000 ïðèâåäåíû â òàáë. 3.

Îöåíèì ñâåðõó ñîîòíîøåíèå

äëèíû íèæíåãî ( , )2 3 -êîäà è äâîè÷-

íîãî êîäà ÷èñëà. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî x xb k� �2 3 1 óäîâëåòâîðÿåò íå-

ðàâåíñòâàì (23), ïðè÷åì � � 0, k �1 ,

è îöåíèì ñíèçó îòíîøåíèå x x/ 1.

Åñëè � � 0, òî b n� �1 è â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ íåðàâåíñòâîì (24) èìååì

2
11

8
2n nx� � . Îòñþäà ñëåäóåò 2

11

8
21 1b bx� �� � . Ïîñêîëüêó x x b

1 2 3� �( ) / , ëåãêî

çàìåòèòü, ÷òî x x/ 1 
3
11

8
2

11

8
2 2

33

7

1 1� � �
�

�
�

�

�
 �� �b b b/ . Êîä ðàçëîæåíèÿ x â ñëó÷àå

� � 0, k �1èìååò âèä 0001, ò.å. äëèíó 4 áèò, â òî âðåìÿ êàê ïðè äâîè÷íîì êîäèðî-

âàíèè äëÿ óìåíüøåíèÿ x â
33

7
ðàçà ïîòðåáîâàëîñü áû log 2

33

7
áèò. Òàêèì îáðàçîì,

â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ � � 0, k �1 äëÿ âñåõ áëîêîâ äëèíà íèæíåãî

( , )2 3 -êîäà áûëà áû â õóäøåì ñëó÷àå â 4
33

7
1 7882/ log ,� ðàç áîëüøå äëèíû äâî-

è÷íîãî êîäà. Äëÿ âñåõ äðóãèõ êîìáèíàöèé çíà÷åíèé � è k ñîîòâåòñòâóþùåå ñî-

îòíîøåíèå äëèí áóäåò ìåíüøå. Ïîýòîìó âåëè÷èíà 1,788 — ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
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×èñëî Êîä ÷èñëà ×èñëî Êîä ÷èñëà

11 011 41 01011

13 0011 43 000111

17 00011 47 010011

19 001001 49 001011

23 01001 53 011001

25 0101 55 0010011

29 00101 59 0100011

31 0111 61 0011001

35 00111 65 0001011

37 000101 67 00100011

Ò à á ë è ö à 2

×èñëî Êîä ÷èñëà ×èñëî Êîä ÷èñëà

1 001 6 0101

2 11001 7 0001

3 10001 8 11011

4 01001 9 10011

5 00001 10 01011

Ò à á ë è ö à 3



íîå îòíîøåíèå äëèíû íèæíåãî ( , )2 3 -êîäà (áåç ó÷åòà äîáàâêè äëÿ ïðèâåäåíèÿ ÷èñ-

ëà ê � 2 3, ) ê äëèíå äâîè÷íîãî êîäà ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà.

Îöåíèòü ñðåäíþþ äëèíó íèæíåãî ( , )2 3 -êîäà äîâîëüíî ñëîæíî. Çàìåòèì
ëèøü, ÷òî ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ïðè ðîñòå x îòíîøåíèå äëèíû
åãî íèæíåãî ( , )2 3 -êîäà ê äëèíå äâîè÷íîãî êîäà ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå 1,167, ÷òî
íåñêîëüêî áîëüøå îðèãèíàëüíîãî ( , )2 3 -êîäà [2], äëÿ êîòîðîãî àíàëîãè÷íàÿ
âåëè÷èíà ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 1,133.

5. ÏÎÌÅÕÎÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÍÈÆÍÅÃÎ (2,3)-ÊÎÄÀ

Íèæíèé ( , )2 3 -êîä ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ áîëåå èçáûòî÷íûì, ÷åì, íàïðèìåð, �-êîä. Ïî-
êàæåì, êàê èñïîëüçîâàòü ýòó èçáûòî÷íîñòü äëÿ ïîâûøåíèÿ âåðîÿòíîñòè èñïðàâ-
ëåíèÿ îøèáîê â êîäàõ. Ðàññìîòðèì äâà ïðîñòûõ ñëó÷àÿ: êîãäà êîä ÷èñëà èìååò
îäíó îøèáêó è êîãäà èìååò äâå îøèáêè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îøèáêè âíî-
ñÿòñÿ íå äîáàâëåíèåì èëè óäàëåíèåì áèòîâ, à èçìåíåíèåì èõ çíà÷åíèé.

Ïóñòü x — íåêîòîðîå ÷èñëî, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå íèæíåãî ( , )2 3 -êîäà äëè-
íû n, à x' — òîò æå êîä, â êîòîðûé âíåñåíû îäíà èëè äâå îøèáêè. Ââåäåì äâå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè:

par ( )x x xn� " "
1

� — ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà åäèíè÷íûõ áèòîâ â êîäå;

pos ( )

:

x i

i xi

�
�

�
1

— ñóììà íîìåðîâ åäèíè÷íûõ áèòîâ â êîäå (ïðåäïîëîæèì, ÷òî

áèòû íóìåðóþòñÿ îò åäèíèöû äî n, ïðè÷åì ñàìûé ñòàðøèé áèò èìååò íîìåð 1).

Åñëè îøèáîê â êîäå �x íå áîëüøå äâóõ, òî î÷åâèäíî, ÷òî par par( ) ( )� �x x òîã-
äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êîäå �x åñòü ðîâíî îäíà îøèáêà. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî
åñëè îøèáêà îäíà, òî íîìåð îøèáî÷íîãî áèòà ðàâåí âåëè÷èíå | ( ) ( )|pos pos� �x x .
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè îøèáîê â êîäå äâå, òî pos pos( ) ( )� �x x . Èçëîæèì
ïåðâûå øàãè àëãîðèòìà ïî âûÿâëåíèþ è óñòðàíåíèþ îäíîé èëè äâóõ îøèáîê
â êîäå ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

1. Åñëè pos pos( ) ( )� �x x , òî â êîäå ëèáî íåò îøèáîê, ëèáî áîëåå äâóõ îøè-
áîê. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

2. Åñëè par par( ) ( )� �x x , òî â êîäå îäíà îøèáêà, ïðè÷åì íîìåð îøèáî÷íîãî
áèòà ðàâåí âåëè÷èíå | ( ) ( )|pos pos� �x x .

Ýòè äåéñòâèÿ ïîçâîëÿþò ñ âåðîÿòíîñòüþ 100% óñòðàíèòü îøèáêó â êîäå,
åñëè îíà îäíà, åñëè â êîäå äâå îøèáêè, òî óñòàíîâèòü ôàêò íàëè÷èÿ â òî÷íîñòè
äâóõ îøèáîê. Èòàê, çàäà÷à ñâåëàñü ê óñòðàíåíèþ îøèáîê â �x , åñëè èõ äâå. Èìåí-
íî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü íèæíþþ (2,3)-êîäèðîâ-
êó (çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà íèæíåé (2,3)-êîäèðîâêè ïîêà íå èñïîëüçîâàëèñü; óêà-
çàííûå âûøå ïðîâåðêè ìîæíî ïðèìåíèòü ê ëþáîé êîäèðîâêå).

Ïóñòü B — ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ ñòðîê, f B B: # — ïðåîáðàçîâàíèå äâîè÷-
íîãî ÷èñëà x â íèæíèé ( , )2 3 -êîä x2 3, , âûïîëíÿåìîå â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûì

â ðàçä. 2 àëãîðèòìîì, f B B� #1: — îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, íà êàæäîì øàãå

êîòîðîãî ïî âåëè÷èíàì x kt , è � âû÷èñëÿåòñÿ xt�1. Àëãîðèòìû, ïî êîòîðûì

âû÷èñëÿþòñÿ f x( ) è f x�1
2 3( ), , äåòåðìèíèðîâàíû, ïîýòîìó ëþáîìó ÷èñëó x ñî-

îòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî çíà÷åíèå: x2 3, , è íàîáîðîò. Ëåãêî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî
åñëè x y� è âåëè÷èíû f x( ), f y( ) âû÷èñëèìû, òî f x f y( ) ( )� , ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå
f ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.

Ïóñòü U x x f x x� $ �{ }2 3 2 3, ,| : ( ) — ìíîæåñòâî íèæíèõ ( , )2 3 -êîäîâ, êîòîðû-
ìè ìîæåò áûòü çàêîäèðîâàíî êàêîå-ëèáî ÷èñëî ïî îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó.

Ïóñòü z U� , y U� è z y� . Òîãäà ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî f z f y x� �� �1 1( ) ( ) ,

ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1, òàê êàê äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà z y� íà íåêîòîðîé
èòåðàöèè ïðè âû÷èñëåíèè f x( ) ÷èñëî xt äîëæíî áûëî áû ïðåäñòàâëÿòüñÿ

è â âèäå (10), è â âèäå (11). Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå f �1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ

èíúåêòèâíûì. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè y U% , òî âåëè÷èíà f y�1 ( ) íå ìîæåò
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áûòü âû÷èñëåíà â ñèëó âîçíèêíîâåíèÿ íåêîòîðîé îøèáêè âî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå x U n2 3, � , à òàêæå çíà÷åíèå �x2 3, , îáðàçîâàííîå èç x2 3,
ïóòåì âíåñåíèÿ äâóõ îøèáîê. Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî âîçìîæíû ñëåäóþùèå âà-
ðèàíòû:

1) � �x U n2 3, ;

2) � %x U n2 3, è ïðåîáðàçîâàíèå f x� �1
2 3( ), íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, òàê êàê

â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû âîçíèêàåò îøèáêà.

Ïðè âûïîëíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ f x� �1
2 3( ), ìîãóò âîçíèêíóòü ñëåäóþùèå

îøèáêè:

& � ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç áîëåå ÷åì

òðåõ íóëåé, åñëè 2 3
7

8
21

1m k mx� � � ;

& � ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç áîëåå ÷åì

äâóõ íóëåé, åñëè
7

8
2 3 21

1
1m k mx� �� � ;

& èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî m� �� 0.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé
äëèíå 2,3-êîäà ñ äâóìÿ ïîãðåøíîñòÿìè (â ïðåäåëàõ 500–2000 áèò) îäíà èç òðåõ

ýòèõ îøèáîê ïðè ïîïûòêå âû÷èñëèòü f x� �1
2 3( ), âñòðå÷àåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî â

70% ñëó÷àåâ, à ïðèáëèçèòåëüíî â 30% ñëó÷àåâ � �x U n2 3, .

Îïèøåì ìåòîä îïðåäåëåíèÿ îøèáî÷íûõ áèòîâ. Ïóñòü i1 è i2— íîìåðà îøè-
áî÷íûõ áèòîâ, ò.å. áèòîâ, îòëè÷àþùèõñÿ â ÷èñëàõ �x2 3, è x2 3, ; i x i x1 2 3 1 2 3( ), ( ), ,� ,
i x2 2 3( ), , i x2 2 3( ),� — çíà÷åíèÿ ýòèõ áèòîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëàõ;
� � � �pos pos( ) ( ), ,x x2 3 2 3 . Çàìåòèì, ÷òî

� � � � � � � �� �
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ), , ,1 1 11 2 3 2 2 3 1 2 3
1 2

1
1

i x i x i x
i i i ( )

( ),� � �
1 2 2 3 1

2
i x

i . (26)

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôîðìóë, çíàÿ � è ìåñòîíàõîæäåíèå îäíîé îøèáêè, ìîæíî
âû÷èñëèòü íîìåð äðóãîãî îøèáî÷íîãî áèòà.

Ðàññìîòðèì âàðèàíò 2, êîãäà âû÷èñëåíèå f x� �1
2 3( ), ïðèâîäèò ê ñáîþ. Ýòîò

ñáîé ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè îáðàáîòêå íåêîòîðîãî áèòà ïîä íîìåðîì r. Ïîñêîëüêó ïðè

âû÷èñëåíèè f x� �1
2 3( ), áèòû ÷èñëà �x2 3, îáðàáàòûâàþòñÿ ñïðàâà íàëåâî, òî

r i x i x� � �max ( ), ( ), ,{ }1 2 3 2 2 3 (íàïîìíèì, ÷òî áèòû ( , )2 3 -êîäà íóìåðóåì ñëåâà íàïðà-
âî). Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ëèáî âåëè÷èíà i x r1 2 3( ),� � , ëèáî âåëè÷èíà
i x r2 2 3( ),� � áóäåò ïîëîæèòåëüíà è íåâåëèêà, ò.å. åñëè íå ïåðâûé, òî âòîðîé îøè-

áî÷íûé áèò âñêîðå ïðèâåäåò ê ñáîþ â âû÷èñëåíèè f x� �1
2 3( ), . Äåéñòâèòåëüíî, âû-

÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ìåñòà ñáîÿ â âû÷èñëå-

íèè f x� �1
2 3( ), äî áëèæàéøåãî îøèáî÷íîãî áèòà, áîëüøåãî ïî íîìåðó, â ñðåäíåì

ñîñòàâëÿåò îêîëî 4 áèò. Îäíàêî ðàñïðåäåëåíèå ýòîãî ðàññòîÿíèÿ íàïîìèíàåò
ïóàññîíîâñêîå è èíîãäà îíî ñîñòàâëÿåò ñîòíè áèòîâ. Áîëåå òî÷íî: ìîäà òàêîãî
ðàññòîÿíèÿ ðàâíà òðåì áèòàì. Ðàññòîÿíèÿ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ âåðîÿòíîñòåé
ñîñòàâëÿþò 3 4 2 1 5 6 7, , , , , , ,� (âåðîÿòíîñòü ðàññòîÿíèÿ 0 äîâîëüíî íèçêà è íå ïðå-
âûøàåò âåðîÿòíîñòè ðàññòîÿíèÿ 30). Òàêèì îáðàçîì, r — õîðîøàÿ îòïðàâíàÿ òî÷-
êà äëÿ ïîèñêà îäíîãî èç îøèáî÷íûõ áèòîâ ñ ïîñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì äðóãî-

ãî áèòà ïî ôîðìóëå (26). Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ïðè âû÷èñëåíèè f x� �1
2 3( ), â áèòå r

ïðîèçîøåë ñáîé, áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îøèáêà âîçíèêàëà â
áèòàõ r �3, r � 4, r �2, r �1, r r� �5 6, ,� äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàõîäèëàñü òàêàÿ ïî-
çèöèÿ îøèáêè, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿëñÿ ñëåäóþùèé íèæå íàáîð óñëîâèé.

1. Âòîðîé îøèáî÷íûé áèò ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå (26). Ýòî âîç-
ìîæíî íå âñåãäà, òàê êàê, âî-ïåðâûõ, ôîðìóëà (26) îïðåäåëÿåò íå òîëüêî ìåñ-

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 2 13

'

(

)
)
)

*

)
)
)

(25)



òîíàõîæäåíèå âòîðîãî îøèáî÷íîãî áèòà, íî è åãî çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò íå
ñîâïàäàòü ñ ðåàëüíûì çíà÷åíèåì, è, âî-âòîðûõ, íîìåð âòîðîãî îøèáî÷íîãî áèòà,
âû÷èñëåííûé ïî ôîðìóëå (26), ìîæåò ïðåâûøàòü n.

2. Âûïîëíåíî óñëîâèå 1, à x' ' ,2 3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé x' ,2 3 ñ èñïðàâëåííûìè

äâóìÿ áèòàìè. Òîãäà âû÷èñëåíèå f x�1
2 3( ' ' ), íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ñáîþ.

3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 è 2, òî äîëæíî òàêæå âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
deltaBlocks deltaBlocks( ) ( ), ,x x2 3 2 3� �� , ãäå

deltaBlocks ( ) modx i Tj j

j

� �
�

�

�
�

�

�

 
 

�
�3

1

�
�

,

� — îáùåå êîëè÷åñòâî áëîêîâ â ( , )2 3 -êîäå x; � j — âåëè÷èíà � íà j-é èòåðà-
öèè; i j — íîìåð áèòà, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé, êîäè-

ðóþùàÿ � j , T n� � ��2 2 1(log )/ .

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äëèíå 500 áèò äâîè÷-

íîãî êîäà x â 70% ñëó÷àåâ, êîãäà âû÷èñëåíèå f x� �1
2 3( ), ïðèâîäèò ê ñáîþ, îïè-

ñàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò êîððåêòíî èñïðàâèòü äâå îøèáêè ïðèáëèçèòåëüíî

â 94,2 % ñëó÷àåâ. Â 30% ñëó÷àåâ, êîãäà f x� �1
2 3( ), âû÷èñëÿåòñÿ êîððåêòíî, íåëüçÿ

ïîëó÷èòü r — íîìåð áèòà, ãäå ïðîèçîøåë ñáîé. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëàãàòü
îøèáî÷íîñòü ëþáûõ áèòîâ (íàïðèìåð, ïåðâîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî è ò.ä.), ïðîâå-
ðÿÿ îòíîñèòåëüíî èõ òðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿ. Åñòåñòâåííî, ïðè òàêîì ïîä-
õîäå âåðîÿòíîñòü êîððåêòíî èñïðàâèòü äâå îøèáêè áóäåò ìåíüøå, à èìåííî îêî-
ëî 72 %. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû êîäà âåðîÿòíîñòü èñïðàâëå-

íèÿ äâóõ îøèáîê, êîãäà f x� �1
2 3( ), âû÷èñëÿåòñÿ êîððåêòíî, áóäåò óìåíüøàòüñÿ,

à â ñëó÷àå ñáîÿ ïðè âû÷èñëåíèè f x� �1
2 3( ), âåðîÿòíîñòü èñïðàâëåíèÿ äâóõ îøè-

áîê áóäåò îñòàâàòüñÿ ïî÷òè íåèçìåííîé.

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ óïîìÿíóòûõ âûøå ïðîâåðîê ïîìèìî ÷èñëà x2 3, íåîáõî-
äèìî õðàíèòü çíà÷åíèÿ òðåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

par — îäèí äîïîëíèòåëüíûé áèò;

pos — íå áîëåå 2 2� � �log n äîïîëíèòåëüíûõ áèòîâ, ãäå n — äëèíà x2 3,

â áèòàõ;

deltaBlocks — t n� � � �(log ) / 2 1äîïîëíèòåëüíûõ áèòîâ, òàê êàê ýòà âåëè÷èíà âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ 2 t (ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòàðøèå áèòû âåëè÷èíû

3

1

i j j

j

�
�
� �
�

ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿþò íà âåðîÿòíîñòü êîððåêòíîãî èñïðàâëåíèÿ îøèáîê).

Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó íàáîð ñèìâîëîâ 0000 ñèãíàëèçèðóåò

î ñáîå ïðè âû÷èñëåíèè f x� �1
2 3( ), , îí íå ìîæåò áûòü ðàçäåëèòåëåì ïðè êîäèðîâêå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë. Ðàçäåëèòåëåì öåëåñîîáðàçíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç âîñüìè íóëåé, òàê êàê òîãäà äàæå îøèáêà â öåíòðàëüíîì åäèíè÷íîì
áèòå â íàáîðå 100010001 (ò.å. êîãäà � j � 0, k j �1 è � j� �1 0) íå ïðèâåäåò ê íå-
êîððåêòíîé èíòåðïðåòàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê ðàçäåëèòåëÿ.

Ìîäèôèöèðóÿ ñïîñîá êîäèðîâêè, à èìåííî êîäèðóÿ çíà÷åíèå � �1 â ñëó÷àå
7

8
2 3 21

1
1m k mx� �� � íå ñèìâîëîì 0, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñèìâîëîâ 000, ìîæ-

íî ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü êîäà. Ïðè âíåñåíèè äâóõ îøèáîê

â òàêîé êîä âû÷èñëåíèå f x� �1
2 3( ), áóäåò ïðèâîäèòü ê ñáîþ óæå ïðèáëèçèòåëüíî

â 87 % ñëó÷àåâ, ïðè êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü èñïðàâëåíèÿ äâóõ îøèáîê âîçðàñòåò äî

95,5 % â ñðåäíåì, à â 13 % ñëó÷àåâ, êîãäà f x� �1
2 3( ), âû÷èñëÿåòñÿ áåç ñáîÿ, âåðî-
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ÿòíîñòü èñïðàâëåíèÿ äâóõ îøèáîê ïðè äëèíå 500 áèò äâîè÷íîãî ÷èñëà x âîçðàñ-
òåò äî 81 % â ñðåäíåì. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îøèáî÷íîìó äëÿ ñëó÷àÿ
7

8
2 3 21

1
1m k mx� �� � çíà÷åíèþ � � 2 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåäîïóñòèìûé êîä:

îäèíî÷íûé ñèìâîë 0, â òî âðåìÿ êàê ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå êîäèðîâêè îí
èíòåðïðåòèðîâàëñÿ êàê êîððåêòíîå çíà÷åíèå � �1 . Äëÿ âûÿâëåíèÿ ýòîãî íåäî-
ïóñòèìîãî êîäà íåîáõîäèìî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíèòü óñëîâèÿ (25).

Èíûìè ñëîâàìè, ïðè âûïîëíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ f x� �1
2 3( ), ìîãóò âîçíèêíóòü

ñëåäóþùèå îøèáêè:

&� ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç áîëåå ÷åì òðåõ íóëåé;

& � ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñèìâîëà 0, åñëè
7

8
2 3 21

1
1m k mx� �� � ;

& èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî m� �� 0.

Ðàçóìååòñÿ, òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ îáóñëîâèò âîçðàñòàíèå ñðåäíåé äëèíû êîäà,
à èìåííî îòíîøåíèå äëèíû ìîäèôèöèðîâàííîãî íèæíåãî ( , )2 3 -êîäà ÷èñëà x ê
äëèíå äâîè÷íîãî êîäà x â ñðåäíåì áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê 1,212.

Çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé áóäåì çàïèñûâàòü ïîñëå ðàçäåëèòå-

ëÿ, îáîçíà÷àþùåãî îêîí÷àíèå îñíîâíîãî êîäîâîãî ñëîâà. ×òîáû óìåíüøèòü âå-

ðîÿòíîñòü îøèáîê â õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, ìîæíî ïðèìåíèòü ê íèì îïè-

ñàííûé âûøå ïîäõîä: çíà÷åíèÿ âñåõ òàêèõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñëî

è êîäèðîâàòü åãî îïèñàííûì âûøå ïîìåõîóñòîé÷èâûì íèæíèì ( , )2 3 -êîäîì.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü òàêîãî êîäà (ïóñòü åå äëèíà ñîñòàâëÿåò m áèò) îêàí÷èâàåòñÿ ðàç-

äåëèòåëåì èç âîñüìè íóëåé, ïîñëå êîòîðîãî áóäóò çàïèñàíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

ôóíêöèè ýòîé ÷àñòè. Èõ äëèíà ñîñòàâèò � �2 5, log m áèò, è äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíöà

òàêîãî êîäà ðàçäåëèòåëü ìîæíî íå èñïîëüçîâàòü. Åñëè äëèíà êîäà ÷èñëà x è/èëè

ïëîòíîñòü ïîìåõ íåâåëèêè, òî ìîæíî è ïîä îñíîâíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíê-

öèè îòâîäèòü � �2 5, log n áèò è íå êîäèðîâàòü èõ íèæíèì ( , )2 3 -êîäîì.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ îøèáîê â õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ìîæíî ïðèìåíèòü

èçâåñòíûå ìåòîäû ïîìåõîóñòîé÷èâîãî êîäèðîâàíèÿ. Îíè óâåëè÷èâàþò äëèíó èí-

ôîðìàöèîííîãî ñîîáùåíèÿ â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì ðàññìîòðåííûé çäåñü ìåòîä,

íî òàê êàê íåïîñðåäñòâåííî ñàìà äëèíà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé íåâåëèêà,

ýòî íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì. Òàê, åñëè äëèíà ïåðâîãî èëè âòîðîãî

áëîêà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé íå ïðåâûøàåò 11 áèò, åãî ìîæíî çàêîäèðî-

âàòü ñ ïîìîùüþ (23,11)-êîäà Ãàëîó, êîòîðûé èñïðàâëÿåò òðè îøèáêè, õîòÿ è óâå-

ëè÷èâàåò äëèíó èíôîðìàöèîííîãî ñîîáùåíèÿ áîëåå ÷åì âäâîå. Åñëè äëèíà ïåð-

âîãî áëîêà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî âåëèêà è ïðèáëèæàåòñÿ ê

44 áèò, äëÿ ãàðàíòèðîâàííîãî èñïðàâëåíèÿ â íåì äâóõ îøèáîê ìîæíî ïðèìåíèòü

áëî÷íûé (15,11)-êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà, ïðåîáðàçóþùèé èíôîðìàöèîííîå ñîîáùå-

íèå äëèíîé 44 áèò â êîäîâîå ñëîâî äëèíîé 60 áèò.

Äîïîëíèòåëüíûì ôàêòîðîì ïðè ïðîâåðêå íàëè÷èÿ îøèáîê ìîãóò ñëóæèòü
íåðàâåíñòâà (13), äèíàìè÷åñêè ïðèìåíÿåìûå ê îñòàòî÷íûì ÷èñëàì â ïðîöåññå
äåêîäèðîâàíèÿ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñðàâíåíèå ( , )2 3 -êîäîâ ñ èçâåñòíûìè ïðåôèêñíûìè êîäàìè, òàêèìè êàê êîäû
Ýëèàñà, Ëåâåíøòåéíà è Ôèáîíà÷÷è, ïðèâåäåíî â [2], ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ âîï-
ðîñ î ñîîòíîøåíèè äëèí êîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ( , )2 3 -êîäû àñèì-
ïòîòè÷åñêè ñóùåñòâåííî êîðî÷å êîäîâ Ôèáîíà÷÷è. Êðîìå òîãî, ñî÷åòàíèå
( , )2 3 -êîäèðîâàíèÿ ñ �-, �- èëè �-êîäàìè Ýëèàñà [4], à òàêæå êîäàìè Ëåâåí-
øòåéíà [5] ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ñæàòûå êîäû ïî ñðàâíåíèþ ñ áèíàðíû-
ìè âàðèàíòàìè íàçâàííûõ êîäèðîâîê. Ýòè æå âûâîäû ìîæíî ïðèìåíèòü è ê
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íèæíåìó ( , )2 3 -êîäèðîâàíèþ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íèæíèé ( , )2 3 -êîä àñèìïòîòè-
÷åñêè íåñêîëüêî äëèííåå îðèãèíàëüíîãî (2,3)-êîäà.

Cðàâíèì îïèñàííûé â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîäõîä ê îáåñïå÷åíèþ ïîìåõîóñ-

òîé÷èâîñòè íèæíåãî ( , )2 3 -êîäèðîâàíèÿ ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè êîäèðî-

âàíèÿ, èñõîäÿ èç âîçìîæíîñòè îáíàðóæåíèÿ è èñïðàâëåíèÿ îäíîé èëè äâóõ îøè-

áîê. Íàèáîëåå èçâåñòíûì êîäîì, èñïðàâëÿþùèì îäíó îøèáêó è ïîçâîëÿþùèì

îáíàðóæèòü äâå îøèáêè, ÿâëÿåòñÿ êîä Õýììèíãà. Â íåì èñïîëüçóþòñÿ m äîïîë-

íèòåëüíûõ áèòîâ äëÿ êîäèðîâàíèÿ ñîîáùåíèÿ äëèíîé 2 1m m� � áèò, ò.å. äëèíà

n-áèòíîãî ñîîáùåíèÿ âîçðàñòàåò íà log n. Íèæíèé ( , )2 3 -êîä òðåáóåò íåñêîëüêî

áîëüøåãî, õîòÿ è ñîèçìåðèìîãî êîëè÷åñòâà äîïîëíèòåëüíûõ áèòîâ. Îäíàêî, â îò-

ëè÷èå îò êîäà Õýììèíãà, ýòîò êîä íå òðåáóåò, ÷òîáû äëèíà îñíîâíîãî êîäîâîãî

ñëîâà ÿâëÿëàñü ñòåïåíüþ äâîéêè è, ÷òî íàèáîëåå âàæíî, ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé

âåðîÿòíîñòüþ ïîçâîëÿåò èñïðàâëÿòü äâå îøèáêè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííû-

ìè âûøå ýêñïåðèìåíòàëüíûìè îöåíêàìè ïðè äëèíå 500 áèò äâîè÷íîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ÷èñëà x ýòà âåðîÿòíîñòü ñîñòàâëÿåò â ñðåäíåì 87,5 % äëÿ áàçîâîãî íèæíåãî

(2,3)-êîäà è îêîëî 93,5% äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî, â òî âðåìÿ êàê õîðîøî èç-

âåñòíû êîäû, èñïðàâëÿþùèå äâå îøèáêè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Îäíàêî óâå-

ëè÷åíèå äëèíû èíôîðìàöèîííîãî ñîîáùåíèÿ â ýòèõ êîäàõ áóäåò ñóùåñòâåííî

âûøå. Òàê, áîëüøèíñòâî ýôôåêòèâíûõ ñâåðòî÷íûõ êîäîâ òðåáóåò äâóêðàòíîãî

óâåëè÷åíèÿ äëèíû, à èñïðàâëÿþùèé äâå îøèáêè áëî÷íûé (15,11)-êîä Ðèäà-Ñî-

ëîìîíà ïðåîáðàçóåò èíôîðìàöèîííîå ñîîáùåíèå äëèíîé 44 áèò â êîäîâîå ñëîâî

äëèíîé 60 áèò, ò.å. óâåëè÷åíèå â ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò îêîëî 36%, îäíàêî

êîäèðóåìîå ÷èñëî ñëåäóåò äîïîëíÿòü íóëÿìè äî ãðàíèöû, êðàòíîé 44 áèò.
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