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Àííîòàöèÿ. Îïèñàíû èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ äèñêðåòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ôîðìà-
ëèçàöèè íå÷åòêîãî ïîíÿòèÿ «êëàñòåð». Ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ìàòåìàòè÷åñêè ðåàëèçîâàòü íà
áàçå òàê íàçûâàåìûõ äèñêðåòíûõ ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ ýâðèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå Ýâå-
ðèòòà. Ðàññìîòðåíû äèñêðåòíûå ñîâåðøåííûå ìíîæåñòâà (âàðèàíòû êëàñòåðà) è íà èõ îñíî-
âå ïîñòðîåí àëãîðèòì DPS, îñóùåñòâëÿþùèé ôèëüòðàöèþ èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïóòåì
âûäåëåíèÿ â íåì ìàêñèìàëüíîãî ïëîòíîãî íà îáùåì ôîíå ïîäìíîæåñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêðåòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, ïëîòíîñòü, ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè,
íå÷åòêîå ìíîæåñòâî, ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî, ìîðôîëîãè÷åñêèé ôèëüòð.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ äèñêðåòíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (ÄÌÀ) ôîðìàëèçàöèè íå÷åòêîãî ïîíÿòèÿ «êëàñòåð»
ñ ïîñëåäóþùèì ïîñòðîåíèåì îñíîâàííûõ íà íåé àëãîðèòìîâ êëàñòåðíîãî àíà-
ëèçà, íàïðèìåð, Ðîäåí [1–3], Êðèñòàëë [4, 5] è Ìîíîëèò [5, 6]. Â ðàáîòå ïðåä-
ïðèíÿòà ïîïûòêà ìàòåìàòè÷åñêè ðåàëèçîâàòü ýâðèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå Ýâå-
ðèòòà [7], ñîãëàñíî êîòîðîìó «êëàñòåðû — ýòî «íåïðåðûâíûå» îáëàñòè (íåêî-
òîðîãî) ïðîñòðàíñòâà ñ îòíîñèòåëüíî áîëåå âûñîêîé ïëîòíîñòüþ òî÷åê,
îòäåëåííûå îò äðóãèõ òàêèõ æå îáëàñòåé îáëàñòÿìè ñ îòíîñèòåëüíî íèçêîé
ïëîòíîñòüþ òî÷åê». Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì: ñíà÷àëà ôîðìàëèçóåòñÿ ïîíÿòèå ïëîòíîãî íà îáùåì ôîíå
ìíîæåñòâà, äàëåå â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå âûäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå òàêîå
ìíîæåñòâî, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçáèâàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.
Ïîñëåäíèå áóäóò ïëîòíûìè, èçîëèðîâàííûìè îäíà îò äðóãîé îáëàñòÿìè â èñ-
õîäíîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. êëàñòåðàìè. Âñå óïîìÿíóòûå âûøå àëãîðèòìû, êàæ-
äûé ïî-ñâîåìó, îñóùåñòâëÿþò ýòó ïðîãðàììó äî ýòàïà ðàçáèåíèÿ íà ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû, âûäåëÿÿ ìàêñèìàëüíûå èíòåðåñíûå (ðåïåðíûå) ïëîòíûå ïîäìíî-
æåñòâà â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå è òåì ñàìûì î÷èùàÿ åãî îò ôîíà èëè ïðîèç-
âîäÿ òîïîëîãè÷åñêóþ ôèëüòðàöèþ.

Ïîñëåäíèé ýòàï ðàçáèåíèÿ íà êëàñòåðû ìîæíî îñóùåñòâèòü êàê òðàäèöèîííûì

êëàñòåðíûì àíàëèçîì [7–9], òàê è ÄÌÀ. Ïîëíûå ðåàëèçàöèè îïðåäåëåíèÿ Ýâåðèòòà

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîâûé, ïîñòêëàñòåðèçàöèîííûé ýòàï â êëàñòåðíîì àíàëèçå, ïî-

ñêîëüêó îíè íå òîëüêî ðàçáèâàþò èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî íà îäíîðîäíûå ÷àñòè, íî è

ïðåäâàðèòåëüíî î÷èùàþò (ôèëüòðóþò) åãî. Ïðèìåðàìè òàêèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿþòñÿ

äîïîëíåííûå êëàñòåðíûì ðàçáèåíèåì àëãîðèòìû Ðîäåí, Êðèñòàëë è Ìîíîëèò.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — îïðåäåëåíèå è èçó÷åíèå äèñêðåòíûõ ñîâåðøåííûõ

ìíîæåñòâ (âàðèàíòîâ êëàñòåðà), à òàêæå ïîñòðîåíèå íà èõ îñíîâå àëãîðèòìà DPS

(Discrete Perfect Sets), îñóùåñòâëÿþùåãî ôèëüòðàöèþ èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïóòåì

âûäåëåíèÿ â íåì ìàêñèìàëüíîãî ïëîòíîãî íà îáùåì ôîíå ïîäìíîæåñòâà. Â ýòîì

ñìûñëå àëãîðèòì DPS ïðîäîëæàåò ÄÌÀ-àëãîðèòìû Ðîäåí, Êðèñòàëë è Ìîíîëèò.

ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈß A( )�

Ïóñòü X — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, A B, , � — ïîäìíîæåñòâà è x y, , � — òî÷-

êè â íåì.

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ïëîòíîñòüþ P íà ìíîæåñòâå X îòîáðàæåíèå èç

2 X X� â îòðåçîê [ , ]0 1 , âîçðàñòàþùåå ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó
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P A x P x x X

A B P x P x
A

A B

( , ) ( ) ;

( ) ( ),

� � �
� � �

(1)

ãäå P xA ( ) — ïëîòíîñòü ïîäìíîæåñòâà A â òî÷êå x.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ôóíêöèÿ P xA ( ) åñòü íå÷åòêàÿ ìåðà íà X [10], òàê ÷òî

ïëîòíîñòü P — ñåìåéñòâî íå÷åòêèõ ìåð íà X , ïàðàìåòðèçîâàííîå ìíîæåñòâîì X .

Äëÿ � �[ , ]0 1 è ïîäìíîæåñòâà A X	 ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè P îïðåäåëèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü îáîëî÷åê ïëîòíîñòè (�-n-îáîëî÷åê ïëîòíîñòè P) A â X :

A A x X P x

A A x X
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1 1( ) : ( )

( ) :

� �
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{ },
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P x
A A n

�
� 
1 ( ) �}.

Êîììåíòàðèé 1. Ïëîòíîñòü P xA ( ) òðàêòóåòñÿ êàê ìåðà ïðåäåëüíîñòè A

â òî÷êå x. Åñëè îíà çíà÷èòåëüíà (P xA ( ) 
 �), òî òî÷êà x ñ÷èòàåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ

A. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ îáîëî÷êà A1 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ â ýòîì ïîíèìà-

íèè ïðåäåëüíûõ äëÿ A òî÷åê â X . Òî÷êè èç âòîðîé îáîëî÷êè A 2 áóäóò â îáùåì

ñëó÷àå ïðåäåëüíûìè äëÿ A â X ÷åðåç A1, ò.å. âòîðîãî ðîäà, è ò.ä.

Óòâåðæäåíèå 1. Èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

A A A n1 2	 	 	 	� � (2)

Äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Íà÷àëî n �1: åñëè x A� 1, òî P xA ( ) 
 ��

� 
 
 � �P x P x x A
A A A�

1
2( ) ( ) � (ñëåäñòâèå ìîíîòîííîñòè (1)).

Èíäóêöèîííûé øàã n n� � �2 1: ïðåäïîëîæåíèå A An n( ) ( )� �	2 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðåõîäà n n� �1 : åñëè x A n� �( )1 , òî P x
A A

n
 � 
( ) ( )2 �. Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ A An n( ) ( )� �	2 1 , ñëåäîâàòåëüíî, A A A An n
� �

( ) ( )� �	2 1 è ïîý-

òîìó P x P x x A
A A A A

n
n n

� �
( ) ( )( ) ( )� �
 
 � �1 2 � . Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî âêëþ÷å-

íèþ A An n( )� 	1 .

Â ñèëó êîíå÷íîñòè X â íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2), íà÷èíàÿ ñ íå-

êîòîðîãî íîìåðà n*, íàñòóïèò ñòàáèëèçàöèÿ: A A A An n1 2 1� � � � ��
� �

* *

Íàçîâåì åå �-îáîëî÷êîé (�-�-îáîëî÷êîé) A è îáîçíà÷èì A A� �� ( )� .

Ìíîæåñòâî A� ïîëóèíâàðèàíòíî: åå ïåðâàÿ îáîëî÷êà ïëîòíîñòè ( )A� 1 íå

âûõîäèò çà ïðåäåëû A� .

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè P x x A A A
A� 
 � � � 	� � �( ) ( )� 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôèíèòíûì ïðåäñòàâëåíèåì

A� : A A n� � * . Åñëè P x
A n* ( ) 
 � è x A n� * , òî P x P x

A A An n
�

* *( ) ( )
 
 ��

� � �x A n( * )1 è ïîýòîìó A An n* ( * )� �1 . Îäíàêî ïî óñëîâèþ A An n* ( * )� �1 . Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà A� ðÿä (2) ïîñòîÿíåí.

Ñëåäñòâèå. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

( ) ( )A A nn� �� � 
1 2. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ( )A A� �	1 , ñëåäîâàòåëüíî,

( ) : ( ) ( ) ( )
( )

A x X P x P x A
A A A

� �� � � 
 �� � �
2 1

1{ }
�

� è ò.ä.

Äâîéíóþ áåñêîíå÷íóþ îáîëî÷êó äëÿ A îáîçíà÷èì A 2� . Òàêèì îáðàçîì,

A A A A2 1� � � � �� � 	( ) ( ) . (4)
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Ïðîäîëæèì ýòè ðàññóæäåíèÿ â âèäå ñëåäóþùåé ñõåìû:
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Â ñèëó êîíå÷íîñòè X â íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A A� �� �2
�

� �� ��A m , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà m*, íàñòóïèò ñòàáèëèçàöèÿ A� ��

� �� � �� � �A Am m* ( * )1

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A m*� îáîçíà÷èì A( )� è íàçîâåì �-îáîëî÷êîé

A â X íà îñíîâå ïëîòíîñòè P :

A Am
m( ) ( )� �� �

� . (6)

Èòàê, ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ A( )� èìååò ñòàäèþ âîçðàñòàíèÿ îò A1 ( )� äî A� ( )�

è ñòàäèþ óáûâàíèÿ îò A� ( )� äî A( )� :

A A A A A A� 	 	 � � �� �1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � . (7)

Óòâåðæäåíèå 3. Ìíîæåñòâî A( )� ñîâïàäàåò ñî ñâîåé ïåðâîé îáîëî÷êîé

( ( )) ( )A A� �1 � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (4) ìíîæåñòâî A A m( ) ( )*� �� , à òàêæå

( ( )) ( )( * )A A m� �1 1� � .

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî A( )� ñîâïàäàåò ñî ñâîåé �-îáîëî÷êîé:

( ( ))( ) ( )A A� � �� . (8)

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð ïîñòðîåíèÿ A( )� ïî A â ïðîñòðàíñòâå X

ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíûì.

Êîììåíòàðèé 2. Óòâåðæäåíèå 2 îçíà÷àåò, ÷òî A� ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíî-
æåñòâîì, ïîòîìó ÷òî ñîäåðæèò âñå ñâîè �-ïðåäåëüíûå â X òî÷êè. Äâèæåíèå âíóòðè

A� ïðèâîäèò ê �-ñîâåðøåííîìó ïîäìíîæåñòâó A( )� , ïîñêîëüêó óòâåðæäåíèå 3

îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî A( )� ñîñòîèò ðîâíî èç òåõ òî÷åê â X , êîòîðûå ê íåìó
�-ïðåäåëüíû, ò.å. ðîâíî èç òåõ òî÷åê, ãäå ïëîòíîñòü A( )� áîëüøå èëè ðàâíà � :

A x X P xA( ) : ( )( )� ��� � 
{ }. (9)

Âî âñåõ òî÷êàõ äîïîëíåíèÿ ïëîòíîñòü A( )� ìåíüøå �:

A x X P xA( ) : ( )( )� ��� � �{ }. (10)

Ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ è ïðèâåäåííûå äàëåå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò,
÷òî óñëîâèÿ (9) è (10) ìîæíî ñ÷èòàòü îäíèì èç âàðèàíòîâ ôîðìàëüíîãî ïîíèìà-
íèÿ ñâîéñòâà «áûòü ïëîòíûì íà îáùåì ôîíå», ìíîæåñòâà A( )� — ïëîòíûìè
â ïðîñòðàíñòâå X , à ïðîöåññ èõ ïîëó÷åíèÿ A A� ( )� (7) — åùå îäíîé ÄÌÀ-ðåà-
ëèçàöèåé îïðåäåëåíèÿ Ýâåðèòòà.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ DPS

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà A â óíèâåðñóìå X íà îñíîâå ïëîòíîñòè P

�-îáîëî÷êè A A XP( ) ( | )� �� (7) íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì DPS:

DPS DPS( ) ( | , , ):� �� �X P X X� 2 2 .

Ñîãëàñíî (8) àëãîðèòì DPS èäåìïîòåíòåí (DPS DPS2 � ). Íåïîäâèæíûå îòíî-

ñèòåëüíî íåãî ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ �-ñîâåðøåííûìè ìíîæåñòâàìè

(� -DPS-ìíîæåñòâàìè) â X :

A — �-DPS-ìíîæåñòâî â X A X P� �DPS( | , , )�

� � � � 
 �A A x X P x AA{ }: ( ) � 1. (11)

Â îáùåì ñëó÷àå, êàê áûëî óñòàíîâëåíî ðàíåå (7), àëãîðèòì DPS èìååò äâå ñòà-

äèè: âîçðàñòàþùóþ A A A A An � � � 	 �� �1
� è óáûâàþùóþ A Am� � �( )�

� � � �� �A A A2
� ( )� .

Ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ àëãîðèòì DPS «ðàáîòàåò áûñòðåå» è èìååò íå

áîëåå îäíîé ñòàäèè. Òðèâèàëüíûé ñëó÷àé ïðèâåäåí â (11): DPS íåïîäâèæåí íà A �
íîëü ñòàäèé àëãîðèòìà DPS íà A A� ñîâåðøåííî. Èññëåäóåì DPS ñ îäíîé ñòàäèåé.

Âîçðàñòàþùèé DPS. Èìååòñÿ òîëüêî âîçðàñòàþùàÿ ñòàäèÿ A An � � , óáûâàþùåé

ñòàäèè íå ñóùåñòâóåò, ñëåäîâàòåëüíî, ( )A A� ��1 , ò.å. A� �-ñîâåðøåííî. Èòàê, DPS

èìååò òîëüêî âîçðàñòàþùóþ ñòàäèþ íà A A� � ( )� è ÿâëÿåòñÿ �-ñîâåðøåííûì.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü A A� 1, òîãäà

A x X P x x X P x A
A A A

2 1 1
1 1� � 
 � � 
 �{ } { }: ( ) : ( ) ( )

�
� � .

Äàëåå àíàëîãè÷íî

A x X P x A Ai
A A

i i
i

� � � 
 � �1 1 1{ }: ( ) ( ) ( )
�

� .

Åñëè A A n� � * , òî A A An n n* ( * ) *( )� ��1 1, ò.å. A� �-ñîâåðøåííî.

Äàëåå ïðèâåäåíû òàêæå è äðóãèå ïðèìåðû âîçðàñòàþùåãî DPS.

Óáûâàþùèé DPS. Èìååòñÿ òîëüêî óáûâàþùàÿ ñòàäèÿ A Am� � ( )� , âîçðàñ-

òàþùåé ñòàäèè íå ñóùåñòâóåò, ñëåäîâàòåëüíî, A A1 � � . Ïðèâåäåì ïðîñòîé è ýô-
ôåêòèâíûé êðèòåðèé ýòîé ñèòóàöèè.

Óòâåðæäåíèå 4. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

A A A A1 1 2� � �� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó A A A1 2	 	 � .

Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè A A1 2� , òî A x X P x x X
A A

3
2� � 
 � �{ } {: ( ) :

�
�

P x A
A A�

1
2( ) 
 ��} . Àíàëîãè÷íî A A A Ai i4 3 1� ��, ,� è ò.ä.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì DPS èìååò òîëüêî óáûâàþùóþ ñòàäèþ íà

A A A� �1 2 .

Ïðèìåð 2. Ïóñòü A A1 � , òîãäà

A x X P x x X P x A
A A A

2 1
1� � 
 � � 
 �{ } { }: ( ) : ( )

�
� � .

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå X X1 � âûïîëíåíî, ïîýòîìó íà âñåì ïðîñòðàíñòâå
X àëãîðèòì DPS âñåãäà óáûâàþùèé. Ââèäó áîëüøîé ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè
ýòîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåì åãî ïîëíîñòüþ:

X X i( ) ( )� �� � ; X x X P x ii
X i( ) : ( ) ,

( )
� �

�
� � 
 
�{ }1 1; X X0 ( )� � .
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ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÎÒ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ DPS

Êîíñòðóêöèÿ A( )� çàâèñèò îò ÷åòûðåõ ñîñòàâëÿþùèõ: íåïîñðåäñòâåííî ïðîñò-

ðàíñòâà X , ìíîæåñòâà A, ïëîòíîñòè P è óðîâíÿ � : A A XP( ) ( | )� �� .

Óñòàíîâèì, ÷òî çàâèñèìîñòè ïî A, P è X ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè, à çàâè-

ñèìîñòü ïî � — óáûâàþùåé.

Â äîêàçàòåëüñòâàõ ïðèâåäåííûõ äàëåå óòâåðæäåíèé 5–8 èñïîëüçîâàíû ñõåìà

è îáîçíà÷åíèÿ (7).

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè A B	 , òî A B( ) ( )� �	 (ðèñ. 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî A Bn n	 .

Íà÷àëî n �1: åñëè x A� 1, òî P x P x P x x BA B A( ) ( ) ( )
 � 
 � � �� � 1 (ñëåä-

ñòâèå ìîíîòîííîñòè (1)).

Èíäóêöèîííûé øàã n n� � �2 1: ïðåäïîëîæåíèå A Bn n( ) ( )� �	1 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðåõîäà n n� �1 : A Bn n	 . Ïóñòü x A n� , òîãäà

P x
A A

n
�

( ) ( )� 
1 �. Îäíàêî A A B Bn n
� �

( ) ( )� �	1 1 âñëåäñòâèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé

è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ñëåäîâàòåëüíî, P x P x
B B A A

n n
� �

( ) ( )( ) ( )� �
 
1 1


 � �� x B n .

Íà÷èíàÿ ñ êîíå÷íîãî n èìååòñÿ ïðîäîëæåíèå íà áåñêîíå÷íîñòü A B	 �

� 	� �A B :

A A A

B B B

A A B B

n

n

n n

1 2

1 2

	 	 	 	

	 	 	 	

� � 	 �� �
� �

� � �

� �

� �| | | .

Ñïðàâåäëèâî ïðîäîëæåíèå íà ïîêàçàòåëè k�:

A B A A B B� � � � � � � �	 � � 	 �2 2( ) ( )

è äàëåå äëÿ âñåõ k. Îêîí÷àòåëüíî ñ ïîìîùüþ (6) èìååì

A A B Bk k( ) ( )� �� 	 �� �
� � .

Ïðèìåð 3. Óíèâåðñóì X — ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà 200 200� ñ øàãîì 1 ïî îáåèì

îñÿì, A (ñì. ðèñ. 1, à) è B (ñì. ðèñ. 1, á) — íåêîòîðûå ìíîæåñòâà â X A B: � ,

| |A � 7957, | |B �10131, ïëîòíîñòü

P x D x rA A( ) | ( , ) |� ñ ðàäèóñîì ëîêà-

ëèçàöèè r � 3 è � � 0 4. . Â ðåçóëüòà-

òå ðàáîòû àëãîðèòìà DPS ïîëó÷åíû

äâà ìíîæåñòâà: A( )� � B ( )�

(| ( ) |A � �13642 , | ( ) |B � �14747 ,

ñì. ðèñ. 1, â, ã).

Çàìå÷àíèå 1. Ðàíåå îòìå÷à-

ëîñü, ÷òî àëãîðèòì DPS èäåìïîòåí-

òåí (DPS DPS2 � ). Â ñîâîêóïíîñòè

ñ ìîíîòîííîñòüþ ïî A ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî àëãîðèòì DPS ÿâëÿåòñÿ ìîð-

ôîëîãè÷åñêèì ôèëüòðîì [11].

Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè P Q, —

ïëîòíîñòè íà X è P x Q xA A( ) ( )�
� � 	x X A X, , òî A AP Q( ) ( )� �	 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî n

ïîêàæåì, ÷òî A A
P
n

Q
n( ) ( )� �	 .
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Ðèñ. 1. Âîçðàñòàþùàÿ çàâèñèìîñòü àëãîðèòìà DPS
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Íà÷àëî n �1 : x A
P

� 1 ( )� � 
 � 
 �P x Q xA A( ) ( )� � x � A
Q
1 ( )� .

Èíäóêöèîííûé øàã n n� � �2 1: ïðåäïîëîæåíèå A A
P

n
Q

n( ) ( )( ) ( )� �	1 1� � .

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðåõîäà n n� �1 : x A P x
P
n

A AP
n� � 



 �( ) ( )( )
( )

� �
�1 , ñëåäî-

âàòåëüíî, P x Q x x A
A A A A Q

n

Q
n

Q
n

� �
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )� �
 � 
 � �1 1� �

� � � .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äâå âîçðàñòàþùèå ïîä÷èíåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

Q A A A

A

P A A

Q Q Q

P P

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

| | |

( ) ( )

� � �

� �

	 	 �

	 	

�
�

� � �

�

� �

� �

� �AP ( ).�

Òåïåðü èíäóêöèåé ïî m ïîêàæåì, ÷òî A A
P
m

Q
m� �	( ) ( )� � .

Íà÷àëî m �1: âûøå äîêàçàíî, ÷òî A AP Q
� �	( ) ( )� � .

Èíäóêöèîííûé øàã m m� � �2 1: ïðåäïîëîæåíèå A A
P

m
Q

m( ) ( )( ) ( )� � � �	1 1� � .

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðåõîäà m m� �1 îñíîâàíî íà ñõåìå (5):

A A x A P
P
m

P
m

P
m

AP
m

� � � � �� � � � �( ) ( ( )) ( ) :( ) ( )
( )

( )� � �
�

1 1 1
1{ 
 �}.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè A A
P

m
Q

m( ) ( )( ) ( )� � � �	1 1� � , à âñëåäñòâèå ìî-

íîòîííîñòè P ñïðàâåäëèâî P P
A AQ

m
P
m( ) ( )

( ) ( )
� � � �
 
1 1� �

� . Ïîä÷èíåííîñòü P Q�

äàåò íåðàâåíñòâî Q
AQ

m( )
( )

� � 
1 �
� , ÷òî ðàâíîñèëüíî âêëþ÷åíèþ x A

Q
m� � ( )� .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äâå íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

A A A

A A A

Q Q Q

P P P

� �

� �

� � �

� � �

( ) ( ) ( )

| | |

( ) ( ) ( )

� � �

� � �

2

2

�

� � �

� ,

íà êîíöàõ êîòîðûõ áóäåò íóæíîå âêëþ÷åíèå A AP Q( ) ( )� �	 (ðèñ. 2).

Ïðèìåð 4. Óíèâåðñóì X èç ïðèìåðà 3, ìíîæåñòâî A X� (| |A �10131,

ñì. ðèñ. 2, à), ïëîòíîñòè P Q� èìåþò êîíñòðóêöèþ P x D x rA A( ) | ( , ) |� ñ ðàäèóñà-
ìè ëîêàëèçàöèè rP � 2, rQ � 3, óðîâåíü � � 0 22. . Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà
DPS ïîëó÷åíû äâà ìíîæåñòâà: A AP Q( ) ( )� �� (| ( ) |AP � �14069,
| ( ) |AQ � � 30361, ñì. ðèñ. 2, á, â).
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Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè � �� , òî A A( ) ( )� �	 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàëåå ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè äîêàæåì âêëþ÷åíèå

A A� �	( ) ( )� � . Ñ÷èòàÿ, ÷òî îíî óñòàíîâëåíî, ñîãëàñíî (3) è (1) èìååì öåïü èì-

ïëèêàöèé

x A A P x P x P x
A A A

� � � 
 � 
 �� �
� � �

2 1( ) ( ( )) ( ) ( ) (
( ) ( ) ( )

� � � �
� � �

) 
 � ,

òàê ÷òî x A A� �� �( ( )) ( )� �1 2 è ïîýòîìó A A2 2� �	( ) ( )� � . Äàëåå äëÿ m� 2

àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèÿ A Am m� �	( ) ( )� � , îòêóäà ñ ó÷åòîì (6)

A A A Am m( ) ( ) ( ) ( )� � � �� 	 �� �
� .

Îñòàëîñü èíäóêöèåé äîêàçàòü âêëþ÷åíèå A A� �	( ) ( )� � .

Íà÷àëî n �1: åñëè P xA ( ) 
 �, òî P x A AA ( ) ( ) ( )
 � 	� � �1 1 .

Èíäóêöèîííûé øàã n n� � �2 1: ïðåäïîëîæåíèå A An n( ) ( )( ) ( )� �	1 1� � .

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðåõîäà n n� �1 : x A P xn
A A

n� � 
�( ) ( )( )
( )

� �
��

1 , òàê ÷òî

P x P x x A
A A A A

n
n n

� �
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )� �
 � 
 � �1 1� �

� � � (ïîñëåäíèå ïåðåõîäû —

ñëåäñòâèÿ ïðîäîëæåíèÿ èíäóêöèè è ìîíîòîííîñòè ïëîòíîñòè P) è ïîýòîìó

A A A An n� �� 	 �( ) ( ) ( ) ( )� � � �� � .

Ïðèìåð 5. Óíèâåðñóì X èç ïðèìåðà 3, ìíîæåñòâî A X� (| |A �10131, ñì.

ðèñ. 3, à), ïëîòíîñòü P x D x rA A( ) | ( , ) |� ñ ðàäèóñîì ëîàëèçàöèè r � 3, óðîâíè

� � 0 4. è � � 0 44. . Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà DPS ïîëó÷åíû äâà ìíîæåñòâà:

A A( ) ( )� �� (| ( ) |A � �14747, | ( ) |A � �10173, ñì. ðèñ. 3, á, â).

Óòâåðæäåíèå 8. Åñëè A X Y	 � è ìåðà P çàäàíà íà Y , òî A AX Y( ) ( )� �	 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî n ïîêàæåì, ÷òî A A
X
n

Y
n( ) ( )� �	 .

Íà÷àëî n �1: A x X P x y Y P y A
X A A Y
1 1( ) : ( ) : ( ) ( )� � � �� � 
 	 � 
 �{ } { } .

Èíäóêöèîííûé øàã n n� � �2 1: ïðåäïîëîæåíèå A A
X
n

Y
n( ) ( )( ) ( )� �	1 1� � .

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðåõîäà n n� �1 : x A P x
X
n

A AX
n� � 
 ��( ) ( )( )

( )
� �

��
1

� 
 � ��P x x A
A A Y

n

Y
n

�
( )

( )
( ) ( )1 �

� � .

Òåïåðü èíäóêöèåé ïî m ïîêàæåì, ÷òî A A
X
m

Y
m� �	( ) ( )� � .

Íà÷àëî m �1 äîêàçàíî âûøå: A A A AX
n

X
n

n
Y
n

Y
� �� 	 �( ) ( ) ( ) ( )� � � �� � .

Èíäóêöèîííûé øàã m m� � �2 1: ïðåäïîëîæåíèå A A
X
m

Y
m( ) ( )( ) ( )� � � �	1 1� � .
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Äîêàçàòåëüñòâî ïåðåõîäà

m m� �1 îñíîâàíî íà ñõåìå (5):

A A
X
m

X
m� � �� �( ) ( ( ))( )� �1 1

= {x A
X
m� � �( ) ( ) :1 �

P x
AX

m( )
( )

( )� � 
 	1 �
�}

	 � � �{ y A
Y

m( ) ( ) :1 �

P y A
A Y

m

Y
m( )

( )
( ) ( )� � 
 � �

1 �
� �} .

Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò

èç ïðåäïîëîæåíèÿ

A A
X
m

Y
m( ) ( )( ) ( )� � � �	1 1� � .

Ïðèìåð 6. Çàäàíû ìíîæåñòâà
A X Y� � (| |A � 405, | |X � 729,
| |Y � 865, ñì. ðèñ. 4, à, á). Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè

r �14.35 è óðîâåíü ïëîòíîñòè � �0 05. . Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà DPS ïîëó-
÷åíû äâà ìíîæåñòâà: A AX Y( ) ( )� �� ( | ( ) |A X � � 525, | ( ) |AY � � 557,
ñì. ðèñ. 4, â, ã).

ÂÛÁÎÐ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÄËß ÀËÃÎÐÈÒÌÀ DPS

Ïëîòíîñòü. Ïëîòíîñòü P xA ( ) ïðè ôèêñèðîâàííîì A ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêîé ñòðóêòó-

ðîé íà X . Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé íå÷åòêîé ëîãèêè, à òàêæå íåêîòîðûõ
äðóãèõ, ìîæíî ïîëó÷àòü íîâûå ïëîòíîñòè èç ñóùåñòâóþùèõ. Ýòî ðàñøèðÿåò
âîçìîæíîñòè êîíñòðóêöèè A( )� â èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâà X .

Óòâåðæäåíèå 9. 1. Åñëè P è Q — ïëîòíîñòè íà X è R R y y� �( , ) :[ , ]1 2 0 1

� �[ , ] [ , ]0 1 0 1 — íåóáûâàþùåå îòîáðàæåíèå, òî R P Q x R P x Q xA A A( , ) ( ) ( ( ), ( ))�
áóäåò ïëîòíîñòüþ íà X .

2. Åñëè � åñòü íå÷åòêîå îòðèöàíèå [10], òî

� ��P x P xA A( ) ( ( )) (12)

áóäåò ïëîòíîñòüþ íà X .

3. Åñëè � — âîçðàñòàþùåå îòîáðàæåíèå 2 X â 2 X , òî � �( ) ( ) ( )( )P x P xA A�

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ íà X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ ïðîâåðêó ìîíîòîííîñòè. Ïóñòü x X� è

A B X� 	 , òîãäà:

1) P X P XA B( ) ( )� è Q X Q XA B( ) ( )� , ñëåäîâàòåëüíî,

R P Q x R P x Q x R P x Q x R P Q xA A A B B B( , ) ( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( , ) (� � � ) ;

2) A B B A P x P x P x P x
B A B A

� � � � � � � 
 �( ) ( ) ( ( )) ( ( )), òàêèì îáðàçîì,

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )� �� � � � �P x P x P x P xA A B B ;

3) A B A B� � �� �( ) ( ), ïîýòîìó

� �� �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )P x P x P x P xA A B B� � � .

Ñëåäñòâèå 1. Ïëîòíîñòüþ áóäåò R-ñîåäèíåíèå P è �P:

R P P x R P x P xA A A( , ) ( ) ( ( ), ( ))� � � .
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Ðèñ. 4. Âîçðàñòàþùàÿ çàâèñèìîñòü àëãîðèòìà DPS
ïî X

à á

ãâ

A X, A Y,

A X ( )� AY ( )�
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Ñëåäñòâèå 2. 1. Åñëè�, ,� M w — ñîîòâåòñòâåííî t-íîðìà, t-êîíîðìà, îáîá-

ùåííûé îïåðàòîð îñðåäíåíèÿ [10], òî �( ( ), ( ))P x Q xA A , �( ( ), ( ))P x Q xA A ,

M P x Q xw A A( ( ), ( )) ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè íà X .

2. Åñëè � �[ , ]0 1 , òî � �P x Q xA A( ) ( ) ( )� �1 è

� �P x P xA A( ) ( )( ( ))� � �1 1 (13)

ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè íà X .

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà C X	 êîíñòðóêöèè P x
A

C� ( ) �

� P xC A� ( ) è P x P x
A

C
C A

�
�( ) ( )� ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè íà X .

Â îáîçíà÷åíèÿõ ñëåäñòâèÿ 3 àíàëèç ðàáîòû àëãîðèòìà DPS íà ìíîæåñòâå C

îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòåé P C� è P C� ïîçâîëèò îïðåäåëèòü �-P-àíàëîãè � �P C, ( )

è � �P C, ( ) ìîðôîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé îòêðûòèÿ è çàêðûòèÿ íà C [8, 11, 12].

Àëãîðèòì DPS ñ ïëîòíîñòüþ P
C� . Äëÿ óäîáñòâà îáúåêòû ñ òèëüäîé áóäóò

ýëåìåíòàìè ñõåìû (7), îñíîâàííîé íà ïëîòíîñòè P C� :

~
: ( ) :C x X P x x X P C

C
C

C C
1 1� � 
 � � 
 �{ } { }�

�� � ,

~
: ( ) : :~ (

~
)

C x X P x x X P x X P
C C

C
C C C C

2
1 1� � 
 � � 
 � �{ } { } {

�

�

� �
� � 
 ��} C 1,

���������������������

~
C C� � 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé ñèòóàöèè àëãîðèòì DPS ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùèì. Ñòàäèÿ

óáûâàíèÿ èìååò âèä
~

: ( )~( )C x X P xm

C C
m

� � � 
� �{ }
�

1 � , è äëÿ ïîëó÷åííîãî â êîíöå

�-P C� -çàìûêàíèÿ
~

( )C � ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
~

( ) : ( )~
( )

C x X P x
C

C� �
�

� � 
 �{ }�

� � 
{ }x X P x
C C

: ( )~
( )� �

� .

Óòâåðæäåíèå 10. Ïåðåñå÷åíèå C C�
~

( )� ÿâëÿåòñÿ �-P-ñîâåðøåííûì â C

è ñîâïàäàåò ñ C CP ( | )� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî C C x C P x
C C

�
�

~
( ) : ( )~

( )
� �

�
� � 
{ }.

Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè x C C� �
~

( )� , òî x C P x P x
C

C

C C
� � � 


~
( ) ( ) ( )~

( )
~

( )
� �

� �
�

�
.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè x X� è P x
C C�

~
( )

( )
�

�
 , òî x C x C C� � �
~

( )
~

( )� �� .

Òåïåðü äîêàæåì ðàâåíñòâî C C C CP�
~

( ) ( | )� �� .

Íåîáõîäèìîñòü. Ìíîæåñòâî C CP ( | )� — ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà DPS

íà C îòíîñèòåëüíî P, è ïîýòîìó â ñèëó ìîíîòîííîñòè DPS ïî ìíîæåñòâó (óòâåð-

æäåíèå 5) C CP ( | )� — ìàêñèìàëüíîå �-P-ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî â C. Ñëåäîâà-

òåëüíî, C C C CP�
~

( ) ( | )� �	 .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïëîòíîñòü P C� íà ìíîæåñòâå 2C ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

C ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ P, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ìîíîòîííîñòè DPS ïî ïðîñò-

ðàíñòâó (óòâåðæäåíèå 8) C C C C C X CP P PC C( | ) ( | ) ( | )
~

( )� � � �� 	 � è ïîýòîìó

C C C C C C CP P( | ) ( | )
~

( )� � �� 	� � .

Ìíîæåñòâî C CP ( | )� ìîæíî ñ÷èòàòü �-P-âíóòðåííîñòüþ C, à ïåðåõîä � �, P

îò C ê C CP ( | )� — îïåðàöèåé �-P-îòêðûòèÿ. Îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì íóæíûì

äëÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿì: � �, ( )P C C	 , � �� �, ,( ) ( )P PC C1 2	 , åñëè C C1 2	 è

� �
� �, ,P P
2 � .
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Àëãîðèòì DPS ñ ïëîòíîñòüþ P
C
 . Êàê è ðàíåå, îáúåêòû ñ òèëüäîé ÿâëÿ-

þòñÿ ýëåìåíòàìè ñõåìû (7), îñíîâàííîé íà ïëîòíîñòè P C
 :

~
: ( ) :C x X P x x X P C

C
C

C C
1 1� � 
 � � 
 �{ } { }�

�� � ,

~
: ( ) :~ (

~
)

C x X P x x X P
C C

C
C C C

2
1 1� � 
 � � 
 �{ } { }

�

�

� �
� �

� � 
 �{ }x X P C
C C

: ~
�

1
2� ,

��������������������

~
C Cn n� , n C C
 � �� �1

~
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïëîòíîñòè P C� àëãîðèòì DPS ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò

âîçðàñòàþùóþ ñòàäèþ ñ ïëîòíîñòüþ P. Ðàññìîòðèì ñòàäèþ óáûâàíèÿ
~

: ( ) : ( )~C x X P x x X P x C
C

C
C C

2
2

� �� � 
 � � 
 �
� �{ } { }�

�
� � ,

��������������������
~
C C mm� �� � 
 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì DPS íà ïëîòíîñòè P C
 íå èìååò óáûâàþùåé ñòàäèè,

ðåçóëüòàòîì åãî ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî C � è îíî �-P C
 -ñîâåðøåííî. Ìíî-

æåñòâî C � ðàíåå òðàêòîâàëîñü êàê ìíîæåñòâî �-ïðåäåëüíûõ äëÿ C òî÷åê. Îáúåäè-

íåíèå C C�
� åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü �-P-çàìûêàíèåì C, à ïåðåõîä ��,P îò C ê

C C�
� — îïåðàöèåé �-P-çàìûêàíèÿ. Îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì íóæíûì äëÿ ýòîãî

òðåáîâàíèÿì: ��, ( )P C C� , � �� �, ,( ) ( )P PC C1 2	 , åñëè C C1 2� è � �
� �, ,P P
2 � .

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïîñëåäíåì ñâîéñòâå. Èç êîíñòðóêöèè (7) ñëåäóåò, ÷òî

� � �� �, ,( ) : ( ) ( )P C C PC x X P x C C1 � � 
 � 	�
�{ }

�
.

Òàê ÷òî � � �P P PC C C( ) ( ) ( )� � 	1 (óòâåðæäåíèå 2) è ïîýòîìó

� � � � �� � � � �, , , , ,( ( )) ( ) ( ) ( )P P P P PC C C C� ��
� .

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò åäèíîîáðàçíî âûðàçèòü îïå-

ðàöèè � �,P è ��,P :

� ��, ( ) ( , , , )P
CC C C X P� �

�DPS ,

� ��, ( ) ( , , , )P
CC C C X P� �

�DPS .

Êîíêðåòíûå ïðèìåðû ïëîòíîñòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ, êîãäà íà ìíîæåñòâå X

çàäàíî ðàññòîÿíèå d. Îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ âàðèàíòàõ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè,

äëÿ ÷åãî ïîñòðîèì ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè â X . Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì D X( ) ìíîæåñ-

òâî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé â X :

D X d x y x y X x y( ) ( , ) : , ,� � �{ }.

Ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè r äëÿ X îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòåïåííîå ñðåäíåå âñåõ ðàñ-

ñòîÿíèé èç D X( ) ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ñòåïåíè p :

r r X

d

D X
p p

p

d D X

p

� �

�

�

 
 
 

!

"

#
#
#

�
$

( )
| ( ) |

( )

/1

, p� 0 . (14)

Ïåðâûé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè «êîëè÷åñòâî òî÷åê». Ïëîòíîñòü

çàâèñèò îò ðàäèóñà ëîêàëèçàöèè r (14) è ïàðàìåòðà q 
 0. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x èç
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ìíîæåñòâà X ðàññìàòðèâàåòñÿ øàð ñ öåíòðîì â x ðàäèóñà r :

D x r y X d x y r( , ) : ( , )� � �{ }.

Äëÿ êàæäîãî øàðà âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà òî÷åê ìíîæåñòâà X â íåì ñ ó÷åòîì

ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê äî åãî öåíòðà

N x r q
d x y

r
X

q

y D x r

( , , )
( , )

( , )

� �
�

�
 

!

"
#

�
$ 1 .

Ìàêñèìóì òàêèõ ñóìì ïî âñåì òî÷êàì x X� îáîçíà÷èì C X r q( , , ) :

C X r q N x r q
x X

X( , , ) max ( , , )�
�

.

Äëÿ êàæäîãî øàðà òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà òî÷åê ñ ó÷åòîì èõ óäàëåííîñòè

îò öåíòðà øàðà òîëüêî ïî òî÷êàì ïîäìíîæåñòâà A X	 :

N x r q
d x y

r
A

q

y D x rA

( , , )
( , )

( , )

� �
�

�
 

!

"
#

�
$ 1 ,

ãäå D x rA ( , ) — ïåðåñå÷åíèå øàðà è ïîäìíîæåñòâà A: D x r D x r AA ( , ) ( , )� � .

Ïðè q � 0 ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü «êîëè÷åñòâî òî÷åê» â îáû÷íîì ñìûñëå

P x D x rA A( ) | ( , ) |� , êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü â ïðèìåðàõ 3–5.

Ïëîòíîñòü ïîäìíîæåñòâà A X	 â òî÷êå x X� îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå

ñóììû òî÷åê ïî øàðó â A ñ ó÷åòîì èõ óäàëåííîñòè îò öåíòðà ê ìàêñèìàëüíîé

ñóììå ïî øàðàì â X :

P x
N x r q

C X r q
A

A( )
( , , )

( , , )
� .

Åùå îäèí ñïîñîá ïåðåõîäà îò ôóíêöèè N x r qA ( , , ) ê ïëîòíîñòè ïðèâåäåí äà-

ëåå (ïðèìåð 7).

Âòîðîé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè «ìîíîëèòíîñòü» [5]. Ðàññìàòðèâà-

åòñÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x ðàäèóñà r: % � � � �D x r y A d x y rA ( , ) : ( , ){ }0 .

Îíà ðàçáèâàåòñÿ íà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîëåö % �
�

D x r SA n
m

n( , ) �
1

, ãäå

S y A r d x y rn n n� � � ��{ }: ( , ) ,1 0 0� � � �r r rm� .

Êàæäîìó êîëüöó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåñ 1 01
 
 
 �� �� m .

Ïëîòíîñòü ïîäìíîæåñòâà A X	 â òî÷êå x X� îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå

ñóììû âåñîâ íåïóñòûõ êîëåö ê ñóììå âåñîâ âñåõ êîëåö

P x

S

A
n

m

n n

n

n

m
( )

:

�

�&
�

�

$

$

1

1

�

�

.

Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòû àëãîðèòìà DPS èñïîëüçîâàëèñü âåñà, ëèíåéíî óáûâàþ-

ùèå ïðè óäàëåíèè îò öåíòðà � n
n

m
� �

�
1

1
, à òàêæå âåñà, ïîëó÷åííûå èç íèõ âîç-

âåäåíèåì â ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü k � 0 : � n
k

k
n

m
� �

�

�

�
 

!

"
#1

1
.

Óðîâåíü �. Âûáîð óðîâíÿ � ñèëüíî âëèÿåò íà ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà

DPS. Óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ âûáîðà óðîâíÿ � ÿâëÿþòñÿ íå÷åòêèå ñðàâíå-
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íèÿ [12]. Íå÷åòêîå ñðàâíåíèå n a b( , ) äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë: a è b, — ìåðà

ïðåâîñõîäñòâà ÷èñëà b íàä ÷èñëîì a ñî çíà÷åíèÿìè íà îòðåçêå [ , ]�1 1 :

n a b a b( , ) ( ) [ , ]� � � �mes 1 1 .

Íå÷åòêîå ñðàâíåíèå ÷èñëà a è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë B ìîæíî îïðåäå-

ëèòü êàê ñðåäíåå íå÷åòêèõ ñðàâíåíèé a ñî âñåìè ÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà B :

n a B

n a b

B

b B( , )

( , )

| |
� �
$

, n B a

n b a

B

b B( , )

( , )

| |
� �
$

,

è ïîíèìàòü êàê ìåðó ìèíèìàëüíîñòè â ñëó÷àå n a B( , ) è ìåðó ìàêñèìàëüíîñòè

â ñëó÷àå n B a( , ) ÷èñëà a íà ôîíå B.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì B ôóíêöèè n a B( , ) è n B a( , ) ìîíîòîííû è íåïðåðûâíû

ïî a. Òàêèì îáðàçîì, ïî ðåçóëüòàòó ñðàâíåíèÿ a ñ B îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íå-

ïîñðåäñòâåííî a.

Ïðèìåð 7. Ïîëîæèì N r q N x r q x XA A( , ) ( , , ) :� �{ }. Ìåðà ñðàâíåíèÿ

N r qA ( , ) ñî çíà÷åíèÿìè N x r qA ( , , ) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîâóþ ïëîòíîñòü P xA ( ) �
� �( ( ( , ), ( , , )) ) /n N r q N x r qA AIm 1 2, ãäå n — íå÷åòêîå ñðàâíåíèå [13]:

n a b
b a

a b
( , )

max (| | , | | )
�

�
.

Ìåðà ìàêñèìàëüíîñòè n B a( , ) äàåò âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäè-

ìîå òðåáîâàíèå ê áóäóùåìó ðåçóëüòàòó A X� àëãîðèòìà DPS: ïëîòíîñòü ìíî-

æåñòâà A â êàæäîé ñâîåé òî÷êå x äîëæíà áûòü çíà÷èòåëüíîé (äîñòàòî÷íî ìàêñè-

ìàëüíîé) íà ôîíå X . Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ðàññ÷èòàåì çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âñåãî

óíèâåðñóìà X âî âñåõ åãî òî÷êàõ: P X P x x XX X( ) ( ) :� �{ }, ò.å. «ôîí X ». Åñëè

� � �[ , ]1 1 — íåîáõîäèìûé óðîâåíü ìàêñèìàëüíîñòè ïëîòíîñòè P íà ôîíå X , òî

íåïîñðåäñòâåííûé óðîâåíü � � �� ( ) äëÿ P îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî �

èç óðàâíåíèÿ:

n P XX( ( ), )� �� . (15)

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè n èñêàòü òàêîå � ìîæíî â âèäå ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (15) ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà DPS ìîæíî íàéòè â X ïîäìíîæåñòâî A,

êîòîðîå �-ýêñòðåìàëüíî P-ïëîòíîå â êàæäîé ñâîåé òî÷êå x: n P X P xX A( ( ), ( )) 


 � 
� � �P xA ( ) ( ) � �x X .

Ïðèìåð 8. Ðàññìîò-

ðèì ðåçóëüòàò ðàáîòû óáû-

âàþùåãî àëãîðèòìà DPS íà

âñåì ïðîñòðàíñòâå X

ïðè ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ

ïëîòíîñòè �. Ðàäèóñ ëîêà-

ëèçàöèè r � 5 35. ïîëó÷åí

ïðè p � �3 (14). Ïîâûøàÿ

óðîâåíü �, ìîæíî ïðîíèê-

íóòü âãëóáü ñãóùåíèé ïðî-

ñòðàíñòâà X , òåì ñàìûì

èçó÷àÿ èõ ìîðôîëîãèþ.

Íà ðèñ. 5, a ïîêàçàí ðå-

çóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà DPS ïðè óðîâíå ïëîòíîñòè � � �0 45. , à íà ðèñ. 5, á —

ïðè óðîâíå ïëîòíîñòè � � � 0 1. .

Çàìå÷àíèå 2. Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðîñòðàíñòâå X (ðèñ. 6) ðàçíèöó ìåæäó ïðî-

ñòûì âûáîðîì ïî óðîâíþ ïëîòíîñòè è ðåçóëüòàòîì ðàáîòû DPS. Ðåçóëüòàò ïðîñòîãî
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âûáîðà (ñì. ðèñ. 6, à) —

ìíîæåñòâî X 1 ( )� � {x X� :

P xX ( ) ( ( ),
 �� � � �}

� � �0 45. ), íå ÿâëÿåòñÿ

�-ïëîòíûì âî âñåõ ñâîèõ

òî÷êàõ, â òî âðåìÿ êàê ðå-

çóëüòàò ðàáîòû DPS (ñì.

ðèñ. 6, á) — ìíîæåñòâî

A( )� , �-ïëîòíî âî âñåõ

ñâîèõ òî÷êàõ. Ðåçóëüòàò ðà-

áîòû àëãîðèòìà DPS íå ñî-

äåðæèò îòäåëüíûõ èçîëè-

ðîâàííûõ òî÷åê â îòëè÷èå

îò ïðîñòîãî âûáîðà

ïî óðîâíþ ïëîòíîñòè.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè àë-

ãîðèòì DPS ñ ïëîòíîñòüþ P

íàñòðîåí íà ïîèñê P-ïëîò-

íûõ ìíîæåñòâ, òî DPS

ñ ïëîòíîñòüþ �P (12) —

ñêîðåå, íà ïîèñê P-îòäåëè-

ìûõ ìíîæåñòâ. Èõ �-ñîåäè-

íåíèå (13) ïîçâîëÿåò îäíî-

âðåìåííî ó÷åñòü è ïëîò-

íîñòü, è îòäåëèìîñòü

â ðàáîòå DPS. Íà ðèñ. 7, à ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà DPS ïðè � � 0,

à íà ðèñ. 7, á — ïðè � � 0 35. . Ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå âî âòîðîì ñëó÷àå, âèçóàëü-

íî áîëåå îòäåëèìî, ÷åì ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå â ïåðâîì.

Êðèòåðèé êà÷åñòâà ñâÿçàí ñî ñâîéñòâàìè (9) è (10) íå÷åòêîé ñòðóêòóðû PA

íà X äëÿ �-ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà A : � �x A, y A P x P yA A
� 
 �( ) ( )� èëè

P A P x x AA A( ) { ( ), }� � 
 ��

� � �{ ( ), } ( )P y y A P AA A .

Êà÷åñòâîì �( )A ìíîæåñ-

òâà A ñ÷èòàåòñÿ âñÿêîå ôîð-

ìàëüíîå âûðàæåíèå ïðåèìó-

ùåñòâà ÷èñëîâîé ñîâîêóïíîñ-

òè P AA ( ) íàä ÷èñëîâîé

ñîâîêóïíîñòüþ P AA ( ) .

Çàìå÷àíèå 4. Èññëåäî-

âàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êîí-

ñòðó êöèÿ ñòåïåííîãî

óñðåäíåíèÿ M BP ( ) íåîòðèöà-

òåëüíîãî ìíîæåñòâà B ñ îòðè-

öàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

k � �2 âûïîëíÿåò ôóíêöèþ

ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî

ìèíèìóìà B, à ñ ïîêàçàòåëåì

q 
 2 — ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé-

÷èâîãî ìàêñèìóìà B. Íà

îñíîâàíèè ýòîãî ìîæíî ïî-
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ñòðîèòü ïåðâóþ âåðñèþ êà÷åñòâà ìíîæåñòâà A:

� �( ) ( ) ( ( )) ( ( )), ,A A M P A M P A k qkq k A q A� � � � �0 0.

Ïðèìåð 9. Ïðè k � ��, q � � èìååò ìåñòî �( ) min ( ) max ( )A P A P AA A� � .

Ïðèìåð 10. Íà ðèñ. 8, à ïîêàçàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè �( ) ( ( ))A M P AA� ��2

� M P AA2 ( ( )) îò çíà÷åíèÿ óðîâíÿ �, íà ðèñ. 8, á, â, ã — ðåçóëüòàòû ðàáîòû DPS

ïðè ðàçëè÷íûõ �( )A . Íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîì çíà-

÷åíèè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà (ñì. ðèñ. 8, â).

Ïðèìåð 11. Âòîðîé êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ïðåâîñõîäñòâà P AA ( ) íàä

P AA ( ) íà îñíîâå íå÷åòêîãî ñðàâíåíèé n:

�( ) ( ( ), ( ))

( ( ), ( ))

| | | |

,
A n P A P A

n P y P x

A A
A A

A

x A y A

A

� �
� �
$

.

Êà÷åñòâî � ïîçâîëÿåò îïòèìèçèðîâàòü âûáîð ïàðàìåòðà � â ðàáîòå àëãîðèòìà

DPS íà ìíîæåñòâå A : � � � �* * ( ) min ( ( | , , ))� �A A X Parg DPS .

ÍÅ×ÅÒÊÀß ÈÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖÈß ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Â ïðîöåññå àíàëèçà êîíñòðóêöèè A( )� óñòàíîâëåíà îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü ïî �

âñåõ ýëåìåíòîâ ñõåìû (7), ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ñâÿçàòü ñ êàæäûì èç íèõ íå-

÷åòêèå ñòðóêòóðû íà X . Â ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ òåîðèè íå÷åòêèõ ìíî-

æåñòâ [10, 14] ïîëîæèì äëÿ n m, 
 1:

A n nA� � � �( ) , A n nx x A( ) sup{ [ , ] : ( )}� � �� �0 1 ,

A m mA� �� � � �( ) , A m mx x A� �� � �( ) sup{ [ , ] : ( )}� �0 1 , (16)

DPSA A� � � �( ) , DPSA x x A( ) sup{ [ , ] : ( )}� � �� �0 1 .

Ñîîòâåòñòâèÿ (16) ñîõðàíÿþò ïîðÿäîê íà íå÷åòêèõ ñòðóêòóðàõ. Êðîìå òîãî,

ïðè ëþáîì � �[ , ]0 1 êàê âîçðàñòàþùàÿ ñòàäèÿ A An ( ) ( )� �� � , òàê è óáûâàþùàÿ

A Am� �( ) ( )� � îãðàíè÷åíû ïî äëèíå ïîðÿäêîì ìíîæåñòâà X . Ïîýòîìó âîçðàñòà-

þùèé ðÿä íå÷åòêèõ ñòðóêòóð A n çàêàí÷èâàåòñÿ ñòðóêòóðîé A � , à óáûâàþùèé

ðÿä A m� — ñòðóêòóðîé DPS A. Âñå ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íå÷åòêóþ èíòåðïðå-

òàöèþ ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ A A� ( )� (7), «ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî ïî �»:

A A� 	 	 � ��A A DPS1
� � .

Ïëîòíîñòü P xA ( ) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìåðó ïðèíàäëåæíîñòè x

ê A â X . Â ýòîì ñìûñëå PA ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé è ñàìîé åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé,

îïèñûâàþùåé âëèÿíèå ìíîæåñòâà A íà ïðîñòðàíñòâî X ÷åðåç ïëîòíîñòü P.

Â ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ PA ñîâïàäàåò ñ A1 è íå âñåãäà ñîãëàñîâàíà ñî

ñòðóêòóðîé DPS A, âûðàæàþùåé âëèÿíèå A íà X ÷åðåç DPS.

Òåì íå ìåíåå, â ñëó÷àå A X� ñòðóêòóðû PX è DPSX ñîãëàñîâàíû.

Óòâåðæäåíèå 11. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî DPS X PX� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x X� è � �[ , ]0 1 , òî èç îïðåäåëåíèÿ DPS, ñîâåðøåí-

íîñòè X ( )� è ìîíîòîííîñòè P ñëåäóåò öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

DPS X x x X P x P xX X( ) ( ) ( ) ( )( )
 � � � 
 � 
� � � ��{ } ,

à ïîýòîìó DPS A x P xX( ) ( )� .
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Î÷åâèäíî, DPS-âëèÿíèå A íà X ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ, ïîñêîëüêó êîíñòðóê-

öèÿ A( )� ïîëîæèòåëüíî ìîíîòîííà ïî A (ñì. óòâåðæäåíèå 5). Ïîëîæèì

DPS DPSA x A x( ) ( )� è èññëåäóåì ïëîòíîñòü DPS. Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçû-

âàþò, ÷òî ïåðâàÿ îáîëî÷êà A
DPS
1 ( )� ëþáîãî ìíîæåñòâà A îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñ-

òè DPS ñîâïàäàåò ñ åãî �-ñîâåðøåííûì çàìûêàíèåì A AP( ) ( )� �� îòíîñèòåëüíî

ïëîòíîñòè P :

A x X x x X x A AA PDPS
DPS1 ( ) : ( ) : ( ) ( )� � � �� � 
 � � � �{ } { } . (17)

Îòñþäà, à òàêæå èç óòâåðæäåíèÿ 4 (A A1 � ) ñëåäóåò íàñëåäñòâåííîñòü

DPS-ïëîòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê P.

Óòâåðæäåíèå 12. Âñÿêîå �-P-ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî �-DPS-ñîâåðøåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

A A

A A
A A A

P

P

�

�
� � �

( )

( ) ( )
( )

�

� �
�

DPS
DPS1
1 ñîãëàñíî (11) �-DPS-ñîâåðøåííî.

Ñîîòíîøåíèå (17) ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ðàáîòó àëãîðèòìà DPS îòíîñèòåëüíî

«ñâîåé ïëîòíîñòè»:

A APDPS
1 ( ) ( )� �� ,

A A A A A
DPS DPS DPS DPS
2 1 1 1( ) ( ( )) ( ( ))( )� � � �� � � � ,

�������������������

A A A A Ai i i
DPS DPS DPS DPS
� � � � �1 1( ) ( ( )) ( ( ))( )� � � � .

Ñòàáèëèçàöèÿ ADPS
� ( )� áóäåò �-P-ñîâåðøåííîé, à ïîýòîìó â ñèëó íàñëåä-

ñòâåííîñòè è �-DPS-ñîâåðøåííîé. Òàêèì îáðàçîì, èìååì óñëîâèÿ âîçðàñòàþùå-

ãî DPS è A ADPS DPS( ) ( )� �� � .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñîçäàííûé â ÃÖ ÐÀÍ äèñêðåòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (ÄÌÀ) — íîâûé

ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ è âðåìåííûõ ðÿäîâ, áàçèðóþùèéñÿ

íà íå÷åòêîé ìàòåìàòèêå è íå÷åòêîé ëîãèêå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðèþ àëãî-

ðèòìîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷ àíàëèçà äàííûõ: êëàñ-

òåðèçàöèè è òðàññèðîâàíèÿ â ìíîãîìåðíûõ ìàññèâàõ, èçó÷åíèÿ âðåìåííûõ

ðÿäîâ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó ñöåíàðèþ, ïîäîáíîìó êëàññè÷åñêîìó àíàëèçó

ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Âñå àëãîðèòìû ÄÌÀ óíèâåðñàëüíû è ñêðåïëåíû åäèíîé ôîðìàëüíîé îñíî-

âîé, â êîòîðîé ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ ïðåäåëüíîñòè, íåïðåðûâíîñòè, ïëîò-

íîñòè, áëèçîñòè, ñâÿçíîñòè è òðåíäà âûðàæåíû â ðàìêàõ íå÷åòêîé ìàòåìàòèêè

è íå÷åòêîé ëîãèêè. Â ñâîþ î÷åðåäü, èç íèõ êîíñòðóèðóþòñÿ âñå àëãîðèòìû ÄÌÀ

äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ.

Êëàñòåðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÄÌÀ îñíîâàíà íà ôîðìàëüíîì ïîíÿòèè ïëîòíîñ-

òè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñòðîãî îïðåäåëèòü äëÿ ìíîãîìåðíîãî ìàññèâà ïîíÿòèÿ ñãó-

ùåíèÿ (ïëîòíîå íà îáùåì ôîíå ïîäìíîæåñòâî), êëàñòåðû (èçîëèðîâàííîå ñãóùå-

íèå) è òðàññû (ëîêàëüíî ëèíåéíîå ñãóùåíèå). Â ÄÌÀ èõ ïîèñê îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ

ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ Ðîäåí, Êðèñòàëë è Ìîíîëèò, à òàêæå ïðåäñòàâëåííîãî â

äàííîé ñòàòüå àëãîðèòìà DPS. Îíè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ôèëüòðà-

öèè ìàññèâà, ïîçâîëÿþùåé îòñåêàòü îò íåãî íåñóùåñòâåííûå (íåïëîòíûå) ÷àñòè.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àëãîðèòìû ÄÌÀ-êëàñòåðèçàöèè ýôôåêòèâíî ïðèìåíåíÿ-

þòñÿ â ãåîôèçè÷åñêèõ íàóêàõ (èíòåðïðåòàöèÿ ìàãíèòíûõ è ãðàâèòàöèîííûõ ïî-

ëåé, ñïóòíèêîâàÿ èíòåðôåðîìåòðèÿ), ýêîëîãèè (ïîèñê ìåñò âîçìîæíîãî çàõîðîíå-

íèÿ ÿäåðíûõ îòõîäîâ). Íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû àëãîðèòì DPS îñíîâàí àíàëèç ñåé-

ñìè÷åñêèõ êàòàëîãîâ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ìåñò âîçìîæíîãî âîçíèêíîâåíèÿ

ñèëüíûõ çåìëåòðÿñåíèé [15, 16].
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