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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðà-
âåíñòâà ñ ìîíîòîííûì è ëèïøèöåâûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñò-
ðàíñòâå. Àëãîðèòì îñíîâàí íà äâóõ èçâåñòíûõ ìåòîäàõ: àëãîðèòìå Ïîïîâà è òàê íàçûâàå-
ìîì ñóáãðàäèåíòíîì ýêñòðàãðàäèåíòíîì àëãîðèòìå. Ïðèâëåêàòåëüíîé ÷åðòîé àëãîðèòìà
ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå òîëüêî îäíîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà íåðàâåíñòâà è îäíîé ïðîåêöèè íà
äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ïðè âûïîëíåíèè èòåðàöèîííîãî øàãà. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñëàáîé
ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîðîæäåííûõ ïðåäëîæåííûì àëãîðèòìîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, ìîíîòîííûé îïåðàòîð, ýêñòðàãðàäèåíòíûé
ìåòîä, ñõîäèìîñòü.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü C — íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

H , A — îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â H . Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî:

íàéòè x C Ax y x� � �: ( , ) 0 � �y C . (1)

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1) îáîçíà÷èì VI A C( , ).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

� ìíîæåñòâî C H� âûïóêëîå è çàìêíóòîå;

� îïåðàòîð A H H: � ìîíîòîííûé è ëèïøèöåâûé ñ êîíñòàíòîé L 	 0;

� VI A C( , ) 
 �.

Ìíîãèå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé (ïîèñê ñåäëîâûõ òî÷åê, ïîèñê ðàâíî-
âåñèÿ Íýøà â íåêîîïåðàòèâíûõ èãðàõ, ìèíèìèçàöèÿ) è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 2 125

1
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ôèíàíñèðîâàëàñü Âåðõîâíîé Ðàäîé Óêðàèíû (èìåííàÿ ñòèïåíäèÿ Âåðõîâíîé

Ðàäû Óêðàèíû äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ, 2013) è ÃÔÔÈ Óêðàèíû (ïðîåêò GP/F49/061).

© Þ.Â. Ìàëèöêèé, Â.Â. Ñåìåíîâ, 2014



ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ [1–6], äëÿ ðåøåíèÿ êî-
òîðûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðåäëîæåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ [7–23],
â ÷àñòíîñòè ãðàäèåíòíîãî òèïà. Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå íåîïòèìèçàöèîííûõ ïî-
ñòàíîâîê äëÿ ñõîäèìîñòè íàèáîëåå ïðîñòûõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå óñèëåííûõ óñëîâèé ìîíîòîííîñòè [7]. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóä-
íîñòè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ. Îäèí èç íèõ — ðåãóëÿðèçàöèÿ èñõîäíîé
çàäà÷è ñ öåëüþ ïðèäàòü åé òðåáóåìîå ñâîéñòâî [8, 21]. Ñõîäèìîñòü áåç ìîäèôè-
êàöèè çàäà÷è îáåñïå÷èâàåòñÿ â èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ ýêñòðàãðàäèåíòíîãî òèïà,
âïåðâûå ïðåäëîæåííûõ À.Ñ. Àíòèïèíûì [24] è Ã.Ì. Êîðïåëåâè÷ [25].

Äëÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1) ýêñòðàãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Êîðïåëå-
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ãäå � �( , / )0 1 L , PC — îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî C.
Èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn è ( )yn ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé
òî÷êå z VI A C� ( , ) . Îáîáùåíèþ è èññëåäîâàíèþ ýòîãî àëãîðèòìà ïîñâÿùåíî
áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé [26–30 è äð.].

Ê íåäîñòàòêàì àëãîðèòìà Êîðïåëåâè÷ ìîæíî îòíåñòè âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé
îïåðàòîðà A â äâóõ ðàçíûõ òî÷êàõ (âûõîäèò íà ïåðâûé ïëàí â ìîäåëÿõ îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ, îñîáåííî ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè [6]) è íå-
îáõîäèìîñòü äâóõ ïðîåêòèðîâàíèé íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî C (ðåñóðñîåìêèõ
â ñëó÷àå ìíîæåñòâà C ñëîæíîé ñòðóêòóðû) äëÿ ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè.

Îò ïåðâîãî íåäîñòàòêà ñâîáîäåí ýêñòðàãðàäèåíòíûé àëãîðèòì Ïîïîâà [31],

ïðåäëîæåííûé êàê ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Ýððîó–Ãóðâèöà ïîèñêà ñåäëîâûõ òî-

÷åê âûïóêëî-âîãíóòûõ ôóíêöèé. Äëÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1) àëãîðèòì
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ãäå � �( , / )0 1 3L . Â [31] äëÿ ñëó÷àÿ H d� � äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïîðîæäåííûõ

ýòèì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )xn , ( )yn .

Äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ [32] è çàäà÷ ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ [33] áûëè ïðåäëîæåíû ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà Êîðïåëåâè÷ ñ îäíèì ìåòðè-
÷åñêèì ïðîåêòèðîâàíèåì íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Â ýòèõ òàê íàçûâàåìûõ ñóá-
ãðàäèåíòíûõ ýêñòðàãðàäèåíòíûõ àëãîðèòìàõ ïåðâûé ýòàï èòåðàöèè ñîâïàäàåò
ñ ïåðâûì ýòàïîì èòåðàöèè â àëãîðèòìå Êîðïåëåâè÷, à äàëåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ xn�1
âìåñòî ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷êè x Ayn n� � íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî C òî÷êó
x Ayn n� � ïðîåêòèðóþò íà íåêîòîðîå îïîðíîå äëÿ C ïîëóïðîñòðàíñòâî. Äëÿ âàðè-
àöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1) ñóáãðàäèåíòíûé ýêñòðàãðàäèåíòíûé àëãîðèòì èìååò
âèä
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ãäå � �( , / )0 1 L . Â ðàáîòàõ [32, 33] äîêàçàíà ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïîðîæäåííûõ ýòèì

àëãîðèòìîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )xn è ( )yn ê íåêîòîðîé òî÷êå z VI A C� ( , ) .

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðà-
âåíñòâ (1) ñ ìîíîòîííûì è ëèïøèöåâûì îïåðàòîðîì, ñîâìåùàþùèé â ñåáå ïîëî-
æèòåëüíûå ÷åðòû ýêñòðàãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà Ïîïîâà è ñóáãðàäèåíòíîãî ýêñòðà-
ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà.
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ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈß

Ïóñòü H — äåéñòâèòåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì ( , )� � è ïîðîæäåííîé íîðìîé | | ||� , C H� — íåïóñòîå âûïóêëîå è çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî. Ïóñòü PC — îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî C,

ò.å. P xC — åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà C ñî ñâîéñòâîì | | | |P x x
C

� �

� �
�

min | | | |
z C

z x . Ïîëåçíû ñëåäóþùèå õàðàêòåðèçàöèè ýëåìåíòà P xC [2, 34]:

y P x y CC� � � , ( , )y x z y� � � 0 � �z C, (2)

y P x y CC� � � , | | || || | | | | ||y z x z y x� � � � �2 2 2 � �z C. (3)

Èç íåðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî x VI A C� ( , ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x P x AxC� �( )� , ãäå � 	 0 [2, 34].

Åñëè îïåðàòîð A H H: � ìîíîòîííûé è íåïðåðûâíûé, à ìíîæåñòâî C H� âû-
ïóêëîå è çàìêíóòîå, òî x VI A C� ( , ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x C� è ( , )Ay y x� � 0
äëÿ âñåõ y C� [1, 2, 34]. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâîVI A C( , ) âûïóêëîå è çàìêíóòîå.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòî-
âà ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåì èçâåñòíóþ ëåììó Îïÿëà.

Ëåììà 1 [35]. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xn ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñò-

ðàíñòâà H ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x H� . Òîãäà äëÿ âñåõ y H x� \ { } èìååì

lim || | | lim | | ||
n

n
n

nx x x y
�� ��

� � � .

ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðåäëàãàåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 1
1. Çàäàåì x y C0 0, � è � 	 0 .

2. Âû÷èñëÿåì
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3. Èìåÿ xn , yn è yn�1, ñòðîèì ïîëóïðîñòðàíñòâî
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4. Åñëè x xn n� �1 è y y yn n n� �� �1 1, òî çàêàí÷èâàåì âû÷èñëåíèå, èíà÷å ïî-

ëàãàåì n n: � �1 è ïåðåõîäèì íà øàã 3.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî C H n� . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü ñó-

ùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà z C H n� \ , òî íåðàâåíñòâî ( , )x Ay y z yn n n n� � � 	�� 1 0 áó-

äåò ïðîòèâîðå÷èòü ôàêòó y P x Ayn C n n� � �( )� 1 .

Ïîêàæåì, ÷òî îñòàíîâêà àëãîðèòìà 1 ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ âàðèàöèîííîãî

íåðàâåíñòâà (1).

Ëåììà 2. Åñëè x xn n� �1 è y y yn n n� �� �1 1 â àëãîðèòìå 1, òî y VI A Cn � ( , ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â àëãîðèòìå 1 èìååò ìåñòî x xn n� �1 , òî èç (2) ñëåäóåò

( , )Ay x xn n� � 0 � �x H n . (4)

Ó÷èòûâàÿ x Hn n� �1 è y yn n� �1, ïîëó÷àåì ( , )x Ay y x yn n n n n� � � �� 0 , îòêóäà

äåëàåì âûâîä, ÷òî ( , )Ay x yn n n� � 0. Äàëåå ïðåäñòàâèì (4) â âèäå ( , )Ay x yn n� �
� � �( , )Ay x yn n n 0 � �x H n . Ñëåäîâàòåëüíî, ( , ) ( , )Ay x y Ay x yn n n n n� � � � 0

� �x H n . Ïîñêîëüêó y C Hn n� � , òî y VI A Cn � ( , ).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñëàáîé ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà.
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ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

Ñíà÷àëà äîêàæåì âàæíîå íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå ðàññòîÿíèÿ îò ïîðîæäåí-

íûõ àëãîðèòìîì òî÷åê äî ìíîæåñòâà VI A C( , ).

Ëåììà 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn è ( )yn ïîðîæäåíû àëãîðèòìîì 1,

z VI A C� ( , ). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|| || || || ( ) || ||x z x z L x yn n n n� �� � � � � � �1
2 2

1
21 2�

� � � � � �( ) | | | | | | ||1 2
1

2
� �L x y L x yn n n n . (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó z VI A C H n� �( , ) , òî èç x P x Ayn H n nn� � �1 ( )�

è (3) ñëåäóåò

| | | | | | | | | | | |x z x Ay z x Ay xn n n n n n� �� � � � � � � �1
2 2

1
2

� �

� � � � � �� �| | | | | | | | ( , )x z x x Ay x zn n n n n
2

1
2

12� . (6)

Èç ìîíîòîííîñòè A è âêëþ÷åíèÿ z VI A C� ( , ) âûòåêàåò ( , )Ay y zn n � � 0. Äîáà-

âèâ íåîòðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå 2�( , )Ay y zn n � ê ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (6),

ïîëó÷èì

|| || || || || || ( , )x z x z x x Ay x yn n n n n n n� � �� � � � � � �1
2 2

1
2

12� �

� � � � � � � � �� �|| || || || || || ( ,x z x y x y x y y xn n n n n n n n n
2 2

1
2

12 ) �

� � � � � � � �� �2 1
2 2

1
2

�( , ) || || || || || ||Ay x y x z x y x yn n n n n n n n �

� � � � � � �� � � �2 21 1 1 1� �( , ) ( , )Ay Ay x y x Ay y x yn n n n n n n n n . (7)

Èç âêëþ÷åíèÿ x Hn n� �1 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ( , )x Ay y x yn n n n n� � � �� �� 1 1 0.

Ñëàãàåìîå 2 1 1�( , )Ay Ay x yn n n n� �� � â (7) îöåíèì òàê:

2 21 1 1 1� �( , ) || || || ||Ay Ay x y L y y x yn n n n n n n n� � � �� � � � � �

� � � � � �� �2 1 1�L y x x y x yn n n n n n( || || || || ) || ||

� � � � � �� ��L y x x y x yn n n n n n(|| || || || || || )1
2

1
2 22 .

Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùèõ âûêëàäîê ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (5).

Côîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî C H� âûïóêëîå è çàìêíóòîå, îïåðàòîð

A H H: � ìîíîòîííûé è ëèïøèöåâûé ñ êîíñòàíòîé L 	 0 , VI A C( , ) 
 �

è � �
�

�
�

�

�
�0

1

3
,

L
. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn è ( )yn , ïîðîæäåííûå àëãîðèò-

ìîì 1, ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå z VI A C� ( , ) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn .

Çàôèêñèðóåì íîìåð N �� è ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (5) äëÿ âñåõ íîìåðîâ N ,
N �1, …, M , ãäå M N	 . Ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì

|| || || || ( ) || ||x z x z L x yM N n n

n N

M

� �
�

� � � � � � ��1
2 2

1
21 3�

� � � � �
�

��( ) || || || ||1 2
1

2
� �L x y L x yn n

n N

M

N N . (8)

Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn .

Èç íåðàâåíñòâà (8) ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü ðÿäîâ || ||x yn n

n

� �� 1
2 è

|| ||x yn n

n

�� 2 . Òàêèì îáðàçîì,

lim || || lim | | | |
n

n n
n

n nx y x y
��

�
��

� � � �1 0 . (9)
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Ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xnk
, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé

òî÷êå z H� . Òîãäà y znk
� ñëàáî è z C� . Ïîêàæåì, ÷òî z VI A C� ( , ). Èìååì

( , )y x Ay x yn n n nk k k k� � �� � � �1 1 1 0� � �x C .

Èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà A, âûâîäèì

0 1 1 1� � � � �� � �( , )y x Ay x yn n n nk k k k
� ( , )y x x yn n nk k k� � �� � �1 1 1

� � � � � � �� � �� �( , ) ( , ) ( ,Ay y y Ay x y y x x yn n n n n n n nk k k k k k k1 1 1 k � �1 )

� � � ��� �( , ) ( , )Ay y y Ax x yn n n nk k k k1 .

Ñîâåðøèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñ ó÷åòîì (9), ïîëó÷èì ( , )Ax x z� � 0 � �x C .

Ñëåäîâàòåëüíî, z VI A C� ( , ).

Ïîêàæåì, ÷òî x zn � ñëàáî (òîãäà èç | | | |x yn n� � 0 áóäåò ñëåäîâàòü y zn �
ñëàáî). Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ( )xmk
òàêàÿ, ÷òî x zmk

� � ñëàáî è z z
 �. Èç íåðàâåíñòâà (5) è 0 3 1� ��L

ñëåäóåò

|| || || || || || || ||x x L x y x x L x yn n n n n n� � �� � � � � � �1
2

1
2 2

1� �
2 � �x VI A C( , ) .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ x VI A C� ( , ) ñóùåñòâóåò

lim (|| || || || )
n

n n nx x L x y
��

�� � � �2
1

2
� � .

Ïðèìåíèâ äâàæäû ëåììó Îïÿëà:

lim (|| || || || ) lim (|| ||
n

n n n
k

nx z L x y x z
k��

�
��

� � � � �2
1

2 2
� � � ���L x yn nk k

|| || )1
2

� � � � � � � �
�� �� ��
lim || || lim || || lim (||

k
n

k
n

k
nx z x z x

k k k

2 2 z L x yn nk k
| | || || )2

1
2� � ���

� � � � � �
��

�lim (|| || || || )
n

n n nx z L x y2
1

2
�

� � � � � �
��

�lim (|| || || || )
k

m m mx z L x y
k k k

2
1

2
�

� � � � � �
�� ��
lim || || lim || ||

k
m

k
mx z x z

k k

2 2

� � � � � �
��

�
��

lim (| | | | | | | | ) lim ( | |
k

m m m
n

nx z L x y x z
k k k

2
1

2
� | | | | | | )2

1
2� � ��L x yn n ,

ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, z z� �.
Çàìåòèì, ÷òî ñëàáûé ïðåäåë z VI A C� ( , ) ïîðîæäåííîé àëãîðèòìîì 1 ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ( )xn îáëàäàåò ñâîéñòâîì

P x zVI A C n( , ) � ñèëüíî. (10)

Äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî ( , )( , ) ( , )P x x z P xVI A C n n VI A C n� � � 0. Åñëè äîêà-

çàòü, ÷òî P x zVI A C n( , ) � ñèëüíî, òî ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷èì

( , )z z z z� � � 0, ò.å. z z� è âåðíî (10). Äîêàæåì ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü

( )( , )P xVI A C n . Èìååì

| | | | | | | |( , ) ( , )x P x x P xn VI A C n n VI A C n� � �� � � �1 1
2

1
2

� � � � �| | | | | | | |( , )x P x L x yn VI A C n n n
2

1
2

� .

Èç ñóììèðóåìîñòè ðÿäà | | | |x yn n

n

� �� 1
2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

lim || ||( , )
n

n VI A C nx P x
��

� �� . Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî (3) è ëåììó 2, ïîëó÷èì

|| || || || ||( , ) ( , ) ( , )P x P x x P x PVI A C m VI A C n m VI A C n V� � � �2 2
I A C m mx x( , ) ||� �2
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� � � � � �� �|| || || || ||( , ) ( , )x P x P x x L xm VI A C n VI A C m m m1 1
2 2

� ym� �2
2|| �

� � � � � � ��|| || || || ||( , ) ( , )x P x P x x L x yn VI A C n VI A C m m k
2 2

� 1 k

k n

m

�
�
� 2

2|| , m n	 .

Îòñþäà ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )( , )P xVI A C n .

Çàìå÷àíèå 1. Àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 1 óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè áóäåò

èìåòü ìåñòî è äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

x P x Ay

y P x Ay

n H n n n

n C n n n

n�

� �

� �

� �



�
�

1

1 1

( ),

( ),

�

�

ãäå H z H x Ay y z yn n n n n n� � � � � �� �{ }: ( , )� 1 1 0 , ïðè óñëîâèè, ÷òî 0� �inf � n

� �sup � n
L

1

3
.

Çàìå÷àíèå 2. Î÷åâèäíûì íåäîñòàòêîì èçó÷åííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïðåä-

ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êîíñòàíòà Ëèïøèöà L èçâåñòíà. Íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü

âàðèàíò àëãîðèòìà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé èíôîðìàöèè ñ ðåãóëèðîâêèé øàãà,

ïîäîáíîé èçâåñòíîìó ïðàâèëó Àðìèõî [9, 10].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîí-

íûõ íåðàâåíñòâ ñ ìîíîòîííûìè è ëèïøèöåâûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäëîæåí íîâûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, îñíîâàí-

íûé íà äâóõ ìåòîäàõ: àëãîðèòìå Ïîïîâà [31] è ñóáãðàäèåíòíîì ýêñòðàãðàäèåíòíîì

àëãîðèòìå [32, 33]. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìîì. Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, íåîáõîäèìûå

äëÿ âûïîëíåíèÿ èòåðàöèîííîãî øàãà àëãîðèòìà 1, ïî÷òè ðàâíû çàòðàòàì äëÿ ðåàëè-

çàöèè øàãà â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå ïðîåêöèè ãðàäèåíòà.
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