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Â ÇÀÄÀ×Å ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÂÛÁÎÐÀ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà èãðîâàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âûáîðà, â êîòîðîé îäèí èç èãðî-
êîâ ñòðåìèòñÿ ïîëó÷èòü ÷àñòü âûèãðûøà, ïðè÷èòàþùåãîñÿ äðóãîìó èãðîêó çà íàõîæäå-
íèå íàèëó÷øåãî ýëåìåíòà. Ìåõàíèçìàìè âîçäåéñòâèÿ îäíîãî èãðîêà íà äðóãîãî ÿâëÿåòñÿ
ïðåäëîæåíèå áîëåå áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèé ïîèñêà ëèáî, íàîáîðîò, óãðîçà ñîçäàíèÿ ìå-
íåå áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèé ïîèñêà íàèëó÷øåãî ýëåìåíòà. Íàéäåíû îïòèìàëüíûå ñòðàòå-
ãèè èãðîêîâ, îáðàçóþùèå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, è èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäå-
íèå íàéäåííûõ ñòðàòåãèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîëè÷åñòâî ïðîñìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ ñòðå-
ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âûáîðà, îñòàíîâêà öåïè Ìàðêîâà, ìàòðè÷íàÿ
èãðà, ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ, ïîðîãîâàÿ ñòðàòåãèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòå [1] áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à âûáîðà íàèëó÷øåãî îáúåêòà, ñôîðìóëè-

ðîâàííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ñðåäè n îáúåêòîâ

íåîáõîäèìî âûáðàòü íàèëó÷øèé. Ïðè ýòîì ïîñëå îçíàêîìëåíèÿ ñ î÷åðåäíûì

îáúåêòîì íóæíî ëèáî îñòàíîâèòü íà íåì ñâîé âûáîð, ëèáî îòâåðãíóòü åãî.

Âîçâðàùàòüñÿ ê ðàíåå ïðîñìîòðåííûì îáúåêòàì íåëüçÿ. Îáúåêòû óïîðÿäî÷åíû

îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïî êà÷åñòâó, ò.å. êà÷åñòâà ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ ñðàâ-

íèìû ìåæäó ñîáîé. Îçíàêîìëåíèå â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èç-

íà÷àëüíî âñå n! ïåðåñòàíîâîê, çàäàþùèõ ïîðÿäîê ïðîñìîòðà îáúåêòîâ,

ðàâíîâåðîÿòíû.

Îáúåêò, áëàãîïðèÿòíûé äëÿ âñåõ n, â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü íàèëó÷-

øèì, à îáúåêò, ëó÷øèé ñðåäè k ïðîñìîòðåííûõ, — ìàêñèìàëüíûì. Î÷åâèäíî,

÷òî â õîäå ïðîñìîòðà ñëåäóåò àíàëèçèðîâàòü öåëåñîîáðàçíîñòü âûáîðà íåêîòî-

ðîãî îáúåêòà, òîëüêî åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ïåðâûé îáúåêò ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì è èíäåêñû ìàêñèìàëüíûõ îáúåêòîâ îáðà-
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ÈÃÐÀ Â ÏÎÄÑÊÀÇÊÓ

Ïóñòü ïåðâûé èãðîê ïðîñìàòðèâàåò êàæäûé ýëåìåíò äî òîãî, êàê åãî ïðîñìîò-

ðèò âòîðîé èãðîê. Çà íàõîæäåíèå íàèëó÷øåãî ýëåìåíòà âòîðîé èãðîê ïîëó÷àåò

åäèíè÷íûé âûèãðûø. Ïåðâûé èãðîê íå ìîæåò ïîëó÷èòü ïëàòó çà îáíàðóæåíèå

íàèëó÷øåãî ýëåìåíòà, íî îí ìîæåò ïîìî÷ü ñäåëàòü ýòî âòîðîìó, äàâ ïîäñêàç-

êó è ïîëó÷èâ çà ýòî îò íåãî îïðåäåëåííóþ êîìïåíñàöèþ. Îïðåäåëèì ïðàâèëà

ïîäñêàçêè è ïëàòû çà íåå. Ïåðåä íà÷àëîì èãðû ïåðâûé èãðîê íà ñâîå óñìîòðåíèå

óñòàíàâëèâàåò ïëàòó çà ïîäñêàçêó. Óñòàíîâëåííàÿ ïëàòà íå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íà

ïðîòÿæåíèè âñåé èãðû. Ïðè ïîÿâëåíèè î÷åðåäíîãî ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà ïåð-

âûé èãðîê èìååò âîçìîæíîñòü ïðîñìîòðåòü âñå ýëåìåíòû è ïðåäëîæèòü âòîðîìó

èãðîêó êóïèòü çà óñòàíîâëåííóþ ðàíåå öåíó èíôîðìàöèþ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè äàí-

íûé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò íàèëó÷øèì. Òàêóþ âîçìîæíîñòü ïåðâûé èãðîê èìååò

îäèí ðàç, ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ êîòîðîé îí âûáûâàåò èç èãðû.

Îïðåäåëèì öåííîñòü ïîäñêàçêè, êàê ðàçíîñòü âåðîÿòíîñòåé íàõîæäåíèÿ íàè-

ëó÷øåãî ýëåìåíòà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîäñêàçêè è áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîäñêàçêè.

Èñõîäÿ èç êîíöåïöèè ñëîæíîãî ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ, âòîðîé èãðîê êóïèò

ïîäñêàçêó, åñëè öåííîñòü ïîäñêàçêè áóäåò íå ìåíüøåé, ÷åì çàïðàøèâàåìàÿ öåíà.

Íàéäåì îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ â äàííîé èãðå.

Ïóñòü âòîðîé èãðîê ïðîñìàòðèâàåò k-é ýëåìåíò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-

ìàëüíûì. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè, êîãäà k kn� è êîãäà k kn� .

Ïóñòü k kn� . Òîãäà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîäñêàçêè âòîðîìó èãðîêó ñëåäóåò

ïðîïóñòèòü âñå ýëåìåíòû äî kn �1 è îñòàíîâèòüñÿ íà ïåðâîì ìàêñèìàëüíîì ýëå-

ìåíòå, íà÷èíàÿ ñ kn . Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ñîñòàâèò
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Ïóñòü k kn� . Òîãäà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîäñêàçêè âòîðîìó èãðîêó ñëåäóåò
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Òàêèì îáðàçîì, öåííîñòü ïîäñêàçêè ñîñòàâëÿåò
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108 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 3



íà ìíîæåñòâå { }k nn , ,� . Ïîýòîìó âåëè÷èíû

k k k f n kn n( ): : ( , )� �� � �sup{ }1 (4)

è

k k k f n kn n( ): : ( , )� �� � �inf { }2 , (5)

â ñèëó íåðàâåíñòâ sup{ } inf { }f n k k k
k

n

k

n
f n k k kn

n n
n1 21( , ) : ( , ) :� � �




�
�

�

�
� � �

êîððåêòíî îïðåäåëåíû, ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè � � �



�
�

�

�
�

k

n

k

n

n n1 , è âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî k kn n( ) ( )� �� �1 . Âåëè÷èíà
k

n

k

n

n n1�



�
�

�

�
� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðõ-

íåå çíà÷åíèå äëÿ öåíû ïîäñêàçêè, ò.å. ïðè öåíå, âûøå äàííîé, ïîäñêàçêà íå

áóäåò êóïëåíà ïåðâûì èãðîêîì íè ïðè êàêèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ.

Ïðè äàííîì � � �



�
�

�

�
�

k

n

k

n

n n1 ïîäñêàçêà áóäåò ïðîäàíà, åñëè â ìíîæåñòâå èí-

äåêñîâ { }k kn n( ) , , ( )� ��1 � îêàæåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî

ñîáûòèÿ ðàâíà p
k

j j
k

k k

k
n

n
n

n n

n( )
( )

( )
( )

( ) ( )

(
�

�
�

� �
�

�
� �




�
�
�

�

�
�
� � �

1

1 1
1

�

��

�
)

( )( )

( )

knj k

k

n

n

� �
�

1

,

à ñðåäíèé âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà ñîñòàâëÿåò g pn n1, ( ) ( )� � �� � . Ïóñòü

M g
k

n

k

n
n n

n n: ( ): , ( ),� � �
�

�
�

�

�
�

�
�
�

�
�
 

sup 1 0 1� � ; òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì n îïòèìàëü-

íîé öåíîé ïîäñêàçêè äëÿ ïåðâîãî èãðîêà áóäåò çíà÷åíèå � 0 :�

� � �



�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�
�

�
�
 

inf � �0 1 1, : ( ),
k

n

k

n
g Mn n

n n . Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûå âåëè÷èíû êîð-

ðåêòíî îïðåäåëåíû â ñèëó êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè � �� g n1, ( ) íà

êîìïàêòå 0 1,
k

n

k

n

n n�



�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� .

Ïîñêîëüêó íàéòè çíà÷åíèÿ � 0 è M n äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n â ÿâíîì

âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, èññëåäóåì èõ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà äëÿ

n � 	. Ïóñòü k n, � 	 è k tn o n� � ( ) äëÿ íåêîòîðîãî t �[ , ]0 1 ; òîãäà ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ äëÿ (2) è (3) èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä

f t f n k e t
n k

1 1
11( ): lim ( , ) ( )

,
� � �

�	

� (6)

è

f t f n k t t t
n k

2 2 1( ): lim ( , ) ( ) ln
,

� � � �
�	

. (7)

Ïðåäåëüíîå âåðõíåå çíà÷åíèå äëÿ öåíû ïîäñêàçêè ñîñòàâëÿåò lim
n

n nk

n

k

n�	
�




�
�

�

�
� �1

� � !� �e e1 11 0 233( ) , , à ôóíêöèè lim ( ) : ( )
n

nk X
�	

�� � è lim ( ) : ( )
n

nk X
�	

�� � , ãäå

X
e

( )�
�

�
� �1 1

è X ( )� — êîðåíü óðàâíåíèÿ � � � �( ) ln ( )1 t t t � èç ïðîìåæóòêà

[ , ]e�1 1 , îïðåäåëåíû íà îòðåçêå [ , ( )]0 11 1e e� �� . Ïðè ýòîì ñðåäíèé âûèãðûø

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 3 109



ïåðâîãî èãðîêà ñîñòàâèò g
X

X
1 1( )

( )

( )
� �

�

�
� �




�
��

�

�
�� . Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

� � �( ( )) ( ) ln ( )1 X X X� � � � ôóíêöèþ � �� g1 ( ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

g X X X e X X X1
1 2 21 1 1( ) ( ( )) ( ) ln ( ) ( )( ( )) ( ) ln� � � � � �� � � � � �� ( )� .

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ t t t t e t t t� � � � � ��( ) ln ( )( ) ln1 1 11 2 2 óíèìîäàëüíàÿ íà

èíòåðâàëå [ , ]e�1 1 (÷èñëåííîå ðåøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â

òî÷êå t0 0 566! , ), à ôóíêöèÿ � �� X ( ) ìîíîòîííî óáûâàåò íà èíòåðâàëå

[ , ( )]0 11 1e e� �� . Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ � �� g1 ( ) óíèìîäàëüíàÿ è äîñòèãàåò

ìàêñèìóìà â òî÷êå � 0
1 10 1� �� �[ , ( )]e e òàêîé, ÷òî X t( )� 0 0� . Ñëåäîâàòåëüíî,

� 0 0 0 01 0 14� � � !t t t( ) ln , è g1 0 0 085( ) ,� ! .

Ñðåäíèé ñóììàðíûé âûèãðûø ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ ñîñòàâèò

g
X

t
f t t dt

X

e

1 2 0
0

2

1

1

0

,

( )

/

( )
( )

( ( ) )�
�

�

� � �"

� � � !"
X

t
f t t dt

X

t
tdt

Xe

X
( )

( ( ) )
( )

,

( )/

(
� �

�

�

0

2 2
0

2

1

1

0 480

0

0)

" .

Âû÷èòàÿ èç ýòîé âåëè÷èíû ñðåäíþþ âûïëàòó ïåðâîìó èãðîêó çà ïîäñêàçêó,

ïîëó÷àåì

g g g2 0 1 2 0 1 0 0 480 0085 0 395( ) ( ) ( ) . . ,,� � �� � ! � ! .

Îòìåòèì, ÷òî ñðåäíèé âûèãðûø â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âûáî-

ðà (ò.å. áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîäñêàçêè) ñîñòàâëÿåò e� !1 0 368, .

Íàéäåì öåíó àíàðõèè â äàííîé èãðå. Òàê, â ðàáîòå [3] îíà îïðåäåëÿåòñÿ, êàê

îòíîøåíèå ñóììàðíîãî âûèãðûøà â ñëó÷àå êîðïîðàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ ê ñóììàð-

íîìó âûèãðûøó â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó (åñëè ðàâíîâåñèé ïî Íýøó íå-

ñêîëüêî, òî áåðåòñÿ ìèíèìàëüíûé èç ñóììàðíûõ âûèãðûøåé). Ïóñòü îáà èãðîêà

äåéñòâóþò ñîîáùà òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììàðíûé âûèãðûø. Òîãäà äàí-

íàÿ èãðîâàÿ ñèòóàöèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âûáîðà ñ âîçìîæíîñòüþ

äâóõ îñòàíîâîê. Òàêàÿ çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [5]. Áûëî íàéäåíî, ÷òî ïåðâóþ îñòà-

íîâêó ñëåäóåò äåëàòü íà ïåðâîì ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòå ïîñëå ýëåìåíòà e n�3 2/ ,

à âòîðóþ — ïîñëå ýëåìåíòà e n�1 . Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåãî

ýëåìåíòà ðàâíà e e e� � �� � !3 2 3 2 11 0 509/ /( ) , . Òàêèì îáðàçîì, öåíà àíàðõèè ñî-

ñòàâëÿåò 0 509 0 480 106, / , ,! .

ÈÃÐÀ Â ÂÛÌÎÃÀÒÅËÜÑÒÂÎ

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîé èãðå â ïîäñêàçêó â èãðå â âûìîãàòåëüñòâî âòîðîé

èãðîê ìîæåò ïîëó÷èòü åäèíè÷íûé âûèãðûø èç âíåøíåãî èñòî÷íèêà, íàéäÿ

íàèëó÷øèé ýëåìåíò, à ïåðâûé èãðîê ðàññ÷èòûâàåò ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ ñóììó

îò âòîðîãî èãðîêà. Îäíàêî â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé èãðû ïåðâûé èãðîê (íà-

çîâåì åãî âûìîãàòåëåì) íå îêàçûâàåò ïîìîùè âòîðîìó èãðîêó â ïîèñêå íàè-

ëó÷øåãî ýëåìåíòà, à íàîáîðîò, óãðîæàåò ñîçäàíèåì ïîìåõ â ýòîì ïîèñêå. ×òî-

áû ýòà óãðîçà íå áûëà ðåàëèçîâàíà, âòîðîé èãðîê äîëæåí âûïëàòèòü íåêîòî-

ðóþ êîìïåíñàöèþ.
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Äî íà÷àëà èãðû âûìîãàòåëü íàçíà÷àåò ôèêñèðîâàííóþ ïëàòó, êîòîðóþ îí

òðåáóåò îò ïåðâîãî èãðîêà; âïîñëåäñòâèè îíà íå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ. Ïóñòü íà

âñåì ïðîòÿæåíèè ïðîñìîòðà âûìîãàòåëü ìîæåò îäèí ðàç çàáëîêèðîâàòü ìàêñè-

ìàëüíûé ýëåìåíò. Òîãäà ó âòîðîãî èãðîêà âîçíèêàåò àëüòåðíàòèâà: âûïëàòèòü

âûìîãàòåëþ òðåáóåìóþ óñòàíîâëåííóþ ñóììó è îñòàíîâèòüñÿ íà çàáëîêèðîâàí-

íîì ýëåìåíòå ëèáî íè÷åãî íå ïëàòèòü è ïðîäîëæèòü ïðîñìîòð. Â ëþáîì ñëó÷àå

ïîñëå áëîêèðîâàíèÿ ïîëíîìî÷èÿ âûìîãàòåëÿ èñ÷åðïûâàþòñÿ.

Íàéäåì îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè âûìîãàòåëÿ è ïðîñìàòðèâàþùåãî. Î÷åâèä-

íî, ÷òî âûìîãàòåëü íå äîëæåí çàêðûâàòü ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè, ìåíüøèìè kn .

Èíà÷å åãî ïîëíîìî÷èÿ íà ýòîì èñ÷åðïàþòñÿ, à ïðîñìàòðèâàþùèé íè÷åãî íå

âûïëàòèò è áóäåò ïðèäåðæèâàòüñÿ ñòðàòåãèè «îñòàíîâèòüñÿ íà ïåðâîì ìàêñè-

ìàëüíîì ýëåìåíòå, íà÷èíàÿ ñ kn». Åãî îæèäàåìûé âûèãðûø ïðè ýòîì ñîñòàâèò

(êàê â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å) 1 1/ ( )e o� . Âûìîãàòåëü äîëæåí çàáëîêèðîâàòü ïåðâûé

ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ñ èíäåêñîì, áîëüøèì kn , èíà÷å íà ýòîì ýëåìåíòå îñòàíî-

âèòñÿ ïðîñìàòðèâàþùèé (îí èìååò òàêèå íàìåðåíèÿ ñîãëàñíî îïòèìàëüíîé ñòðà-

òåãèè êëàññè÷åñêîé çàäà÷è). Òàêèì îáðàçîì, ïëàí äåéñòâèé âûìîãàòåëÿ íàéäåí,

îñòàëîñü íàéòè âåëè÷èíó ïëàòû (îáîçíà÷èì åå �).

Ïóñòü âûìîãàòåëü çàáëîêèðîâàë íåêîòîðûé ýëåìåíò k kn� . Òîãäà åñëè ïðî-

ñìàòðèâàþùèé ïîòðåáóåò ðàçáëîêèðîâàòü ýòîò ýëåìåíò è îñòàíîâèòñÿ íà íåì, òî

åãî âûèãðûø ñîñòàâèò � � �1, ( , ):n k
k

n
� � , à åñëè îí ïðîäîëæèò ïðîñìîòð, òî âû-

èãðûø ñîñòàâèò �2

1 1
, ( ):n

j k

n

k
k

n j
�

�

�

� . Ïîñêîëüêó âòîðîé èãðîê ìàêñèìèçèðóåò ñîá-

ñòâåííûé âûèãðûø, òî óñëîâèåì ïëàòû âûìîãàòåëþ ñóììû � ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

� � �1 2, ,( , ) ( )n nk k� ; îòñþäà

� � �



�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
k

n jj k

n

1
11

. (8)

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü (8) ïðè ôèêñèðîâàííîì n ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî k

(ïðè k kn� ) îò
k

n j

n

j k

n

n

1
11

�



�

�
�

�

�

�
�

�

�

� äî åäèíèöû, òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì

� � �



�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
��

�

�
k

n j

n

j k

n

n

1
1

1
1

; íåðàâåíñòâî (8) áóäåò ñïðàâåäëèâî ïðè k t nn�{ }( ), ,� � ,

ãäå t k k
k

n j
n n

j k

n

( ): :� �� � � �



�

�
�

�

�

�
�




�

�
�

�

�

�
�

�

�

�inf 1
11

. Êðîìå òîãî, tn ( )� ìîíîòîííî ðàñòåò

ñ ðîñòîì � è, òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî { }t nn ( ), ,� � ñóæàåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñìàòðèâàþùèé íå çíàåò î ñóùåñòâîâàíèè âûìîãàòåëÿ

äî òîãî, êàê òîò íà÷íåò äåéñòâîâàòü. Òîãäà îí çàïëàòèò âûêóï, åñëè ïåðâûé ìàê-

ñèìàëüíûé ýëåìåíò ñ èíäåêñîì, íå ìåíüøèì kn , ïîÿâèòñÿ â ìíîæåñòâå

{ }t nn ( ), ,� � . Ýòî ñîáûòèå (îáîçíà÷èì åãî âåðîÿòíîñòü pn ( )� ) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå-

÷åíèåì ñëåäóþùèõ äâóõ ñîáûòèé:

1) â ìíîæåñòâå îáúåêòîâ ñ íîìåðàìè { , , ( ) }k tn n� � �1 íå ïîÿâèëîñü íè îäíî-

ãî ìàêñèìàëüíîãî (âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ ñîñòàâëÿåò
k

t

n

n

�

�

1

1( )�
);

2) â ìíîæåñòâå îáúåêòîâ ñ íîìåðàìè { }t nn ( ), ,� � ïîÿâèëñÿ õîòÿ áû îäèí

ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò (âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ñîñòàâëÿåò 1
1

�
�t

n

n ( )�
).
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Òàê êàê ýòè ñîáûòèÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî
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; (9)

òàêèì îáðàçîì, îæèäàåìûé âûèãðûø âûìîãàòåëÿ ñîñòàâëÿåò

g p k
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n n n
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1 1
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1
, ( ) ( ) ( )

( )
� � � �
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�� . (10)

Ïðè ýòîì ñðåäíèé âûèãðûø ïðîñìàòðèâàþùåãî èãðîêà ñîñòàâëÿåò
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Ñóììà ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ â ýòîé ôîðìóëå — ýòî âåëè÷èíà âûèãðûøà

îáîèõ èãðîêîâ:

g
k

n i j

k

n i
n

n n

i t

n

j i

n

i k n

1 2

1

111 1 1 1 1
, ,

( )

( )�

�

�
�

�
�

� �

�

�

�

�
��

n

nt

�

�

�
1

2( )�

. (11)

Èññëåäóåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà íàéäåííûõ âåëè÷èí, êîãäà êî-

ëè÷åñòâî ïðîñìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü, êàê è

ðàíåå, k, n � 	 è k tn o n� � ( ) äëÿ íåêîòîðîãî t �[ , ]0 1 . Òîãäà

� � � � �1 1( , ): lim ( , )
,

,t k t
n k

n� � �
�	

, � � �2 ( , ) : lim ( , ) ln
,

t k t t t
n k

� � �
�	

.

Äàëåå, lim
( )

: ( )
n

nt

n
t

�	
�

�
� , � �[ , ]0 1 , ãäå t( )� — êîðåíü óðàâíåíèÿ t t( ln )1� � �

èç èíòåðâàëà [ , ]e�1 1 . (Ôóíêöèþ t ( )� ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òåðìèíàõ ôóíêöèè

Ëàìáåðòà W ( )� òàêèì îáðàçîì: t eW e( ) ( )
�

�� �1, ãäå W — ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê

x xex� íà ïîëóîñè x e� �1.) Êðîìå òîãî, p p
t

etn
n( ): lim ( )

( )

( )
� �

�

�
� �

�

�	

1
; g1 ( ):� �

: lim ( )
( )

( )
,� �

�

�	n
ng

t
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1

1
� �

�

�
;

g g
e u v

dvdu
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ue

t

1 2 1 2

1

1

1 1 1 1
, , , ,

/
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( ): lim ( )� �
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�	 "" " �
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1 1
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( )

� � � �
�1

2
1

1 12

e
t

e
t

t

et
( ln ( )) ln ( )

( ( ))

( )
� �

� �

�
;

g g
e

t
e

tn
n

n1 2 1 2
21

2
1

1
, , , ,( ): lim ( ) ( ln ( )) ln ( )� � � �� � � �

�	
.
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Ðàññìîòðèì òàêæå âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ d
e

g( ) ( )� �� �
1

2 , îïèñûâàþ-

ùóþ óùåðá, ïðè÷èíÿåìûé ïðîñìàòðèâàþùåìó âûìîãàòåëåì.

Èñïîëüçó ÿ ñîîòíîøåíèå t t( )( ln ( ))� � �1� � , ïîëó ÷àåì g1 ( )� �

� � �
1

1 1
e

t t( ( ))( ln ( ))� � . Ôóíêöèÿ x x x� � �( )( ln )1 1 âîãíóòà íà ïðîìåæóòêå

[ , ]e�1 1 è ïðèíèìàåò åäèíñòâåííîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ïðèáëèçèòåëüíî ðàâ-

íîå 0 073, , â òî÷êå x0 0 644! , . Ôóíêöèÿ � �� t( ) âîçðàñòàåò è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

íà èíòåðâàëå [ , ]e�1 1 , ïîýòîìó ôóíêöèÿ g1 ( )� óíèìîäàëüíàÿ è ïðèíèìàåò ìàê-

ñèìàëüíîå çíà÷åíèå, òàêæå ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîå 0 073, , â òî÷êå

� 0 0 01 0 361: ( ln ) ,� � !x x . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî

ôóíêöèè g2 ( )� è g n1 2, , ( )� ìîíîòîííî óáûâàþò, à ôóíêöèÿ d2 ( )� ñîîòâåòñòâåííî

âîçðàñòàåò, ïðè ýòîì g2 0 0 237( ) ,� ! , g n1 2 0 0 310, , ( ) ,� ! , d2 0 0131( ) ,� ! ,

g n1 2 0 310, , ( ) ,� � , d2 0131( ) ,� � . Äëÿ íàãëÿäíîñòè â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíà òàáóëÿ-

öèÿ ðàññìîòðåííûõ âåëè÷èí ïî � â äèàïàçîíå îò 0 äî åäèíèöû ñ øàãîì 0,1.

ÈÃÐÀ Â ÓÃÀÄÛÂÀÍÈÅ

Ïóñòü äâà èãðîêà îäíîâðåìåííî ïðîñìàòðèâàþò ýëåìåíòû è â ïðîöåññå ïðî-

ñìîòðà ïåðâûé èãðîê äîëæåí âòîðîìó èãðîêó çàäàòü âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè òåêó-

ùèé ýëåìåíò íàèëó÷øèì? Åñëè âòîðîé èãðîê íåïðàâèëüíî îòâå÷àåò íà ýòîò

âîïðîñ, òî îí âûïëà÷èâàåò åäèíè÷íûé âûèãðûø ïåðâîìó èãðîêó, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå îí íè÷åãî íå ïëàòèò. Ìîìåíò ôîðìóëèðîâàíèÿ äàííîãî âîïðîñà ïðè-

íàäëåæèò ïåðâîìó èãðîêó. Åñëè ïåðâûé èãðîê íå çàäàñò ñâîé âîïðîñ íà ïðî-

òÿæåíèè âñåãî ïðîñìîòðà ýëåìåíòîâ, òî îí íè÷åãî íå ïîëó÷àåò.

Âíà÷àëå íàéäåì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ âòîðîãî èãðîêà — îíà îêàçûâàåòñÿ

äîñòàòî÷íî ïðîñòîé. Åñëè âîïðîñ çàäàåòñÿ îá ýëåìåíòå, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ìàê-

ñèìàëüíûì, òî ñëåäóåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò, ïîñêîëüêó ýòîò ýëåìåíò çàâåäîìî

íå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì. Åñëè k-é ïî ñ÷åòó ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, òî

îí ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ñ âåðîÿòíîñòüþ k n/ . Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìèçè-

ðîâàòü âåðîÿòíîñòü óãàäûâàíèÿ, âòîðîìó èãðîêó ñëåäóåò äàâàòü îòðèöàòåëüíûé

îòâåò, åñëè k n� / 2, è ïîëîæèòåëüíûé îòâåò, åñëè k n� ( / )2 . Åñëè k — ÷åòíîå ÷èñ-

ëî è k n� / 2 , òî íåçàâèñèìî îò îòâåòà âåðîÿòíîñòü óãàäûâàíèÿ áóäåò ðàâíà1 2/ .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îñòàíîâêè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà íà ìíîæåñòâå ìàêñè-

ìàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ íèæå ëåììà èñïîëüçîâàëàñü ïðè àíàëèçå

èãðû â óãàäûâàíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü èìååòñÿ n ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå,

ïðè÷åì âñå n! ïåðåñòàíîâîê ðàâíîâåðîÿòíû. Ïóñòü ïðîâîäèòñÿ ïðîñìîòð ýëåìåí-

òîâ è ïðîñìàòðèâàþùåìó ðàçðåøåíî îñòàíîâèòüñÿ è ïîëó÷èòü âûèãðûø

f i
i

n

i

n
( ) min ,� �

�
�
�

�
�
 

1 , òîëüêî åñëè i-é ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñðåäè óæå

ïðîñìîòðåííûõ. Òîãäà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ, ìàêñèìèçèðóþùàÿ îæèäàåìûé
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Ôóíêöèÿ

îò �

Çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà � â äèàïàçîíå

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

t( )� 0,368 0,458 0,535 0,604 0,669 0,730 0,788 0,844 0,897 0,949 1

g1 ( )� 0 0,044 0,064 0,072 0,073 0,068 0,059 0,048 0,034 0,018 0

g2 ( )� 0,368 0,316 0,278 0,250 0,229 0,213 0,202 0,193 0,188 0,185 0,184

g n1 2, , ( )� 0,368 0,359 0,342 0,323 0,302 0,282 0,261 0,241 0,222 0,203 0,184

d2 ( )� 0 0,052 0,09 0,118 0,139 0,154 0,166 0,174 0,18 0,183 0,184

Ò à á ë è ö à 1



âûèãðûø, èìååò ïîðîãîâûé âèä — ïðîïóñòèòü âñå ýëåìåíòû îò ïåðâîãî äî

( )ln �1 -ãî è îñòàíîâèòüñÿ íà ïåðâîì ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòå c íîìåðîì j ln� , ãäå

l k N H H H
n

n
n k n n: :

[ / ]
[ / ]� � � � � �

�
�
�

�
�
 

� � �inf 1 2 1 12
2

2 , (12)

H
k

n

k

n

:�
�
�

1

1

— n-å ãàðìîíè÷åñêîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [1, §5, ãë. III] îïòèìàëüíàÿ

ñòðàòåãèÿ èìååò òàêîé âèä: îñòàíîâèòüñÿ íà ïåðâîì ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòå, èí-

äåêñ êîòîðîãî ëåæèò â îïîðíîì ìíîæåñòâå #n k n f k v k: : ( ) ( )� � � �{ }1 , ãäå

ôóíêöèÿ v îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ðàâåíñòâîì

v k f k k
j j

v j

j k
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1 îïîðíîå ìíîæåñòâî èìååò
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� óáûâàåò ïî k, òî

v k f k( ) ( )� äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ k n� [ / ]2 , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
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1 1
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��
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�
���

1

n
. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå

äëÿ f j( ) ; òîãäà v k f k( ) ( )� äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ k n� [ / ]2 , äëÿ êîòîðûõ

H H H
n

n
k n n� � �� � � �1 2 1 12

2
2[ / ]

[ / ]
.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Äàëåå áóäåì íàõîäèòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà. Ïðè îïòè-

ìàëüíîì ïîâåäåíèè âòîðîãî èãðîêà ïåðâîìó èãðîêó ñëåäóåò çàäàâàòü âîïðîñ

òîëüêî î ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòàõ, ïðè÷åì åãî ôóíêöèÿ âûèãðûøà â çàâèñèìîñòè

îò èíäåêñà ýëåìåíòà èìååò âèä
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Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èìååò ïîðîãîâûé âèä — ïðî-

ïóñòèòü âñå ýëåìåíòû îò ïåðâîãî äî ( )ln �1 -ãî è îñòàíîâèòüñÿ íà ïåðâîì ìàêñè-

ìàëüíîì ýëåìåíòå c íîìåðîì j ln� , ãäå ln îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì (12). Êàê è ðà-

íåå, ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà k nt o n� � ( ) ïðè n � 	. Ïðåäåëüíîé

ôóíêöèåé äëÿ f k( ) áóäåò ôóíêöèÿ �( ) max ( , )t t t� �1 . Èç ñîîòíîøåíèÿ (12)

è àñèìïòîòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ
1

1

1 k
n o

k

n

�
� � � �log � ( ), n � 	, èìååì lim

n

nl

n�	
�

1

4
.

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà —

ïðîïóñòèòü ÷åòâåðòóþ ÷àñòü ýëåìåíòîâ è çàäàòü âîïðîñ âòîðîìó èãðîêó îòíîñè-

òåëüíî ïåðâîãî ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé ñëåäóåò ïîñëå ýòîãî. Îòìåòèì,

÷òî ïðè ýòîì ñðåäíèé âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà òàêæå áóäåò ðàâåí1 4/ ÷àñòè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåííûå òðè òèïà èãðû: èãðà â ïîäñêàçêó, âûìîãàòåëüñòâî è óãàäûâà-

íèå, à òàêæå èçëîæåííàÿ â ðàáîòå [8] èãðà â öåíçóðó â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

âûáîðà, àáñîëþòíî ðàçëè÷íû ïî öåëÿì èãðîêîâ è âûòåêàþùèì èç íèõ îïòè-

ìàëüíûì ñòðàòåãèÿì. Îäíàêî èõ îáúåäèíÿåò ñëåäóþùåå.

— Âñå ðàññìîòðåííûå èãðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ èãðàìè äâóõ èãðîêîâ, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ íàäñòðîéêîé íàä çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âûáîðà.

— Âñå ðàññìîòðåííûå èãðû ÿâëÿþòñÿ ïàðòèçàíñêèìè (èãðîêè èìåþò ñîâåð-

øåííî ðàçëè÷íûå öåëè è íàáîðû äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé).

— Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñèå ïî Íåøó, è àñèì-

ïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òî÷åê ðàâíîâåñèÿ íàéäåíû â ÿâíîì âèäå.

Èñõîäÿ èç ýòîãî ìîæíî ïðîâåñòè ñòîõàñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ñðàâíèòü

ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîëó÷åííûìè â ñòàòüå òåîðåòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè.
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