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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû ðàçðûâíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû äëÿ ïðè-
áëèæåíèÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèè,
íåèçâåñòíûå ðàçðûâû êîòîðîé ëåæàò íà ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì, ñ ïî-
ìîùüþ ïðèáëèæåíèÿ åå ïîñòðîåííûì ðàçðûâíûì èíòåðïîëÿöèîííûì ñïëàéíîì, à òàêæå
àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðàçðûâîâ ðàçðûâíîé ôóíêöèè íà îñíîâå ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ �-íå-
ïðåðûâíîñòè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ðàçðûâíûå èíòåðïïîëÿöèîííûå ñïëàéíû äâóõ ïå-
ðåìåííûõ, ðàçðûâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷è ïðèáëèæåíèÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ñòàâÿòñÿ çíà÷èòåëüíî ÷àùå, ÷åì çà-

äà÷è ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, â êîìïüþòåðíîé òîìîã-

ðàôèè ïðè àíàëèçå âíóòðåííåé ñòðóêòóðû òåëà ïîëåçíî ó÷èòûâàòü åãî íåîäíî-

ðîäíîñòü (ïëîòíîñòü êîñòåé, ñåðäöà, æåëóäêà, ïå÷åíè è ò.ä. ðàçëè÷íà, â ñëå-

äñòâèå ÷åãî ïëîòíîñòü âñåãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñ ðàçðûâàìè ïåðâîãî

ðîäà íà ñèñòåìå ëèíèé èëè ïîâåðõíîñòåé); ïðè èçó÷åíèè êîðû Çåìëè ñ ïî-

ìîùüþ äàííûõ ñ êåðíîâ áóðîâûõ ñêâàæèí âîçíèêàåò çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ

âíóòðåííåé ñòðóêòóðû êîðû ìåæäó ñêâàæèíàìè. Ïðè ýòîì î÷åâèäåí òîò ôàêò,

÷òî ïëîòíîñòü ãðóíòà â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ êîðû íåîäíîðîäíà è ÷àùå âñåãî

èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðûå îòäåëÿþò îäíó

ñîñòàâëÿþùóþ êîðû îò äðóãîé (÷åðíîçåì, ïåñîê, ãëèíà, ãðàíèò è ò.ä.).

Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíà ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ

ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ðàçðûâíûõ ñïëàéíîâ.

ÀÊÒÓÀËÜÍÎÑÒÜ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíûìè ñïëàéíàìè îäíîé

è íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ îïèñàíà âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì. íàïðèìåð, [1–4]).

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçîâàíèå êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé, çàäàííûõ

ðàçëè÷íûìè ïîëèíîìàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè â òî÷êàõ êàæäîãî ýëåìåíòà

ðàçáèåíèÿ îáëàñòè ïðèáëèæåíèÿ, ïðèâîäèò èíîãäà ê íàõîæäåíèþ áîëüøîãî

êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîÿâëåíèþ íåêîíôîð-

ìíûõ ýëåìåíòîâ â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [5].

Àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó â [6] èññëåäîâàë Á.À. Ïîïîâ, êîòîðûé ðàññìàòðèâàë

ïðèáëèæåíèå íåïðåðûâíûõ è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûx ôóíêöèé ñ ïî-

ìîùüþ ðàçðûâíûõ ñïëàéíîâ â ÷åáûøåâñêîé íîðìå (ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå).

Íåðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå äëÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé è, â ÷àñò-

íîñòè, êîëåáàòåëüíîå ïîâåäåíèå êîíå÷íûõ ñóìì ïðîàíàëèçèðîâàíû H. Wilbra-

ham â [7]. Ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû Ôóðüå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ñëîæíûõ ãëàäêèõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Èõ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè çàâèñèò îò ãëàä-

êîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè â èíòåðåñóþùåé îáëàñòè. Åñëè ôóíêöèÿ èìååò

ðàçðûâ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè óõóäøàåòñÿ äî ïåðâîãî ïîðÿä-

êà è êîëåáàíèÿ ðàçâèâàþòñÿ ðÿäîì ñ ðàçðûâàìè. Òàêîå ïîâåäåíèå íàçûâàåòñÿ ÿâëå-
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íèåì Ãèááñà. Âîçíèêíîâåíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ îïèñàíî â [8], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî çíàíèå

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíê-

öèè ñ òåì æå ïîðÿäêîì òî÷íîñòè, êàê è â ñëó÷àå ãëàäêîé ôóíêöèè. Ýòî î÷åíü õîðî-

øèé ñïîñîá âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ òî÷êè f x( ) ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà ãëàäêàÿ

è ïåðèîäè÷åñêàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èçâåñòíî, ÷òî äëÿ àíàëèòè÷åñêîé è ïåðèîäè÷åñ-

êîé ôóíêöèè ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî. Îäíàêî åñëè ôóíê-

öèÿ ðàçðûâíàÿ, òî åå ðÿä Ôóðüå íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ê f x( ) . Ôè-

ëüòðàöèÿ — ýòî êëàññè÷åñêèé èíñòðóìåíò äëÿ ñíèæåíèÿ âëèÿíèÿ ÿâëåíèÿ Ãèááñà

â ðàçëîæåíèè Ôóðüå. Â [9] ïðîàíàëèçèðîâàíî èñïîëüçîâàíèå ôèëüòðîâ â ðàçëî-

æåíèè Ôóðüå ðàçðûâíûõ ôóíêöèé è ïîêàçàíî, ÷òî ôèëüòðàöèÿ íå ïîëíîñòüþ

óñòðàíÿåò ÿâëåíèå Ãèááñà.

Â [10] ðàññìîòðåíà çàäà÷à âûÿâëåíèÿ êðèâûõ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðå-

ìåííûõ èìååò ðàçðûâ, ïî äèñêðåòíîìó íàáîðó òî÷åê è ïðåäëîæåí ìåòîä, îñíî-

âàííûé íà âåéâëåòàõ, ïîçâîëÿþùèõ îòëè÷àòü òî÷êè ðàçðûâà îò òî÷åê ýêñòðåìó-

ìà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ìîæíî îïðåäåëÿòü òî÷êè ðàçðûâà, èñïîëüçóÿ ñâîé-

ñòâà âåéâëåòîâ è ðåêòàíãóëÿöèþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Â ðàáîòå [10]

ïîêàçàíî ïðèëîæåíèå èçëîæåííîé òåîðèè íà ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåðå, ôàíòîìå

Øåïïà–Ëîãàíà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå òåñòà â êîìïüþòåðíîé òîìîãðà-

ôèè (ðèñ. 1): áîëüøîé ýëëèïñ (ãîëîâíîé ìîçã) ñîäåðæèò íåñêîëüêî íåáîëüøèõ

ýëëèïñîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðàçëè÷íûå ôóíêöèè ìîçãà.

Îäíàêî óêàçàííûé ìåòîä, âî ïåðâûõ, òðóäîåìîê, à âî-âòîðûõ, íàõîäèò òîëü-

êî òî÷êè ðàçðûâîâ ôóíêöèè, íî íå âîññòàíàâëèâàåò åå âî âñåé îáëàñòè.

Òàêèì îáðàçîì, â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ èññëåäîâàëîñü ïðèáëèæåíèå íå-

ïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ è ðàçðûâíûõ ñïëàéíîâ. Íî îáùåé

òåîðèè òàêèõ ïðèáëèæåíèé, à òàêæå îáùåé òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ðàçðûâíûõ

ôóíêöèé ðàçðûâíûìè ñïëàéíàìè íå ñóùåñòâóåò. Â [11] ïðåäëîæåíà îáùàÿ òåî-

ðèÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçðûâíûõ ñïëàéíîâ, ìíîæåñòâî êîòîðûõ, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé,

âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ äî çàäàí-

íîãî ïîðÿäêà ñïëàéíîâ, èìåþùèõ ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà èëè ðàçðûâíûå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå â çàäàííûõ òî÷êàõ èëè íà çàäàííîì ìíîæåñòâå ëèíèé — ãðàíèö

ýëåìåíòîâ. Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî â êàæäîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ ïîñòðîåííûå ðàç-

ðûâíûå ñïëàéíû ïî îïðåäåëåíèþ ìîãóò ïðèáëèæàòü ôóíêöèþ f x y( , ) íåçàâèñè-

ìî îäèí îò äðóãîãî (ýòî ìîãóò áûòü îïåðàòîðû èíòåðïîëÿöèè èëè àïïðîêñèìà-

öèè), ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íàéòè îöåíêè ïîãðåøíîñòè (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

òî÷íûå) ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé êàê íåïðåðûâíûõ, òàê è ðàçðûâíûõ. Ïðè ýòîì

åñëè ïðèáëèæàåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà íà ëèíÿõ ìåæäó ýëå-
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Ðèñ. 1. Ôàíòîì Øåïïà–Ëîãàíà (à) è ðåçóëüòàò àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ ðàçðûâîâ (á)
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ìåíòàìè, òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàèëó÷øèå

ïðèáëèæåíèÿ â íîðìå L2 èëè L� . Åñëè ïðèáëèæàåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâû

â òî÷êàõ èëè íà ëèíÿõ, ïåðåñåêàþùèõ îäèí èëè íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ, òî òî÷íûå

îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïîêà íåèçâåñòíû.

Â ðàáîòàõ [11–13] ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû èíòåðïîëÿöèîííûå, àïïðîêñè-

ìàöèîííûå, à òàêæå èíòåðëèíàöèîííûå ðàçðûâíûå ñïëàéíû äëÿ ïðèáëèæåíèÿ

ðàçðûâíûõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ðàç-

áèâàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíûå è òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû, ïðè÷åì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ëè-

íèè ðàçðûâà èçâåñòíû. Â ðàáîòå [14] ïðåäëîæåí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðûâ-

íîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ïî èçâåñòíûì åå çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ çàäàííîé

ñåòêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðûâíûãî àïïðîêñèìàöèîííîãî ñïëàéíà, ò.å. òî÷êè

ðàçðûâà çàäàííîé ôóíêöèè çàðàíåå íåèçâåñòíû.

Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíû çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèè è âû-

ÿâëåíèÿ ðàçðûâîâ çàäàííîé ðàçðûâíîé ôóíêöèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèè

äâóõ ïåðåìåííûõ ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ýòîé ôóíêöèè â çàäàííîé ñåòêå óçëîâ,

íå ëåæàùèõ íà ëèíèÿõ ðàçðûâà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå ðàçðûâíîé

ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ðàçðûâíûì áèëèíåéíûì èíòåðïîëÿöèîííûì ñïëàé-

íîì íà ïðÿìîóãîëüíûõ ýëåìåíòàõ. Ìåòîäû äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé, êîã-

äà â êàæäîì ýëåìåíòå èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü çàäàíû ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f x y( , ) â îáëàñòè G � �[ , ]0 1

� R 2 è íåêîòîðîå ðàçáèåíèå íà ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû � i j i ix x, [ , ]� ��1

� �[ , ]y yj j 1 , 0 10 1� 	 	 	 �x x xm� , 0 10 1� 	 	 	 �y y yn� . Èçâåñòíû çíà÷å-

íèÿ ýòîé ôóíêöèè â óçëàõ çàäàííîé ñåòêè, ïðè÷åì â êàæäîé òî÷êå ( , )x yi j çà-

äàíî ÷åòûðå çíà÷åíèÿ ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè (îäíîñòîðîííèå çíà÷åíèÿ):
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Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ðàçðûâíîãî áèëèíåéíî-

ãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà ïî çíà÷åíèÿì ìàòðèöû C ðàçðûâíîé ôóíêöèè

è îïðåäåëåíèå ëèíèé ðàçðûâîâ.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÀÇÐÛÂÍÎÃÎ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÎÃÎ ÑÏËÀÉÍÀ

C ïîìîùüþ çàäàííûõ îäíîñòîðîííèõ çíà÷åíèé ôóíêöèé ïîñòðîèì ðàçðûâíûé

èíòåðïîëÿöèîííûé áèëèíåéíûé ïîëèíîì â âèäå
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�
�

�

�

�

��
j

n

i

m

1

1

1

1

�
�

�

�

�
�

�
�
��

�

�

�
�

� � �C
x x

x x

y y

y y
C

x x

xi j
i

i i

j

j j
i j

i

i
1

1

1

1
1

1
, , �

�

�
�

� �x

y y

y yi

j

j j1 1

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�� �
� �

� �

C
x x

x x

y y

y y
x yi j

i

i i

j

j j
i j1 1

1 1
, ,, ( , ) � , (1)

êîòîðûé â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíîì ýëåìåíòå � i j, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì èí-

òåðïîëÿöèîííûì áèëèíåéíûì ïîëèíîìîì.
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Ëåììà. Ðàçðûâíàÿ, áèëèíåéíàÿ â êàæäîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ ôóíêöèÿ

P x y( , ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

lim ( , ) ( , ), lim ( , ) (
x x

ij i
x x

ij
i i

P x y p x y P x y p

 �

�

 ��

� �
1 0

1
0

x yi , ),

lim ( , ) ( , ), lim ( , ) (
y y

ij j
y y

ij
i j

P x y p x y P x y p

 �

�

 ��

� �
1 0

1
0

x y x yj i j, ), ( , ) ,�� .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè P x y( , ).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ P x y( , ) áóäåì íàçûâàòü ðàçðûâíûì áèëèíåéíûì

ñïëàéíîì íà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå.

Çàìå÷àíèå. Åñëè C C C Ci j i j i j i j, , , ,,� � �� � � � �� � , i m j n� � � �1 1 1 1, , , , òî â òî÷êå

( , )x yi j ñïëàéí P x y( , ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Åñëè ýòè ðàâåíñòâà âû-

ïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê ( , )x yi j , òî P x y C G( , ) ( )� áóäåò êëàññè÷åñêèì áèëè-

íåéíûì ñïëàéíîì íà óêàçàííîé ñåòêå óçëîâ.

Òåîðåìà 1. Åñëè f x y( , ) èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ

( , )x yi j è f x y C i m j n rr r
i j( , ) ( ), , , , , ,( , )
,� � � �� 1 1 1 2, òî îñòàòîê ïðèáëèæåíèÿ

ôóíêöèè f x y( , ) áèëèíåéíûì ðàçðûâíûì ñïëàéíîì âèäà (1) â êàæäîì ïðÿìîó-

ãîëüíèêå � i j, áóäåò èìåòü âèä:

RP x y f G x G y d dr r

y
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x
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j

i
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� �, ( , ) ,x y i j� , (2)
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàáîòå [11].

Òåîðåìà 2. Åñëè f x y C r r
i j( , ) ( )( , )
,� � è èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà â íåêî-

òîðûõ (èëè âî âñåõ) òî÷êàõ ( , )x yi j , òî ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ Ci j, ,� � Ci j, ,��

C Ci j i j, ,,� � � � , ÷òî

|| ( , ) ( , ) || ( ), max (( )f x y P x y O xC G
r r

i m
i� � � � �

� 	
�� � �

1 2 1
0

1 xi ),

� � � �2
0

1� � � � � �
� 	

�max ( ) ( , ) ( ), ,( , )
, ,

j n
j j

r r
i j i jy y f x y C G 1 20 0 1 2
 
 �, , ,� r .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â ôîðìóëå (1) äëÿ p x yij ( , )

C f x y C f x yi j i j i j i j, ,( , ), ( , )� � � �� � � � � �0 0 0 0 ,

C f x y C f x yi j i j i j i j, ,( , ), ( , )�� � �� � � � � �0 0 0 0 .
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Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð p x yij ( , ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ýòîì ñëó÷àå â âèäå

p x y p f x y E E f x yij ij i j( , ) ( , ) ( , )� � 1 2 ,

E f x y
x x

x x
f x y

x x

x x
f x yi

i i
i

i

i i
i1 1

1 1
1( , ) ( , ) ( , )�

�

�
�

�

�
�

� �
� ,

E f x y
y y

y y
f x y

y y

y y
f x y

j

j j
j

j

j j
j2

1

1 1
1( , ) ( , ) ( , )�

�

�
�

�

�

�

� �
� .

Ïîýòîìó

f x y p f x y I E E f x yij i j( , ) ( , ) ( ) ( , )� � � �1 2

� � � � � � � �(( ) ( ) ( )( )) ( , )I E I E I E I E f x yi j i j1 2 1 2

� � �( ) ( , )R R R R f x y1 2 1 2 ,

R f x y I E f x yi1 1( , ) ( ) ( , )� � , R f x y I E f x yj2 2( , ) ( ) ( , )� � .

Íàéäåì ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ â íîðìå C G( ) ñ ïîìîùüþ îöåíêè â C i j( ),� :

|| ( , ) ( , ) || | | ( , ) ( , )( )f x y p f x y R f x y R f x y R R fij Ñ G� � � �1 2 1 2 ( , ) || ( )x y C G �

� � �O O Or r r r( ) ( ) ( )� � � �
1 2 1 2

,

� �1
0

1 2
0

1� � � �
� 	

�
� 	

�max ( ), max ( )
i m

i i
j n

j jx x y y .

Ïðè ìàëûõ � 1 è � 2 ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äëÿ ïîèñêà íåèçâåñòíûõ C C C Ci j i j i j i j, , , ,, , ,� � ��
�

� �
�

��
1 1 èñïîëüçóåì ìåòîä íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ, ñîãëàñíî êîòîðîìó âñå íåèçâåñòíûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ

J C f x y p x y C dxdy

i ji j

ij
CG

( ) [ ( , ) ( , , )] min

,,

� � 
���
� ��

2 . (3)

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÐÀÇÐÛÂÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
È ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß ÅÅ ÐÀÇÐÛÂÎÂ

Ââåäåì ïîíÿòèå �-íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè lim ( , ) lim ( , )
x x x xq q

f x y f x y

 � 
 �

� 	
0 0

� � y , òî ôóíêöèþ

f x y( , ) áóäåì íàçûâàòü �-íåïðåðûâíîé íà ëèíèè x xq� , àíàëîãè÷íî, åñëè

lim ( , ) lim ( , )
y y y ys s

f x y f x y

 � 
 �

� 	
0 0

� �x , òî ôóíêöèþ f x y( , ) áóäåì íàçûâàòü

�-íåïðåðûâíîé íà ëèíèè y ys� .

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ âñå ÷åòûðå íåðàâåíñòâà â òî÷êå ( , )x yq s :

lim ( , ) lim ( , )
x x

y y

x x

y y
q

s

q

s

f x y f x y

 �
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� 	
0

0

0

0

�, lim ( , ) lim ( , )
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q
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� ,

lim ( , ) lim ( , )
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f x y f x y

 �
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� 	
0

0

0
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� , lim ( , ) lim ( , )
x x

y y

x x

y y
q

s

q

s

f x y f x y

 �

 �


 �

 �

� 	
0

0

0

0

�,

òî ôóíêöèþ f x y( , ) áóäåì íàçûâàòü �-íåïðåðûâíîé â òî÷êå ( , )x yq s .

Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè f x y( , ) ÿâëÿåòñÿ �-íåïðåðûâíîé � �( , ) ,x y i j� , òî áó-

äåì åå íàçûâàòü �-íåïðåðûâíîé âî âñåì ïðÿìîóãîëüíîì ýëåìåíòå � i j, .

130 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 4



Ïåðåíóìåðóåì çàäàííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû C, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.

Çäåñü â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûx èñ-

ïîëüçîâàíà ìàòðèöà çíà÷åíèé C p, � ,

p n m� �1, , � �1 4, , ðàçðûâíîé ôóíê-

öèè f x y( , ) , ãäå p — íîìåð ïðÿìîó-

ãîëüíîãî ýëåìåíòà.

Èçëîæèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ

ðàçðûâîâ ïî øàãàì äëÿ äàííîãî ðàç-

áèåíèÿ ýëåìåíòîâ.

Øàã 1. Ñòðîèì ðàçðûâíûé àï-

ïðîêñèìàöèîííûé ñïëàéí íà çàäàí-

íûõ óçëàõ ( , ), , , ,x y i m j ni j � �1 1 , ïî

ôîðìóëå (1), êîòîðûé â êàæäîì ýëå-

ìåíòå ðàçáèåíèÿ ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûé àíàëèòè÷åñêèé âèä p x y Cij ( , , ) ñ íåèç-

âåñòíûìè C p, � , p n m� �1, , � �1 4, .

Øàã 2. Íàõîäèì ìàòðèöó C íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñïëàéíà èç óñëî-

âèÿ (2). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ â ñïëàéí (1) ïîëó÷èì ðàç-

ðûâíûé ñïëàéí, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé p x y i m j nij ( , ), , , ,� � � �1 1 1 1.

Øàã 3. Íà êàæäîì ïðÿìîóãîëüíîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ � i j, , i m� �1 1, ,

j n� �1 1, , âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ

J J x y J x y f x yij
x x x y y y

ij ij
i i j j

* max ( , ), ( , ) | ( ,� �
� � � �� �1 1

) ( , ) |� p x yij .

Øàã 4. Óäàëÿåì èç ðàññìîòðåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû, íà êîòîðûõ ïî-

ñòðîåííûé áèëèíåéíûé ñïëàéí ÿâëÿåòñÿ �-íåïðåðûâíûì. Îñòàâøèåñÿ ïðÿìîóãîëü-

íûå ýëåìåíòû �k k n n, , , , ,� �� �1 1 1 2, äåëèì íà ðàâíûå ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà,

ââîäÿ íîâûå ëèíèè âíóòðè âûáðàííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ýëåìåíòà. Íàïðèìåð, åñëè

äåëèì �u u m n, , ,� �	 	 , òî ââîäèì â ðàññìîòðåíèå ëèíèè âíóòðè �u,� :

x x y y y� 	 	 �
* , � � 1; y y x x xu u� 	 	 �

* , 1, (4)

x x
x x

y y
y y

u
u u* *,� �

�
� �

�� �1 1

2 2
�

� � .

Øàã 5. Äëÿ ïîëó÷åííîãî íàáîðà �k k n n, , { , , }, { , , }� � � �� �1 1 1 1 , ðàçäåëåí-

íûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ñíîâà ñòðîèì àïïðîêñèìàöèîííûå ñïëàéíû ïî ôîð-

ìóëå (1) è íàõîäèì ìàòðèöó íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ C ïî ôîðìóëå (3). Äà-

ëåå ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ max | ( , ) ( , ) |
[ , ]
[ , ]

x
y

f x y P x y
�
�

� 	
0 1
0 1

�, ãäå � — çàäàííàÿ

òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ. Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîëó÷èì íàáîð îòðåçêîâ

ïðÿìûõ âèäà (4), êîòîðûå è ñôîðìèðóþò ëèíèþ ðàçðûâà çàäàííîé ðàçðûâíîé ôóíê-

öèè f x y( , ) . Åñëè óêàçàííîå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 3.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ëèíèé

ðàçðûâîâ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü â îáëàñòè G � �[ , ] [ , ]0 1 0 1 çàäàíà ôóíêöèÿ (ðèñ. 3, à)

f x y
x

x
( , )

, . ,

, . ,
�

� �

	 �

�
�
�

3 0 0 4

0 0 4 1

ò.å. ôóíêöèÿ èìååò îäèí ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà ëèíèè x � 0 4. .
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yn � 1
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… … … …

…

…

…
C2,2 C2,4

C2,1 C2,3

C1,2 C1,4

C1,1 C1,3

Ðèñ. 2. Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû èçâåñòíûõ
çíà÷åíèé ðàçðûâíîé ôóíêöèè â êàæäîì
ïðÿìîóãîëüíîì ýëåìåíòå



Çàäàäèì òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ

� � 001. . Âûáåðåì ñåòêó òàê, ÷òîáû îíà

íå ñîâïàäàëà ñ ëèíèåé ðàçðûâà çàäàííîé

ôóíêöèè: x1 0� , x2 0 5� . , x3 1� , y1 0� ,

y2 0 5� . , y3 1� (ðèñ. 3, á). Ñòðîèì ðàç-

ðûâíûé àïïðîêñèìàöèîííûé ñïëàéí ïî

ôîðìóëå (1) è íàõîäèì íåèçâåñòíóþ

ìàòðèöó Ñ ïî ôîðìóëå (3) (ðèñ. 4).

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê çàäàí-

íîé ðàçðûâíîé ôóíêöèè îïèñàííîãî

âûøå àëãîðèòìà (íà ðèñ. 5, à ïðèâåäå-

íà åãî ïðîìåæóòî÷íàÿ èòåðàöèÿ) ïîëó-

÷èì ðàçðûâíûé áèëèíåéíûé ñïëàéí

(ðèñ. 5, á).
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Ðèñ. 3. Ãðàôè÷åñêèé âèä ôóíêöèè f x y( , ) (à); çàäàííàÿ ñåòêà äëÿ ïðèáëèæàþùåãî ñïëàéíà (á)
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Ðèñ. 4. Ãðàôè÷åñêèé âèä ïðèáëèæàåìîé ôóíê-
öèè (÷åðíûé öâåò) è ïîñòðîåííîãî ñïëàéíà
(ñåðûé öâåò)

0.8
0.6

0.4
0.2

0.2

x

z

3

2

1

0

y
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Ðèñ. 5. Ãðàôèêè ïðèáëèæàåìîé (÷åðíûé öâåò) è ïðèáëèæåííîé (ñåðûé öâåò) ôóíêöèé äëÿ
ïðèìåðà 1 íà âòîðîé (à) è ïîñëåäíåé èòåðàöèÿõ (á)
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Òàêèì îáðàçîì, ðàçðûâíûé ñïëàéí P x y( , ) ïðèáëèçèë ðàçðûâíóþ ôóíêöèþ

f x y( , ) ñ òî÷íîñòüþ � .

Ïðèìåð 2. Ïóñòü â òîé æå îáëàñòè, ÷òî è â ïðèìåðå 1, çàäàíà ôóíêöèÿ

(ðèñ. 6)

f x y
x y

x y
( , )

, . , . ,

, . , . .
�

� � � �

	 � 	 �

�
�
�

3 0 0 4 0 0 4

0 0 4 1 0 4 1

Âûáåðåì òàêóþ æå ñåòêó, êàê è â ïðèìåðå 1.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâû íà îò-

ðåçêàõ x y� 	 	0 4 0 0 4. , . ; y � 0 4. , 0 0 4	 	x . .

Ïîñòðîèì àïïðîêñèìàöèîííûé ñïëàéí íà

çàäàííîé ñåòêå è îïðåäåëèì òàêóþ æå

òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ. Íà ðèñ. 7 ïðèâå-

äåíû íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëü-

òàòû ïðèáëèæåíèÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèè

(ñëåâà) è ñåòêè ïðèáëèæåííîãî ñïëàéíà

(ñïðàâà).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí ðàçðûâíûé

ñïëàéí (ðèñ. 7, â), êîòîðûé ïðèáëèæàåò

çàäàííóþ ðàçðûâíóþ ôóíêöèþ ñ òî÷íîñ-

òüþ 0,01, à òàêæå îòðåçêè, íà êîòîðûõ

äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ.
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Ðèñ. 6. Ãðàôè÷åñêèé âèä ïðèáëèæàåìîé
ôóíêöèè
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Ðèñ. 7. Ãðàôèêè ïðèáëèæàåìîé (÷åðíûé öâåò) è ïðèáëèæåííîé (ñåðûé öâåò) ôóíêöèé äëÿ
ïðèìåðà 2 íà ïåðâîé (à), òðåòüåé (á) è ïîñëåäíåé èòåðàöèÿõ (â)
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, èìåþ-

ùåé ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, ïðåäëîæåíî ïðèáëèæàòü òàêèå ôóíêöèè ðàçðûâíû-

ìè ñïëàéíàìè. Ââåäåíî ïîíÿòèå �-íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Íà åãî îñíîâå ðàçðàáîòàí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèè ñ ïî-

ìîùüþ ðàçðûâíîãî àïïðîêñèìàöèîííîãî áèëèíåéíîãî ñïëàéíà ñ èñïîëüçîâà-

íèåì èçâåñòíûõ îäíîñòîðîííèõ èíòåðïîëÿöèîííûõ äàííûõ íà çàäàííîé ñåòêå

óçëîâ, íå ñîâïàäàþùåé ñ ëèíèÿìè ðàçðûâà. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò òàêæå îïðå-

äåëèòü ëèíèè �-ðàçðûâà ýêñïåðèìåíòàëüíî çàäàííîé ðàçðûâíîé ôóíêöèè è âû-

áèðàòü îïòèìàëüíûå óçëû ñåòêè ïðèáëèæåííîãî ñïëàéíà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû,

ïîäòâåðæäàþùèå èçëîæåííóþ òåîðèþ.

Â äàëüíåéøåì àâòîðû ïëàíèðóþò ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ðàç-

ðûâíîé ôóíêöèè, ðàçðûâû êîòîðîé ëåæàò íà áîëåå ñëîæíûõ ëèíèÿõ.
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