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Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ áàçèñíûõ ÷èñåë ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà, ÷òî ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïåðåâîäà ÷èñåë èç ñèñòåìû îñòàòî÷íûõ êëàññîâ â äåñÿòè÷íóþ
ñèñòåìó èñ÷èñëåíèÿ. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäáîð ìîäóëåé ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ýô-
ôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ âñåõ ðåãèñòðîâ ðàçðÿäíîé ñåòêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà îñòàòî÷íûõ êëàññîâ, ñèñòåìà ìîäóëåé, áàçèñíûå ÷èñëà, ïðåîá-
ðàçîâàíèå Êðåñòåíñîíà, òåîðåòèêî-÷èñëîâûå áàçèñû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíîé èç ãëàâíûõ òåíäåíöèé â ðàçâèòèè ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëüíîé

òåõíèêè ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ [1].

Ýòî îáóñëîâëåíî íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ âåñüìà âàæíûõ äëÿ òåîðèè è ïðàêòèêè

ìàòåìàòèêè çàäà÷, òðåáóþùèõ âû÷èñëåíèé ñ öåëûìè ìíîãîðàçðÿäíûìè ÷èñëàìè èëè

âåëè÷èíàìè, èçìåíÿþùèìèñÿ â ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ äèàïàçîíàõ [2].

Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ ïðèêëàäíîé è âû÷èñëèòåëüíûé àñïåê-

òû òåîðèè ÷èñåë, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â òåõíîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ äëÿ íàäåæ-

íîñòè ïåðåäà÷è, õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè öèôðîâîé èíôîðìàöèè. Ýòî ïðèâîäèò ê íå-

îáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà çàäà÷, êîãäà âîçíèêàþò âû÷èñëåíèÿ,

ïðè êîòîðûõ öåëî÷èñëåííûå ïåðåìåííûå ìîãóò íàìíîãî ïðåâûøàòü ðàçðÿäíóþ ñåò-

êó ñóùåñòâóþùèõ óíèâåðñàëüíûõ êîìïüþòåðíûõ ñðåäñòâ, ÷òî îñîáåííî àêòóàëüíî

ñ ðàçâèòèåì êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ñðåäñòâ çàùèòû èíôîðìàöèè [3, 4].

ÀÍÀËÈÇ ÏÓÁËÈÊÀÖÈÉ

Ëþáàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðåòèêî-÷èñëîâûìè áàçè-
ñàìè (Ò×Á), â êîòîðûõ çàäàí ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ (ïðåäñòàâëåíèÿ) ýëåìåíòîâ
íåêîòîðîé êîíå÷íîé ìîäåëè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ýëåìåíòàìè îäíîãî èëè íå-
ñêîëüêèõ àëôàâèòîâ [5].

Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà êàæäîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè Ò×Á, ïðåæäå âñåãî îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðîì ìåæðàçðÿäíûõ
ñâÿçåé, âîçíèêàþùèõ â õîäå âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àðèôìåòèêî-ëîãè÷åñ-
êèõ îïåðàöèé [6]. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò [5, 7], ÷òî â ïðåäåëàõ îáû÷íûõ (äåñÿ-
òè÷íîé, äâîè÷íîé) ïîçèöèîííûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ ñêà÷êîîáðàçíîãî óñêîðåíèÿ âû-
ïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ ïðàêòè-
÷åñêè äîñòè÷ü íåâîçìîæíî. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çíà÷åíèå êàæäîãî ðàçðÿäà
ëþáîãî ÷èñëà, êðîìå ìëàäøåãî, çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ íå òîëüêî îäíîèìåííûõ îïå-
ðàíäîâ, íî è îò âñåõ ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ, ò.å. ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ îáëà-
äàåò ñòðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîé ñòðóêòóðîé è íåîáõîäèìîñòüþ âûïîëíåíèÿ ñêâîç-
íûõ ïåðåíîñîâ, ÷èñëî êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíî ðàçðÿäíîñòè ïðîöåññîðà. Òàêèì
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îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïîçèöèîííûõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî-
ìó óìåíüøåíèþ áûñòðîäåéñòâèÿ, óâåëè÷åíèþ âû÷èñëèòåëüíîé è âðåìåííîé ñëîæ-
íîñòè èñïîëüçóþùèõñÿ àëãîðèòìîâ. Îñîáåííî ýòî àêòóàëüíî äëÿ ïîâûøåíèÿ ýô-
ôåêòèâíîñòè îáðàáîòêè ìíîãîðàçðÿäíûõ ÷èñåë [2].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ íàó÷íûõ, òåõíè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ
çàäà÷ ìîùíîñòè ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íî. Íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ðåñóðñû ñâåðõíîâîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, êîòîðàÿ ôóíêöèîíèðóåò
â ïîçèöèîííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâóþòñÿ è óâåëè÷èâàþò-
ñÿ, îíè â ïðèíöèïå íå ìîãóò áûòü áåçãðàíè÷íûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáøèðíûå
êëàññû ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â ïðåäåëàõ áûñòðîäåéñòâèÿ, îáåñ-
ïå÷èâàþùåãîñÿ ñîâðåìåííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñèñòåìàìè, íå ìîãóò áûòü ðåà-
ëèçîâàíû ïðàêòè÷åñêè, ò.å. ïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
èñ÷åðïûâàþò ñâîè âîçìîæíîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ñèñòåì. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ èñ-
ñëåäîâàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ïîäõîäîâ, îñíîâàííûõ íà èíòåíñèâíîì
ïðèìåíåíèè â âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ðàçëè÷íûõ ôîðì ïàðàëëåëèçìà. Äàííîé
îñîáåííîñòüþ îáëàäàþò íåïîçèöèîííûå êîäû ñ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðîé. Íàèáî-
ëåå ïåðñïåêòèâíàÿ èç íèõ — ñèñòåìà îñòàòî÷íûõ êëàññîâ (ÑÎÊ), êîòîðàÿ ïîçâîëÿ-
åò ðåàëèçîâàòü èäåþ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà óðîâíå âûïîëíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ [7, 8]. Ïðåäñòàâëå-
íèå îïåðàíäîâ â âèäå îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèå âçàèìíî
ïðîñòûå ìîäóëè ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ìåæðàçðÿäíûõ ïåðåíîñîâ è íàìíîãî óìåíü-
øèòü ÷èñëà, íàä êîòîðûìè âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè. Êðîìå òîãî, ÑÎÊ, áëàãîäàðÿ
ñâîåìó ïðèðîäíîìó âíóòðåííåìó ïàðàëëåëèçìó, â ïîñëåäíèå ãîäû âûäâèãàåòñÿ
êàê íàèáîëåå ïðèîðèòåòíàÿ áàçîâàÿ îñíîâà äëÿ ïåðåäîâûõ âûñîêîïðîèçâîäèòåëü-
íûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, â ÷àñòíîñòè, òàêèõ êàê ìóëüòèïðîöåññîðíàÿ [9],
ñóïåðêîìïüþòåðíàÿ, íåéðîñåòåâàÿ [10] è ò.ä.

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ ÑÎÊ

Ôóíäàìåíòàëüíîé îñíîâîé ÑÎÊ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ÷èñåë, â ÷àñòíîñòè êèòàéñêàÿ
òåîðåìà îá îñòàòêàõ [11]. Ëþáîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî N â äåñÿòè÷íîé ñèñ-

òåìå ñ÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ÑÎÊ â âèäå îñòàòêîâ ( , , , ) , , ,b b bk p p pk1 2 1 2
� �

îò äåëåíèÿ N íà êàæäûé èç ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ìîäóëåé:
N b b bk p p pk10 1 2 1 2

� � �( , , , ) , , , , ãäå b N pi i� mod , k — êîëè÷åñòâî ìîäóëåé.
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ñ÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå è îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè êèòàéñêîé
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî òðè ñïîñîáà ïîèñêà îáðàòíîãî ýëåìåíòà: 1) ïî-
ñëåäîâàòåëüíûì ïåðåáîðîì mi , ïîêà íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

M m pi i imod �1; 2) ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ýéëåðà: m M pi i i� �
1mod

� 

M pi

p
i

i�( ) 1
mod ; 3) ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà.

Âñå îíè äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè, òðåáóþò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò

è âðåìåííûõ ðåñóðñîâ ïðè âûïîëíåíèè äåëåíèé ñ îñòàòêîì, âîçâåäåíèè â ñòå-

ïåíü, íàõîæäåíèè ôóíêöèè Ýéëåðà. Ïðè÷åì âñå îïåðàöèè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

íàä î÷åíü áîëüøèìè ÷èñëàìè, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïåðåïîëíåíèþ ðàçðÿäíîé
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ñåòêè. Ê íåäîñòàòêàì ñëåäóåò îòíåñòè òàêæå îòñóòñòâèå âîçìîæíîñòè àíàëèòè-

÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

ß.Í. Íèêîëàé÷óê ïðåäëîæèë ñîâåðøåííóþ ôîðìó ÑÎÊ (ÑÔ ÑÎÊ), â êîòî-

ðîé ïîäáîð ìîäóëåé òàêîé, ÷òî M pi imod �1, ò.å. mi �1 [13]. Äàëüíåéøåå ðàçâè-

òèå äàííàÿ òåîðèÿ ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ [14, 15]. Ïîêàçàí ìåòîä âûáîðà ñèñòåìû

ìîäóëåé äëÿ ÑÔ ÑÎÊ è ðàçðàáîòàíà åå ìîäèôèêàöèÿ, â êîòîðîé mi � �1. Îäíàêî

â ýòèõ ñëó÷àÿõ íå ñîâñåì ðàöèîíàëüíî èñïîëüçóþòñÿ ðåãèñòðû ðàçðÿäíîé ñåòêè,

êîëè÷åñòâî êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, ðàâíî ñòåïåíè äâîéêè.

Èñõîäÿ èç ñêàçàííîãî âûøå, öåëü äàííîé ïóáëèêàöèè — ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ

ïîäáîðà ìîäóëåé äëÿ ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåãèñòðîâ ðàçðÿäíîé ñåòêè,

à òàêæå âûâåäåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëû äëÿ ïîèñêà îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïðè

ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå ìîäóëåé.

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß
ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÁÀÇÈÑÍÛÕ ×ÈÑÅË ÑÎÊ
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Â ïåðâîì óðàâíåíèè (3) äëÿ êàæäîãî ìíîæèòåëÿ ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåòñÿ

îñòàòîê 2, ïîýòîìó M n k n
1

12 1 2 2 1mod mod( ) ( )
 � 

 . Âî âòîðîì óðàâíåíèè (3)

îñòàòîê îò ïåðâîãî ìíîæèòåëÿ ðàâíÿåòñÿ 
2, âñå îñòàëüíûå ðàâíÿþòñÿ 2, ïîýòîìó

M n k n
2

12 1 2 2 1mod mod( ) ( )� � 
 �
 .

Âî âñåõ îñòàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, àíàëîãè÷íî âòîðîìó, ïåðâûé îñòàòîê

ñîñòàâëÿåò 
2, äðóãèå ðàâíÿþòñÿ 2, ïðè÷åì ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà óðàâíåíèÿ íà

åäèíèöó êîëè÷åñòâî ìíîæèòåëåé (ñîîòâåòñòâåííî, è äâîåê) òîæå óìåíüøàåòñÿ íà

åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå òàêèõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó:

M
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(4)

Òåïåðü èùåì âåëè÷èíû m M pi i i� 
1mod . Â ïåðâîì óðàâíåíèè ñòåïåíü äâîé-

êè â ïðàâîé ÷àñòè çàïèøåì òàê: k a n k
 � �1 1 1, ãäå 0 1� �k n. Òîãäà

2 2 1 2 2 2 1 2 2 11 1 1k n n a k n k n
 
 � � 
 � 
mod mod mod( ) ( ) ( ) ( ) . Îòñþäà âèäíî, ÷òî

m
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k
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1

2

2
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1� � 

. (5)

Àíàëîãè÷íî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååì k a n k
 � �1 2 2 . Òîãäà
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ñóììà äåëèëàñü íà 2 2k
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( )( ) 2 2k

.

Ïîäåëèâ íà 2 2k
, ïîëó÷èì îáðàòíûé ýëåìåíò: m n n k

2 2 2 12� 
 �

.

2. à2 ÷åòíîå; ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå m2 íóæíî çàïèñàòü ñ ïðîòèâîïîëîæíûì

çíàêîì è ïðèáàâèòü ìîäóëü m n n k n n k
2 2 2 1 2 1 22 2� 
 
 � � �
 


( ) ( )mod . Èòàê,

îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà èìååò âèä

m
a

a

n n k

n k2
2

2

2 2 1

2

2

2

�

 ��

�
�

��







,

,
(6)

Àíàëîãè÷íî èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ
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2
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,

,
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ãäå k3 è à3 îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâà k na k
 � �2 2 3 3 .
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÷åòíîå.

íå÷åòíîå,

íå÷åòíîå,

÷åòíîå,

íå÷åòíîå,

÷åòíîå.
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ãäå k ³ è à ³ îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâà k i na ki
i i
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Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîñëåäíåãî k-ãî óðàâ-
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. (10)

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ pi , M i ,

mi , à òàêæå äèàïàçîí âîçìîæíûõ ðàñ÷åòîâ

äëÿ k � 5 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé n. Èç òàá-

ëèöû âèäíî, ÷òî âåëè÷èíû M1, m1, M 2 , m2

ïðè ìàëûõ n ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå

çíà÷åíèÿ, ÷òî çàâèñèò îò ÷åòíîñòè èëè íå-

÷åòíîñòè êîýôôèöèåíòà à³ . Äðóãèå çíà÷å-

íèÿ M ³ , m³ èìåþò âèä, ñîîòâåòñòâóþùèé ñòåïåíè äâîéêè.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ñòåïåíè n äëÿ ìîäóëÿ ð1 îò êî-

ëè÷åñòâà ìîäóëåé k äëÿ 512-ðàçðÿäíîãî ïðîöåññîðà ñîãëàñíî âûðàæåíèþ n k� 
210 .

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî log 2 n ëèíåéíî óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ìîäóëåé k.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäáîð ìîäóëåé ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ

âñåõ ðåãèñòðîâ ðàçðÿäíîé ñåòêè, à òàêæå ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ ïî-

èñêà îáðàòíîãî ýëåìåíòà mi , ÷òî ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, íå-

îáõîäèìûõ äëÿ ïåðåâîäà ÷èñåë èç ÑÎÊ â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ.
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