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Àííîòàöèÿ. Äëÿ ìîäåëè Êðàìåðà–Ëóíäáåðãà ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðåìèÿìè âûâîäÿòñÿ
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ íà êîíå÷íîì è áåñêî-
íå÷íîì ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ðàáîòàþùåé íà
( , )B S -ðûíêå. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé íå òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêèõ ïëîòíîñòåé
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðàõîâûõ ïðåìèé è èñêîâ. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû, êîãäà çàäà÷à ñâåäåíà
ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèáî èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü Ï. Ñàìóýëüñîíà, âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ, ñòîõàñòè÷åñêèå ïðå-
ìèè è èñêè, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà, óðàâíåíèå Èòî.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ àêòóàðíîé è ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè [1, 2] ÿâëÿåò-
ñÿ íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ïîñêîëüêó òàêàÿ
äåÿòåëüíîñòü, êàê ñòðàõîâàíèå òðåáóåò íàèáîëåå ïîëíîãî ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ. ×òîáû ïîëó÷èòü ìîäåëü êîìïàíèè, ìàêñèìàëüíî
ïðèáëèæåííóþ ê ðåàëüíûì óñëîâèÿì, èñïîëüçóþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå ïðåìèè
è èñêè, êîòîðûå ó÷èòûâàþò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð âðåìåíè è ðàçìåðîâ ïîñòóïà-
þùèõ â êîìïàíèþ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé è ïðåìèé. Òàêæå íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü ñðåäñòâà, ïîëó÷àåìûå ñòðàõîâîé êîìïàíèåé îò âëîæåíèé ñâîáîäíûõ
äåíåã íà áàíêîâñêèé ñ÷åò è â àêöèè. Âîïðîñ î íàõîæäåíèè âåðîÿòíîñòè íåðà-
çîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïîëó÷èë ñâîå ðàçðåøåíèå äëÿ íåêîòîðûõ ïðî-
ñòûõ ìîäåëåé ñ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðàñïðåäåëåíèé. Â îáùåì ñëó÷àå áûëè ïî-
ëó÷åíû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîíå÷íîãî
è áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëîâ âðåìåíè. Îòñóòñòâèå äèôôóçèîííîé ñîñòàâëÿþùåé
â îñíîâíîì ïðîöåññå Ñàìóýëüñîíà òðåáîâàëî íàëè÷èÿ ãëàäêèõ ïëîòíîñòåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðàçìåðîâ ïðåìèé, èñêîâ è öåí àêöèé, ÷òî íàêëàäûâàëî äîïîëíè-
òåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ [3]. Öåëü äàííîé ðàáîòû — ïîëó÷åíèå íîâîãî ñïîñîáà
âûâåäåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè.

ÌÅÒÎÄ ÂÛÂÅÄÅÍÈß ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÍÈÉ

Ðàññìîòðèì ìîäåëü Êðàìåðà–Ëóíäáåðãà äëÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ôóíêöèîíè-
ðóþùåé íà ( , )B S -ðûíêå, ò.å. êîãäà èìåþùèåñÿ ñðåäñòâà ðàçìåùàþò íà áàí-
êîâñêîì ñ÷åòó (áåçðèñêîâûé àêòèâ B), à òàêæå â ðèñêîâûé àêòèâ S — àêöèè.
Îáîçíà÷èì �x t( ) êàïèòàë êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êàïèòàë êîìïàíèè ñîñòàâëÿåò �x x( )0 � . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïîñòóïàþùèå â êîìïàíèþ ñòðàõîâûå èñêè è ïðåìèè — ñòîõàñòè÷åñêèå. Êî-
ëè÷åñòâî ïîñòóïàþùèõ èñêîâ ïîä÷èíÿåòñÿ ïóàññîíîâñêîìó çàêîíó ðàñïðåäåëå-
íèÿ Z t( ), à êîëè÷åñòâî ïîñòóïàþùèõ ïðåìèé — ïóàññîíîâñêîìó çàêîíó ðàñïðå-
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ëè÷èíû èñêîâ, P x F xk( ) ( )� � � , ñîñòàâëÿþò ñëîæíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ
ñ ïàðàìåòðîì �, êîòîðûé ïðåäñòàâèì â âèäå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà
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t

00
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�� [2], ãäå � �( , )d ds — ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà, à M d ds� �( , ) �

� � �F d ds( ) , ãäå F d( )� — ìåðà èíòåðâàëà ( , )� � �� d .
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, ãäå � i — âåëè÷èíû ïðåìèé,

P x G xi( ) ( )� � � , ÿâëÿþò ñîáîé ñëîæíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì �1

è ïðåäñòàâèì â âèäå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà �� �1
00

( , )d ds

t ��

�� [2], ãäå � �1 ( , )d ds —

ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà, à M d ds G d ds� � � �1 1( , ) ( )� , ãäå G d( )� — ìåðà èíòåðâàëà
( , )� � �� d .

Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè êàïèòàë êîìïàíèè ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè: äîëÿ u ,
0 1� �u , îòâîäèòñÿ íà ïîêóïêó àêöèé, äîëÿ 1	 u — íà áàíêîâñêèé ñ÷åò ïîä ïðî-
öåíòíóþ ñòàâêó r. Â äåíåæíîì ñîîòíîøåíèè: u tx� ( ) — êîëè÷åñòâî äåíåã, êîòî-
ðîå îòâîäèòñÿ íà ïîêóïêó àêöèé, ( ) ( )1	 u tx� — êîëè÷åñòâî äåíåã, êîòîðîå êëà-
äåòñÿ íà áàíêîâñêèé ñ÷åò. Òîãäà íà ìîìåíò âðåìåíè t t� 
 íà áàíêîâñêîì ñ÷åòó
áóäåò ( ) ( )( )1 1	 �u t r tx� 
 äåíåã.

Ïóñòü öåíà ðèñêîâîãî àêòèâà îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ï. Ñàìóýëüñîíà:
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Òîãäà ïî ôîðìóëå Èòî [1, 4]
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Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå
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Âîñïîëüçóåìñÿ èäåÿìè è ìåòîäàìè ðàáîò [1, 3, 5, 6]. Ïóñòü ïåðâûé ñêà÷îê
êàïèòàëà ïðîèñõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè � � s , à åãî âåëè÷èíà ðàâíà y. Äî ýòîãî
ìîìåíòà óðàâíåíèå êàïèòàëà èìååò âèä

d t t u ur r dt u t dW tx x x� � 	 
�( ) ( )( ) ( ) ( )� 	 � � , ãäå �x x( )0 � . (3)

Äàëåå ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ñîñòàâèì óðàâíåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè
íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè äëÿ áàëàíñîâîãî óðàâíåíèÿ (2) íà êîíå÷íîì
èíòåðâàëå âðåìåíè [ , ]0 t
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ãäå P x t A P t Ax( , , ) ( )� �{ }� — âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïðîöåññà �x t( ) èç òî÷êè x
çà âðåìÿ t � 0 â ìíîæåñòâî A.
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Äàëåå ïîñòðîèì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, ò.å. íàéäåì ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòè ïåðåõîäà 
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ïåðåõîäà ñëåäóþùèì îáðàçîì [7, 8]:
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Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå ïðîèçâîäíûå (12)–(14) â óðàâíåíèå (6) âìåñòî ôóíê-
öèè u t x( , ). Êàê âèäèì, 
( , , )x t z îáëàäàåò ñâîéñòâàìè äåëüòà-ôóíêöèè è ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.

Äàëåå ñîîòíîøåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè
�( , )x t ïåðåïèøåì â âèäå
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�
� �


 � �� �
� �

( , ) ( , , ) ( , ) (( )
( )

x t e
e

x t z z y dF
t

t

� 	
�

		 �
	 �

1
1

1
0 y

z

) �
�

�




 ��

��

00

� �
�

�

�
�

�
�

�
��

�� �
� �

1
0 1

0
1

( , ) ( )z y dG y dz

� 	 �
�

�






�
��

� �
0 0

10
 � � � �( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )x z z y t dF y z y t dG y

z

0 1

1
��

�
�

�

�
�

�
�

�dz
� �

�
�

�
	 	 �

�

�






	 �
�

� �e
x s z

s
z y t s dF y

s
t z

( ) ( , , )
( , ) ( )� � 


� �1

0 00

� ��

� � � 	
�

�

�
�

�� �1
0

( , ) ( )z y t s dG y dzds

�
�

�

�
	 	 �

�
	 �

� �
1

1 0 0

1

� �

 �

�� �
e x s z

s
z y t s dF y

s
t z

( ) ( , , ) ( , ) ( )

�






��

�
0

�
�

�
� 	

�

�

�
�

��

��
�

1
0

s
z y t s dG y dzds( , ) ( ) . (16)

Ïîñêîëüêó 
( , , )x t z ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6) (ò.å.
â òî÷êå t � 0 ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-ôóíêöèåé), ïîëó÷èì

�
� �

� �
� �

( , ) ( )
( )

x t e
et

t

� 	
�

�	 �
	 �

1
1

1

� 	 �
�

�






���
��


 � � � �( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )x t z z y dF y z y dG y

z

0 0
00

1
0

��

�
�

�

�
�

�dz

�
�

	 �
�

�






���
��

1
0

1 00
1

� �

 � � � �( , , ) ( , ) ( ) ( , )x z z y t dF y z y t

z

dG y dz( )
0

��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� 	 �

�	 �
�

1

21 0

2 2 2 2

2
1

� �


 

	� �

e
u x x s z

x
u ur r x

s
t

( ) ( , , )
( )


( , , )x s z

x�

�

�






�

�

�
�
�

��

�
0

� 	 	 �
�

�






� 	
�

�

�
�� �

��

� � � �( , ) ( ) ( , ) ( )z y t s dF y z y t s dG y

z

0
1

0

dzds�

�
�

�

�
	 	

�

�

	 �
� �

1

1 0 0

1

� �

 �

�� �
e x s z

s
z y t s dF y

s
t z

( ) ( , , ) ( , ) ( )




�
��

�
0

�
�

�
� 	

�

�

�
�

��

��
�

1
0

s
z y t s dG y dzds( , ) ( ) . (17)

Çàìåòèì, ÷òî

e x s z
s

z y t s dF y
s

t z
	 �

��

� ��
�

�
	 	

�

�






( ) ( , , ) ( , ) ( )� � 
 �
�

1

0 00

�
�

�
� 	

�

�

�
�

�
��

��
�

1
0

s
z y t s dG y dzds( , ) ( )

� 	
�

�
	 	 �

�

�






	 �
� �e

t
x s z z y t s dF y

s
t z

( ) ( , , ) ( , ) ( )� � 
 � �1

0 00

�� ��

� � � 	
�

�

�
�

� �1
0

( , ) ( ) .z y t s dG y dzds

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 5 117



Äëÿ âûðàæåíèÿ (15) íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî t:
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ �( , )x t ïðè ôèêñèðîâàííîì x ñ ðîñòîì t íå âîçðàñòàåò è
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ò.å. r u� �0 0, , ïîëó÷èì óæå èçâåñòíûé ðåçóëüòàò [9] äëÿ êîíå÷íîãî èíòåðâàëà
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Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäó-
þùèõ òåîðåì.

Òåîðåìà 1. Íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [ , ]0 t ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðà-
õîâîé êîìïàíèè ñ ýâîëþöèåé êàïèòàëà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (2), âåðîÿòíîñòü
íåðàçîðåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
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Òåîðåìà 2. Íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [ , )0 � ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñ ýâîëþöèåé êàïèòàëà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (2), âåðîÿò-
íîñòü íåðàçîðåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
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ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÑËÓ×ÀßÕ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ìåòîäû ñâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ (20) ê âèäó, áîëåå ïðèâû÷-
íîìó äëÿ ìàòåìàòèêîâ.

Áåñêîíå÷íûé ñëó÷àé. Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âåëè÷èíû èñêîâ è ñòðàõîâûõ ïðåìèé ðàñïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî çàêîíà. Ïóñòü F x e G x e a bax bx( ) , ( ) ( , )� 	 � 	 �	 	1 1 0 . Òîãäà ïîëó÷èì
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( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �1
0

1
0

� � 	 � � �	
��

	
� �x x y ae dy x y be dyay
x

by

� && � 	 � &
1

2
2 2 2u x x u ur r x x
 � 	 �( ) ( ) ( ) . (21)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì äâàæäû óðàâíåíèå ïî x :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � �1 1
0

� & � 	 � 	 	 �	
�x b a x a x y ae dyay
x

� � � &&& � 	 �
��

	
�� � 
 � 	 �1
0

2 2 21

2
b x y be dy u x x u ur rby( ) ( ) ( ) ' (x) �

� && � 	 � &&u x x u ur r x x2 2
 � 	 �( ) ( ) ( ) ; (22)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � �1 1 1
2 2� && � 	 & � � �x b a x b a x

� 	 � � �	 	
��

� �� � � �a x y ae dy b x y be dyay
x

by2

0
1

2

0

( ) ( )

� � � 	 � &&& �
1

2
22 2 2 2 2u x x x u u ur r xIV
 � 
 	 �( ) ( ) ( )

� � 	 � &&( ) ( )2 2 2u u ur r x
 	 � . (23)

Òåïåðü íàéäåì ñóììó âûðàæåíèÿ (21), óìíîæåííîãî íà ab, è âûðàæåíèÿ (22),
óìíîæåííîãî íà ( )b a	 , è âû÷òåì èç íåå âûðàæåíèå (23). Ïîëó÷èì äèôôåðåí-
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Óðàâíåíèå (24) ñ ïîìîùüþ çàìåíû & �� ( ) ( )x z x ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëü-
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� 	 	 	 � 	 	 	 � �z x b a u ur r abx b a u ur r( )[ ( ) ( )( )]� � 	 	1 0 . (26)

Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Èçíà÷àëüíîå
óðàâíåíèå çàïèøåì â âèäå
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà íàéäåì âíà÷àëå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
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Ñòðîèì ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (27):

g x
x

x x( , )
( )

( )
(�

�

� � � � �
� �

� �

� � � ��
	

	
	

� 	

sign

2 2 2
2 1

12 1

1 2 2 1 ) .

Çàìåòèì, ÷òî g x x( , ) � 0, & �g x x
x

x ( , )
1

2 2 2�
ïðè x � � .

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ âåðîÿò-
íîñòè íåðàçîðåíèÿ

� � � � � � � �
�

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )x g x y dF y y dG y� 	 	 	 �
 

!
"
"

#��

�� 1
00 $

%
%

� d

x

�

0

. (28)

Óðàâíåíèå (28) äàëåå ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
Êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ àâòîðàì, ðåøåíèå óðàâíåíèé (26) è (28) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ìà-

òåìàòèêîâ áîëåå èçâåñòíîé çàäà÷åé, ÷åì ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (20).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ ìîäåëè ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðåìèÿìè, ôóíêöèîíèðó-
þùåé íà ( , )B S -ðûíêå, áûëè âûâåäåíû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
íà êîíå÷íîì è áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëàõ âðåìåíè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Ïîëó÷åí-
íûå ðåçóëüòàòû ïðîâåðåíû äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ: ìîäåëè ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñî
ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðåìèÿìè, êîòîðàÿ íå ðàçìåùàåò ñâîè ñâîáîäíûå ñðåäñòâà íà
áàíêîâñêîì ñ÷åòó è íå âêëàäûâàåò èõ â àêöèè ëèáî äðóãèå ðèñêîâûå àêòèâû.

Çàìåòèì, ÷òî òàêîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðå-
íèÿ íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèé íà ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêèõ ïëîòíîñòåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ äëÿ âåëè÷èí ñòðàõîâûõ èñêîâ è ïðåìèé, êàê â ðàáîòàõ [3, 6], à òàêæå
ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ
ñòðàõîâîé êîìïàíèè.
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