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Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíà çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèâèäåíäíîé
ïîëèòèêîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè â äèñêðåòíîì âðåìåíè ñ îáùåé ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé
âûèãðûøà, âêëþ÷àþùåé èíäèêàòîðû äîõîäíîñòè è ðèñêà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ
óïðàâëåíèé è îöåíêè ïîêàçàòåëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè îáîñíîâàí ìåòîä äèíàìè-
÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé Áåëëìà-
íà. Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî çàäà÷è ÷èñëåííî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ áàðüåð-
íî-ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîöåññ ðèñêà, ñòðàõîâàíèå, ñòîõàñòè÷åñêîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå,
äèñêðåòíîå âðåìÿ, ëèïøèöåâûå ôóíêöèè âûèãðûøà, îïòèìàëüíàÿ äèâèäåíäíàÿ ïîëèòèêà,
äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ïàðåòî-îïòè-
ìàëüíîñòü, áàðüåðíî-ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòðàòåãèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèâèäåíäíîé
ïîëèòèêîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè â äèñêðåòíîì âðåìåíè è ñ îáùåé ëèïøèöåâîé
ôóíêöèåé âûèãðûøà, âêëþ÷àþùåé èíäèêàòîðû äîõîäíîñòè è ðèñêà. Ôóíêöèî-
íèðîâàíèå ñòðàõîâîé êîìïàíèè îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì ðèñêà
â äèñêðåòíîì âðåìåíè ñ âû÷èòàíèåì äèâèäåíäîâ. Êîíöåïòóàëüíî äàííàÿ çàäà÷à
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâóõêðèòåðèàëüíàÿ: íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü îæèäàå-
ìûé ïîêàçàòåëü äîõîäíîñòè (ñðåäíèå ñóììàðíûå äèñêîíòèðîâàííûå äèâèäåíäû)
è ìèíèìèçèðîâàòü ðèñê (âåðîÿòíîñòü) ðàçîðåíèÿ íà çàäàííîì èíòåðâàëå ïëàíèðîâà-
íèÿ. Öåëü ðàáîû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ãðàíèö â ïðîñòðàí-
ñòâå ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ «äîõîäíîñòü–ðèñê».

Â îäíîêðèòåðèàëüíîé ïîñòàíîâêå äëÿ áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà âðåìåíè
ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ äèâèäåíäîâ èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [1–4]
è äðóãèõ (îáçîðû [5, 6]). Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè èñïîëüçî-
âàëèñü ñðåäíèå ñóììàðíûå äèñêîíòèðîâàííûå äèâèäåíäû. Â ÷àñòíîñòè, â [1]
îïèñàí ñëåäóþùèé ïàðàäîêñ (ïàðàäîêñ äå Ôèíåòòè): ïðè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè
óïðàâëåíèÿ (íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè) ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ðàçîðÿåòñÿ
ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (ñì. òàêæå îáñóæäåíèå ïàðàäîêñà â [2–6]). Äàííûé
ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ
óäîâëåòâîðèòåëüíîé. Æåëàòåëüíî íàéòè ýôôåêòèâíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ,
ïðè êîòîðîé âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ìàëà. Îòìåòèì, ÷òî ðàçîðåíèå ìîæåò ïðîè-
çîéòè â î÷åíü îòäàëåííîì áóäóùåì, ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ïðî-
öåññ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Êðîìå òîãî, âàæíî ÿâíî ó÷åñòü â ïîñòàíîâ-
êå çàäà÷è ïîêàçàòåëè ðèñêà.

×àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è îïòèìèçàöèè äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé ñ ó÷åòîì ïîêà-
çàòåëåé ðèñêà (âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ èëè âðåìÿ æèçíè ïðîöåññà, êîíå÷íîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ïðîöåññà) èçó÷àëèñü â [8–17]. Â ðàáîòàõ [18–20] äàííàÿ ïðîáëåìà ðåøà-
ëàñü ïóòåì îïòèìèçàöèè ñâåðòêè ïîêàçàòåëåé äîõîäíîñòè è ðèñêà. Îäíàêî â îá-
ùåì ñëó÷àå ïðîáëåìà ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé
äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ êðèòåðèåâ äîõîäíîñòè è ðèñêà íè òåîðåòè÷åñêè, íè ïðàêòè-
÷åñêè (÷èñëåííî) ïîëíîñòüþ íå ðåøåíà. Òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïòèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà çàäà÷è íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé ñâåðõó
ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ïðîöåññà ðèñêà. Ýòî íå ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ sup-íîðìó äëÿ ôóíêöèé Áåëëìàíà è ïðèíöèï ñæèìàþ-
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ùèõ îòîáðàæåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïîñòðîåíèå ïàðå-
òî-îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà ïðåäïîëàãàåò âû÷èñëåíèå ðàçíîîáðàçíûõ ïîêàçàòå-
ëåé äîõîäíîñòè è ðèñêà äëÿ òîãî èëè èíîãî íàáîðà óïðàâëåíèé, ÷òî òðåáóåò ðå-
øåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé.

Â ïðèíöèïå, ïàðåòî-îïòèìàëüíàÿ ãðàíèöà ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê îãèáàþ-
ùàÿ ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ïàð «ñðåäíèå äèâèäåíäû–âåðîÿòíîñòü ðàçîðå-
íèÿ», ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì äîïóñòèìûì ñòðàòåãèÿì óïðàâëåíèÿ. Ìíîæåñòâî
òàêèõ ñòðàòåãèé áåñêîíå÷íî, ïîýòîìó âàæíî ïåðåáèðàòü òîëüêî «õîðîøèå» (ýô-
ôåêòèâíûå) ñòðàòåãèè. Â ðàáîòàõ [1–4] îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ îäíîêðèòåðèàëüíîé ïî-
ñòàíîâêè îïòèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ áàðüåðíûå (ïîðîãîâûå) ñòðàòåãèè: åñëè òåêó-
ùèé êàïèòàë ìåíüøå íåêîòîðîãî áàðüåðà, òî äèâèäåíäû íå âûïëà÷èâàþòñÿ,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïëà÷èâàåòñÿ ñóììà ïðåâûøåíèÿ êàïèòàëà íàä ïîðîãîì.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè áàðüåðíîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ïðîöåññ íå ïðåâîñõîäèò íå-
êîòîðîãî áàðüåðà. Îäíàêî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè áàðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ óâå-
ëè÷åíèåì ãîðèçîíòà ïëàíèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê åäèíè-
öå [1] (ñì. òàêæå [4]). Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå òèïû ñòðà-
òåãèé, ïðè êîòîðûõ ïðîöåññ ðèñêà ìîæåò áûòü íå îãðàíè÷åí. Îäíà èç íèõ —
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ, êîãäà â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ âûïëà÷èâàåòñÿ îïðå-
äåëåííàÿ äîëÿ îò ïðåâûøåíèÿ òåêóùåãî êàïèòàëà íàä çàäàííûì ïîðîãîì (áàðüå-
ðîì). Â [3] èçó÷àþòñÿ îïòèìàëüíûå íåëèíåéíûå áàðüåðíûå ñòðàòåãèè, â êîòîðûõ
îïòèìèçèðóþòñÿ ïàðàìåòðû áàðüåðà. Âîçìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàíèå êîìáèíà-
öèè áàðüåðíîé è ïðîïîðöèîíàëüíîé ñòðàòåãèé. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî îïòèìàëü-
íûì äèâèäåíäíûì ñòðàòåãèÿì â îäíîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷àõ ïðèâåäåí â [5–7].

Åùå îäíà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ñî-

ñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñâåðòêè

êàêèõ-ëèáî êðèòåðèåâ. Â ðàáîòàõ [18, 19] èññëåäîâàëàñü ñâåðòêà ñðåäíèõ äèñêîí-

òèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ (ñ âàðüèðóåìûì êîýôôèöèåíòîì) è ñðåäíåãî äèñêîíòè-

ðîâàííîãî âðåìåíè æèçíè (ýòîò ïîêàçàòåëü ðàññìàòðèâàëñÿ òàêæå â [2, 16]).

Äèñêîíòèðîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïðèíÿòèè òåêóùèõ ðåøåíèé ãîä æèçíè â äàëå-

êîì áóäóùåì çíà÷èò ìåíüøå, ÷åì ãîä æèçíè â áëèæàéøåå âðåìÿ. Äèñêîíòèðîâà-

íèå òàêæå ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ôîðìàëüíîé ïðîáëåìû âîçìîæíîãî áåñêîíå÷íîãî

ñðåäíåãî âðåìåíè æèçíè. Â ðàáîòå [20] ðàññìàòðèâàëàñü ñâåðòêà ñðåäíèõ äèñêîí-

òèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ è ñðåäíåãî äèñêîíòèðîâàííîãî çàåìíîãî êàïèòàëà, íåîá-

õîäèìîãî äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ðàçîðåíèÿ. Äëÿ ïðîñòûõ ñâåðòîê êðèòåðèåâ è ïðî-

ñòîãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â [18–20] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åí-

íûõ àãðåãèðîâàííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà è ñóùåñòâó-

þò ïîçèöèîííûå îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ äèâèäåíäàìè. Îäíàêî äëÿ

îáùèõ èíòåãðàëüíûõ ëèïøöèöåâûõ êðèòåðèåâ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ðèñêà ýòè

ðåçóëüòàòû íå ñïðàâåäëèâû è òðåáóþò îáîáùåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñòðîÿòñÿ

íîâûå ëèíåéíûå îöåíêè ôóíêöèé Áåëëìàíà è íîâûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñ-

òè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áåëëìàíà.

Ïîëó÷åíû íîâûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé

Áåëëìàíà, îñíîâàííûå íå íà îáùåì ïðèíöèïå ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé, à èñ-

ïîëüçóþùèå ñïåöèôèêó çàäà÷è.

Êîãäà äèâèäåíäíàÿ ïîëèòèêà (óïðàâëåíèå) óæå îïðåäåëåíà, íåîáõîäèìî åùå

âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêàçàòåëè äîõîäíîñòè (îæèäàåìûå ñîâîêóïíûå äè-

âèäåíäû) è ðèñêà (âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ, ñðåäíèé äåôèöèò êàïèòàëà). Âîïðîñ ýô-

ôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ñëîæíûõ ïîêàçàòåëåé ñòàíîâèòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì.

Èõ ìîæíî íàéòè ïóòåì ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [2, 21, 22] èëè

îöåíèòü ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî [23]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî âîçíèêà-

þùèå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíî ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ïðèáëèæåíèé.
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ÌÎÄÅËÜ ÓÏÐÀÂËßÅÌÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÐÈÑÊÀ Ñ ÂÛ×ÈÒÀÍÈÅÌ ÄÈÂÈÄÅÍÄÎÂ

Ïðîöåññ ðèñêà îïèñûâàåò ñòîõàñòè÷åñêóþ ýâîëþöèþ ðåçåðâîâ ñòðàõîâîé êîì-
ïàíèè, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïîêðûòèÿ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ýâîëþöèè ðåçåðâîâ X t â äèñêðåòíîì âðåìåíè t � �0 1, , èìååò âèä [1–7]
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U U X tt t� � �{ }U( ), , ,0 1 � . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå x x� 
U( )

 [ , ]0 x êîìïàêòíîçíà÷íî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Òðàåêòîðèè ïðîöåññà ðèñêà (1), (2) îöåíèâàþòñÿ íà îñíîâàíèè ïîêàçàòåëåé
âûèãðûøà è ðèñêà. Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé âûèãðûøà ìîãóò ïðèíèìàòüñÿ, íà-
ïðèìåð, ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè ïðîöåññà, ñðåäíèå ñóììàðíûå äèñêîíòèðîâàííûå
äèâèäåíäû, ñðåäíåå äèñêîíòèðîâàííîå çíà÷åíèå êàïèòàëà â ìîìåíò îñòàíîâêè è äð.
Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé ðèñêà èñïîëüçóþòñÿ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ, ñðåäíèé äå-
ôèöèò êàïèòàëà ïî òðàåêòîðèè èëè â ìîìåíò îñòàíîâêè è äð.

Îáîçíà÷èì r x u y( , , ) ôóíêöèþ âîçíàãðàæäåíèÿ çà îäèí øàã âðåìåíè (ïî

îïðåäåëåíèþ r x u y( , , ) � 0 ïðè x� 0). Íàïðèìåð,

r x u y
u x

x
0

0

0 0
( , , )

, ,

, ,
�

�

�

	


�

r x y
x

x
1

1 0

0 0
( , )

, ,

, ,
�

�

�

	


�

r x u y
x u y x

x
2

0 0

0 0
( , , )

min , , ,

, ,
�

� � �

�

	


�

{ }
r x u y

x

x

x u y
3

0 0

0 0
( , , )

, ,

, ,
�

�

�

	


�

� � �1{ }

ãäå 1{ }� — èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ â ñêîáêàõ (ðàâíà åäèíèöå, åñëè
óñëîâèå â ñêîáêàõ èìååò ìåñòî, è ðàâíà íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå). Äèñêîíòè-
ðîâàííàÿ ôóíêöèÿ âûèãðûøà çà ( )t �1 ïåðèîäîâ ïðè óïðàâëåíèè
U U tt� �{ }, , ,0 1 � è íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè x èìååò âèä

V x,U r X U Y r X U Yt
k

k k kk
t k

k k kk
( ) ( , , ) ( , , )m� �

�
�
�
�

� ��E E� �
0 0

in{ , }t �����
�
�

1 , (3)

ãäå � — äèñêîíòèðóþùèé ìíîæèòåëü, 0 1� �� . Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñ ñëåäóþùèå ïîêàçàòåëè: ñðåäíèå ñóììàðíûå äèñêîíòèðîâàííûå äèâè-
äåíäû (äî ìîìåíòà min ,{ }t ��1 )

V x U r X U Y Ut
k

k k kk

t k
kk

t0
00 0

( , ) ( , , )
min ,� �

�
�
�
�

� �
��E E� �

�{ 1}���
�
�
; (4)

ñðåäíåå (äèñêîíòèðîâàííîå ïðè � � 1) âðåìÿ æèçíè äî ìîìåíòà min ,{ }t ��1

V x U r X U Yt
k

k k kk

t k
k

t1
10 0

1
( , ) ( , , )

min ,� �
�

�
�
�

� �
��E E� �

�{ }���
�
�
�

�

�

�1

1

1E�

�

�min ,

;
{ }t

(5)

ñðåäíèé äèñêîíòèðîâàííûé äåôèöèò êàïèòàëà â ìîìåíò îñòàíîâêè

V x U r X U Yt
k

k k kk

t2
20

( , ) ( , , )� �
�

�
�
�

��E �

� � ��
�

�
��

��E �
� k

k k kk

t
X U Ymin ,

min ,
{ }

{ }
0

0

1
; (6)



(äèñêîíòèðîâàííàÿ ïðè � � 1) âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ çà âðåìÿ t

V x U r X U Yt
k

k k kk

t k
X U Yk k k

3
30 0( , ) ( , , )� �

�
�
�
�

� � � ��E E 1� � { }k

t

�
����

�
�0

1min ,
.

{ }�
.(7)

Çàìå÷àíèå 1. Ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè E� íå î÷åíü óäîáíûé èíäèêàòîð ðèñêà,
ïîñêîëüêó îíî ìîæåò ðàâíÿòüñÿ áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ E� â ëèòåðàòóðå
[2, 24] ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå òàê íàçûâàåìîå ñðåäíåå äèñêîíòèðîâàííîå âðåìÿ æèç-

íè (5):V x Ut
t1 11 1 1 1( , ) ( ) / ( ) / ( )min ,� � � � ��E� � ��{ } . Î÷åâèäíî, ÷òî 0 1� �V x U

T
( , )

� E�. Äèñêîíòèðîâàíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëè÷èå íåêîòîðîãî ñëó-
÷àéíîãî ôàêòîðà (ñ áèíîìèíàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì), êîòîðûé ìîæåò îñòàíî-
âèòü ïðîöåññ ðèñêà íåçàâèñèìî îò åãî òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ [25].

Îïðåäåëèì ôóíêöèè âûèãðûøà (Áåëëìàíà)

V x V x Ut U U x tk
( ) ( , ): ( )� �sup{ }U . (8)

Ïî îïðåäåëåíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V xt ( ) � 0 äëÿ x� 0. Àíàëîãè÷íî

V x V x Ut
i

U U x t
i

k
( ) ( , ): ( )� �sup{ }U , ãäå V x Ut

i ( , ) äëÿ i � 0 1 2 3, , , îïðåäåëåíû â (4)–(7).

Äëÿ ñëó÷àÿ t � �� ââåäåì îòäåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

V x U r X U Y V x Uk
k k kk� �

�� �
�

�
�
��( , ) ( , , ) ( , )E �

�
0

1
,

V x V x U V xU U xk� �� �( ) ( , ) ( ): ( )sup{ }U , (9)

V x U r X U Y V x Ui k
i k k kk

i
� �

�� �
�

�
�
��( , ) ( , , ) ( , )E �

�
0

1
,

V x V x U V xi
U U x

i i
k� �� �( ) ( , ) ( ): ( )sup{ }U .

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÔÓÍÊÖÈÉ ÁÅËËÌÀÍÀ

Åñëè ôóíêöèÿ âîçíàãðàæäåíèÿ çà îäèí ïåðèîä âðåìåíè r x u y( , , ) ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíà, ò.å. r x u y A( , , ) � � �� äëÿ âñåõ ( , , )x u y , òî î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè
(3), (8) òàêæå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû:

V x U V x A tt t( , ) ( ) ( )� � �1 , � �1 ,

V x U V x At t( , ) ( ) / ( )� � �1 � , 0 1� �� .

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê, íàïðèìåð, ïðè r x u y u0 ( , , ) � , îãðàíè÷åííîñòü è êî-
íå÷íîñòü ôóíêöèé Áåëëìàíà òðåáóþò îáîñíîâàíèÿ.

Ëåììà 1 (ãðàíèöû äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé âûèãðûøà (4)–(7)). Ïóñòü
U( ) [ , ]x x� 0 , E max ,{ }0 Y � ��, E min ,{ }0 Y � �� è � � 1. Òîãäà ôóíêöèè Áåëëìàíà

V x V x Ut
i

U U x t
i

t
( ) ( , ): ( )� �sup{ }U , ãäå V x Ut

i ( , ) îïðåäåëåíû â (4)–(7), óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:

x V x V x x Yt� � � � �0 0 0 1( ) ( ) max , / ( )� �E { } , (10)

1 1 11 1� � � �V x V xt ( ) ( ) / ( )� , (11)

E min , / ( ) ( ) ( ){ }0 1 02 2Y V x V xt� � � �� , (12)

0 13 3� � �V x V xt ( ) ( ) . (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâà (10) ïðèâåäåíû â [26; 4, Lemma 1.8)]. Ïîñêîëüêó

1 1 1 1 11 1
0

1� � � � � � � �
�
��V x U V x Ut

k
k

( , ) ( , ) ( ) / ( ) / (E E� � � �
� � ),
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èìååì 1 1 11 1 1 1� � � � � �V x V x U V x U V xt U t U( ) ( , ) ( , ) ( ) / ( )sup sup � . Äëÿ V x U2 ( , )

ïîëó÷àåì

0 02 2
0

1� � � �
�
��V x U V x U Yt

k
kk

( , ) ( , ) min ,E �
�

{ }

� � �
�
��E Emin , min , / ( ){ } { }0 0 1

0
Y Yk

k
� � ,

îòêóäà ñëåäóåò (12). Òàê êàê 0 13 3 1� � � ��V x U V x Ut ( , ) ( , ) � � , òî âûïîëíå-

íî (13). Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2. Íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìèV x Ut
i ( , ) ðàññìîòðèì èõ àãðåãàòû âèäà

V x U V x U V x Ut t t
i( , ) ( , ) ( , )� �0 � , (14)

ãäå � � 0 — àãðåãèðóþùèé ìíîæèòåëü. Èì ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè âûèãðûøà
çà îäèí øàã

r x u y r x u y r x u y
u r x u y x

x
i

i( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ), ,

,
� � �

� �
0

0

0
�

�

�

	


� 0.

Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó äëÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà V xt ( ) �
� supU tV x U( , ) ëåãêî ïîëó÷èòü èç îöåíîê (10)–(13) äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ôóíêöèé

V x Ut
i ( , ). Íàïðèìåð,

x V x U V x V x U V x UU t t U t t� � � � �sup sup0 0 1( , ) ( ) ( ( , ) ( , ))�

� � � �
�

�
sup sup

{ }
U t U tV x U V x U x

Y0 1 0

1
( , ) ( , )

max ,
�

� �

�

E
.

Àíàëîãè÷íî, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî E min , / ( ) ( , ){ }0 1 02Y V x Ut� � �� , ïîëó÷àåì

x
Y

V x V x U V x Ut U t t�
�

� � � �
�

�
�

E min ,
( ) ( ( , ) ( , ))

{ }
sup

0

1

0 2

� � �
�

sup
{ }

U tV x U x
Y0 0

1
( , )

max ,�

�

E
.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) E| |Y � � äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y , ðàñïðåäåëåííîé òàê æå, êàê âñå { }Yk ;

2) îòîáðàæåíèå U( ) [ , ]x x
 0 çàìêíóòîçíà÷íî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó;

3) ôóíêöèÿ r x u r x u Y( , ) ( , , )� E ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó ïî ( , )x u ;

4) | ( , , )| | |r x u y C C y C u C x� � � �0 1 2 3 äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë C C C C0 1 2 3 0, , , �
è âñåõ ( , ( ) [ , ], )x u x x y� � 
0 0U .

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå 3 âûïîëíåíî äëÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó ïî ( , )x u
ôóíêöèè r x u y( , , ), óäîâëåòâîðÿþùåé ïðåäïîëîæåíèÿì 1, 4. Óñëîâèå 4 âûïîëíåíî
äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé r x u y( , , ).

Ëåììà 2 (ãðàíèöà äëÿ îáùèõ ôóíêöèé âûèãðûøà ). Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåä-
ïîëîæåíèÿ 1–4, òîãäà

| ( )| | ( )| ( | | ( ) ) / ( )V x V x C C Y C C xt � � � � � � �0 1 2 3 1E �

� � �( ) max{ , }/ ( )C C Y2 3
20 1� �E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ k � � â ñèëó (1), (2) è ïðåäïîëîæåíèÿ 2
èìååò ìåñòî

0 0 01 1 0

1� � � � � �� � �
��U X X Y x Yk k k k ss

k
max , max ,{ } { }

è, ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ 4 èìååì

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 5 143



| ( , , )| | | | | (r X U Y C C Y C U C X C C Y C Ck k k k k k k� � � � � � � �0 1 2 3 0 1 2 3 )X k �

� � � � ��
�
� �

�
��

��C C Y C C x Yk ss

k
0 1 2 3 0

1
0| | ( ) max ,{ } .

Òîãäà

| ( )| | ( )| | ( , , )|: ( )V x V x r X U Yt U U X
k

k k kkk k
� � � �

sup{ }U E �
�

0

����
�
�
�1

� � � � �� �
sup { }{ }U U X

k
k ssk k

C C Y C C x Y: ( ) | | ( ) max ,U E � 0 1 2 3 0
0

k

k

�
�
� �� �

�
� �

�
��

�
� �

�
�

�

��
�

��
�1

0

1�

� � � � ��
�

�
��

�� � k
k

C C Y C C x k Y( | | ( )( max , ))0 1 2 30
0E E { } .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � �k
k�
�� � �

0
1 1/ ( ) è k

k
k

�
�� � �

0
21� � �/ ( ) , ïîëó÷àåì óòâåð-

æäåíèå ëåììû.

Ðàññìîòðèì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (Áåëëìàíà)

~
( ) ( , , )

~
( )( )V x r x u Y V x u Yt u x t� � � �� �sup { }U E E� 1 ,

~
( )V x�  1 0, 0 � � � �t T . (15)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò ãðàíèöû äëÿ ôóíêöèé
~

( )V xt .

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1–4. Òîãäà ôóíêöèè
~

( )V xt (15)

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:

|
~

( )| | | ( )V x C C Y C C x0 0 1 2 3� � � �E ,

|
~

( )| ( )( | | ( ) )V x C C Y C C xt
t� � � � � � � �1 0 1 2 3� �� E

� � � � � � � � � �[( ) ( ) ]( ) max , ,� � � � �� � �

t t t C C Y t2
2 3 0 1E { } ,

è, çíà÷èò, ïðè 0 1� �� âûïîëíåíî

|
~

( )| ( | | ( ) ) / ( ) ( ) maxV x C C Y C C x C Ct � � � � � � �0 1 2 3 2 31 0E E� � { , / ( )Y } 1 2� � .

Äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíèì ïî èíäóêöèè. Äëÿ t � 0 óòâåðæäåíèå ëåììû âû-
ïîëíåíî,

|
~

( )| | ( , , )| ( | |( ) [ , ]V x r x u Y C C Yu x u x0 0 0 1� � �� �sup supU E E � � �C u C x2 3 )

� � � �C C Y C C x0 1 2 3E| | ( ) .

Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî äëÿ t �1, äîêàæåì åãî äëÿ t. Äåéñòâè-
òåëüíî,

|
~

( )| | ( , , )| |
~

( )|( )V x r x u Y V x u Yt u x t� � � � �� �sup { } sU E E� 1 up {u x C C Y� � �[ , ] ( | |0 0 1E

� � � � � � � � � ��C u C x C C Y C C xt
2 3

1
0 1 2 31 0) ( )( | | ( ) max ,� � �� E E { u Y� �})

� � � � � � � � �� � �� � � � � �[( ) ( ) ]( ) max ,� � �

t t t C C Y1 2 1 1
2 3 0E { }} � � �( | |C C Y0 1E

� � � � � � � � � ��( ) ) ( )( | | ( )( max{C C x C C Y C C xt
2 3

1
0 1 2 31� � �� E E 0, }))Y �

� � � � � � � � �� � �� � � � � �[( ) ( ) ]( ) max{ , }� � �

t t t C C Y1 2 1 1
2 3 0E ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ôîðìóëèðóåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ôóíê-

öèé V xt ( ) (8) è
~

( )V xt (15).

144 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 5



Òåîðåìà 1 (ñâîéñòâà ôóíêöèé (15) è ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ óïðàâëå-
íèé ïðè êîíå÷íîì âðåìåííîì ãîðèçîíòå T � �). Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæå-

íèÿ 1–4. Òîãäà ôóíêöèè
~

( )V xt (15) ñîâïàäàþò ñ V xt ( ) (8) è ïîëóíåïðåðûâíû

ñâåðõó ïî x. Êðîìå òîãî, ôóíêöèè E
~

( )V x u Yt� � �1 ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó ïî

( , )x u , à U u xt T t
t� �

* ( ), ãäå

u x v r x u Y V x u Yt u x t
*

( )( ) max max ( , , )
~

( )� � � � �� �{ arg {U E E� 1 }} (16)

êîððåêòíî îïðåäåëåíû è èçìåðèìû (ïî Áîðåëþ), ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè
óïðàâëåíèÿìè (ðåøåíèÿìè) äëÿ çàäà÷ (8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ 3, 4 ôóíêöèÿ Er x u Y( , , ) ïîëóíåïðåðûâ-

íà ñâåðõó ïî ( , )x u â ñèëó ëåììû Ôàòó [29, ãë. II, §6, òåîðåìà 2(b)]. Òîãäà ââèäó
ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó îòîáðàæåíèÿ U( )� ôóíêöèÿ ìàêñèìóìà

~
( ) ( , , ) max ( , , )( ) ( )V x r x u Y r x u Yu x u x0 � � � ��� �sup U UE E

ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó ïî x � 0 [28, ãë. 3, ðàçä. 1, ïðåäëîæåíèå 21], îòîáðàæåíèå

U x r x u Yu x0
*

( )( ) max ( , , )� �arg U E çàìêíóòîçíà÷íî è èçìåðèìî, à ñåëåêòîð

u x u U x0 0
* *( ) max ( )� �{ } ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé (ïî Áîðåëþ) ôóíêöèåé [30, sec. 14].

Ïîêàæåì, ÷òî âñå
~

( )V xt ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó ïî x, à u xt
* ( ) ÿâëÿþòñÿ èçìå-

ðèìûìè îïòèìàëüíûìè óïðàâëåíèÿìè äëÿ çàäà÷ (8). Êàê âèäíî, óòâåðæäåíèå âû-
ïîëíåíî äëÿ t � 0. Äåéñòâóÿ ïî èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ

~
( )V xt�1 ïî-

ëóíåïðåðûâíà ñâåðõó. Òîãäà ôóíêöèÿ
~

( )V x u yt� � �1 ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó ïî

( , )x u ïðè êàæäîì y, à â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 4 è ëåììû 2
~

( ' ) 'V x A B xt t t� � �� �1 1 1 ,

ãäå At� �1 0, Bt� �1 0 — íåêîòîðûå êîíñòàíòû, ïîýòîìó
~

( ) max ,V x u y A B x u yt t t� � �� � � � � � �1 1 1 0{ }

� � � �� � � �A B x u B yt t u x t1 1 10 0max , inf max ,( ){ } { }U ,

E EU
~

( ) max , inf ma( )V x u Y A B x u Bt t t u x t� � � � �� � � � � �1 1 1 10{ } x ,{ }0 Y .

Â ñèëó ëåììû Ôàòó [29, ãë. II, §6, òåîðåìà 2(b)] ôóíêöèÿ E
~

( )V x u Yt� � �1 ïî-

ëóíåïðåðûâíà ñâåðõó ïî ( , )x u . Îòñþäà ñëåäóåò [28, ãë. 3, ðàçä. 1, ïðåäëîæåíèå 21],

÷òî ôóíêöèÿ ìàêñèìóìà
~

( ) ( , , )
~

( )( )V x r x u Y V x u Yt u x t� � � �� �sup { }U E E� 1 ïîëó-

íåïðåðûâíà ñâåðõó ïî x, îòîáðàæåíèå

U x r x u Y V x u Yt u x t
*

( )( ) max ( , , )
~

( )� � � �� �arg { }U E E� 1

çàìêíóòîçíà÷íî è èçìåðèìî, à ôóíêöèÿ u x u U xt t
* *( ) max ( )� �{ } èçìåðèìà ïî

Áîðåëþ (ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé [30, sec. 14.3, 14.31, 14.32, 14.37]). Òåïåðü,

ñîãëàñíî [4, Corollary 1.2], ôóíêöèè V xt ( ) (8) ñîâïàäàþò ñ
~

( )V xt (15) è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü U u X t TT t t
* * ( ),� � ��{ }0 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì äëÿ çà-

äà÷ (8),
V x V x U r x u X Yt t

k
T t k kk

( ) ( , ) ( , ( ), )* *
*

� � ��
��E �

�
0

1
, 0 � �t T ,

ãäå �* — ìîìåíò îñòàíîâêè (ðàçîðåíèÿ) ïðîöåññà (2) ñ U U u Xk T t k
* * * ( )� � �{ }.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èññëåäóåì ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî âðåìåííîãî ãîðèçîíòà T � �. Ðàññìîòðèì

óðàâíåíèå (Áåëëìàíà)

V x r x u Y V f x u Yu x( ) ( , , ) ( ( , , ))( )� � ��sup { }U E E�

� � � ��sup { }u x r x u Y V x u YU E E( ) ( , , ) ( )� . (17)
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Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ óñòàíàâëèâàþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ëèíåéíî îãðàíè÷åííîãî ïîëóíåïðåðûâíîãî ñâåðõó ðåøåíèÿV ( )� óðàâíåíèÿ Áåëëìà-

íà (17), à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ ïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé u x* ( ) äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ âîçíàãðàæäåíèÿ r x u y( , , ) è ñàìà ôóíêöèÿ Áåëëìàíà V x( )
íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè, à îãðàíè÷åíû ëèíåéíî. Òîãäà ñòàíäàðòíàÿ
íîðìà | | | | ( )V V xx� � � ��sup 0 òåðÿåò ñìûñë è òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå â áà-
íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íåïðèìåíèìû äëÿ îáîñíîâàíèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (17).

Óðàâíåíèå (17) îáû÷íî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-
íèé (15), ïîýòîìó ñíà÷àëà â côîðìóëèðîâàííîé íèæå ëåììå îòìåòèì, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü { }
~

( )Vk � ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè V ( )� , à çàòåì â ïîñëåäóþ-

ùåé òåîðåìå (î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè Áåëëìàíà) ïîêàæåì, ÷òî ýòà ïðåäåëüíàÿ
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (17).

Ëåììà 4. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ 1–4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (15) ðàâíîìåðíî ñõî-
äèòñÿ íà êàæäîì èíòåðâàëå [ , ]max0 x ê íåêîòîðîé ôóíêöèè V x( ) è ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

supx x tV x V x
C C Y C C x

� � �
� � �

�
[ , ]

max
max

| ( )
~

( )|
| | ( )

0
0 1 2 3

1

E

�
� t� �1

�
� � � �

�

�( ) max , ( ( )( ))

( )

C C Y t t2 3

2

10 1 1

1

E { } � �

�
� . (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 â ñèëó îïòèìàëü-
íîñòè óïðàâëåíèé

~
( ) max ( , , )

~
( )( )V x r x u Y V x u Yt u x t� �� � � � �1 U E E{ }�

� � � �� �E Er x u x Y V x u x Yt t t( , ( ), )
~

( ( ) )* *
1 1� ,

~
( ) max ( , , )

~
( )( )V x r x u Y V x u Yt u x t� � � � �� �U E E{ }� 1

� � � �� � �E Er x u x Y V x u x Yt t t( , ( ), )
~

( ( ) )* *
1 1 1� ,

ïîýòîìó
~

( )
~

( ) [
~

( ( ) )
~

(* *V x V x V x u x Y V x ut t t t t t� � � �� � � � � �1 1 1 1�E ( ) )]x Y� �

� ! � !� !� � �� Esup0 0 1x x Y t tV x V xmax { , }|
~

( )
~

( )|.

Àíàëîãè÷íî
~

( ) max ( , , )
~

( )( )V x r x u Y V x u Yt u x t� �� � � � �1 U E E{ }�

� � � �E Er x u x Y V x u x Yt t t( , ( ), )
~

( ( ) )* *� ,

~
( ) max ( , , )

~
( )( )V x r x u Y V x u Yt u x t� � � � �� �U E E{ }� 1

� � � ��E Er x u x Y V x u x Yt t t( , ( ), )
~

( ( ) )* *� 1 ,

ïîýòîìó
~

( )
~

( ) [
~

( ( ) )
~

( ( )* *V x V x V x u x Y V x u xt t t t t t� �� � � � � � �1 1�E Y )] �

� � ! � !� !� � ��Esup { }0 0 1x x Y t tV x V xmax , |
~

( )
~

( )|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|
~

( )
~

( )| |
~

( )
~

max { , }V x V x V x Vt t x x Y t t� � !� �� � ! �1 0 0�Esup � !1 ( )|x
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è, èòåðèðóÿ ïî t, ïîëó÷àåì îöåíêó

|
~

( )
~

( )| |
~

' ( )max ,V x V x Vt t
t

x x t Y�
�

� � � �� �1
1

0 1 0 0� Esup { } ( )|!x .

Íàïîìíèì, ÷òî |
~

( )| | ( , , )| | | ( )V x r x u Y C C Y C C x0 0 1 2 3! � � � � � !E E , ïîýòîìó

|
~

( )
~

( )| ( | | ( )( ( ) mV x V x C C Y C C x tt t
t

�
�� � � � � � �1

1
0 1 2 3 1� E E ax , )){ }0 Y .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }
~

( )V xt ôóíäàìåíòàëüíà, ñõîäèòñÿ ê íå-

êîòîðîìó ïðåäåëó V x( ) è èìååò ìåñòî îöåíêà

| ( )
~

( )| |
~

( )
~

( )|V x V x V x V xt k kk t
� � � ���

�� 1

� � � � � � ��
�
�� � k
k t

C C Y C C x k Y1
0 1 2 3 1 0( | | ( )( ( ) max , ))E E { }

�
� � �

�
� � ��C C Y C C x

C C Y kt k0 1 2 3 1
2 3

1
0 1

E
E

| | ( )
( ) max , ( )

�
� �{ } �

�
�� 1
k t

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( )
( )

k
tk

k t
t� �

�
�

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�
� �� 1

1

1

1

1

2

1�
�

� �
� , îêîí÷àòåëüíî ïîëó-

÷àåì îöåíêó

| ( )
~

( )|
| | ( )

V x V x
C C Y C C x

t
t� �

� � �

�
��0 1 2 3 1

1

E

�
�

� �
�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

��( ) max ,
( )

C C Y
t t

2 3 2

10
1

1

1
E { }

�

� �
�

�
� � �

�
�

� � ��C C Y C C x C C Yt0 1 2 3 1 2 3

1

0 1E E| | ( ) ( ) max , ( (

�
�

� �{ } )( ))

( )

t t�

�

�1

1 2

1

�
� ,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà (18). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2 (câîéñòâà ôóíêöèè Áåëëìàíà è ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ
óïðàâëåíèé ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåííîì ãîðèçîíòå T � �). Â ïðåäïîëîæåíèÿõ

1–4 ïðåäåë V x V xt t( ) lim
~

( )� �� ñóùåñòâóåò, ãäå
~

( )V xt îïðåäåëåíû â (15), è ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó ôóíêöèåé. Ôóíêöèÿ V x( ) — åäèíñòâåííîå ïîëó-
íåïðåðûâíîå ñâåðõó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
| ( )|V x A Bx� � äëÿ âñåõ x � 0, ãäå A B� �0 0, — ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Ôóí-
êöèÿ � x u V x u Y( ) ( )� � �E ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå

U x r x u Y V x u Yu x
*

( )( ) max ( , , ) ( )� � � ��arg { }U E E� (19)

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, à ôóíêöèÿ

u x u U x* *( ) max ( )� �{ } (20)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà, èçìåðèìà ïî Áîðåëþ è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî V x( ) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó. Â ñèëó ëåììû 4

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé { }
~

( )Vt � ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé

ïðåäåëüíîé ôóíêöèè V ( )� . Òàê êàê ïî òåîðåìå 1 âñå ôóíêöèè
~

( )Vt � ïîëóíåïðåðûâíû

ñâåðõó, èõ ðàâíîìåðíûé ïðåäåë V ( )� òàêæå ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë V ( )� óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áåëëìàíà (17). Äëÿ
êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ðàññìîòðèì ôóíêöèè
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v u r x u Y V x u Yt x t� �� � � �1 1, ( ) ( , , )
~

( )E E� , u x�U( ),

v u r x u Y V x u Yx ( ) ( , , ) ( )� � � �E E� , u x�U( ).

Â ñèëó òåîðåìû 1 ôóíêöèè v ut x�1, ( ) ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó ïî u. Êðîìå
òîãî, îíè ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê (ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó) ôóíêöèè v ux ( ) íà
êîìïàêòå U( )x , à èìåííî, â ñèëó (18) äëÿ u x�U( ) èìååò ìåñòî

| ( ) ( )| | ( )
~

( )|,v u v u V x u Y V x u Yx t x t� � � � � � � �� �1 1�E

�
� � � �

�
��C C Y C C x Y t0 1 2 3 10

1

E E| | ( )( max , ){ }

�
�

�
� � � �

�

�( ) max , ( ( )( ))

( )

C C Y t t2 3

2

10 1 1

1

E { } � �

�
� ,

ïîýòîìó

V x V x v ut t t u x t x u( ) lim
~

( ) lim ( )( ) , (� � ��� �� � � �sup supU U1 x t t xv u) ,lim ( )�� � �1

� � � � �� �sup supu x x u xv u r x u Y V x u YU U E E( ) ( )( ) [ ( , , ) ( )]� .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ V x( ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ Áåëëìàíà (17) è ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ [30, Sec. 14] ôóíêöèÿ u x* ( ) (20).

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ V x( ) óðàâíåíèÿ (17). Ïóñòü

ñóùåñòâóåò åùå îäíî ðåøåíèå
~

( )V � òàêîå, ÷òî |
~

( )|V x A Bx� � , è ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ~( )u � . Èìååì

V x r x u Y V x u Yu x( ) ( , , ) ( )( )� � � � ��sup { }U E E0 0�

� � � �E Er x u x Y V x u x Y( , ( ), ) ( ( ) )* *
0 0� ,

~
( ) ( , , )

~
( )( )V x r x u Y V x u Yu x� � � � ��sup { }U E E0 0�

� � � �E Er x u x Y V x u x Y( , ~ ( ), )
~

( ~ ( ) )0 0� .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

V x V x V x u x Y V x u x Y( )
~

( ) ( ( ( ) )
~

( ( ) ))* *� � � � � � � ��E 0 0

� ! � !� !� ��Esup { }0 0 0x x Y V x V xmax , | ( )
~

( )| ,

~
( ) ( ) (

~
( ~ ( ) ) ( ~ ( ) ))V x V x V x u x Y V x u x Y� � � � � � � ��E 0 0

� ! � !� !� ��Esup { }0 0 0x x Y V x V xmax , |
~

( ) ( )| ,

| ( )
~

( )| | ( )
~

( )|max ,V x V x V x V xx x Y� � ! � !� !� ��Esup { }0 0 0
.

Äëÿ ëþáîãî t èìååò ìåñòî

| ( )
~

( )| | ( )
~

( )|max ,V x V x V x V xx x Y� � ! � ! �� !� ��Esup { }0 0 0

�
�

! � ! �
� !� � �

�� t
x x Ykk

t V x V xEsup
{ }0 0

0
1 max ,

| ( )
~

( )|

�
�

�
� � � � ��

�� �t
x x Y

t
x xkk

t V xE Esup sup
{ }0 0 0

0
1' max , '

| ( ' )|
� �

�� max ,
|
~

( ' )|
{ }0

0
1 Ykk

t V x .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî ëåììå 3

| ( ' )| ( | | ( )( max , )) / ( )V x C C Y C C x Y� � � � ! � � �0 1 2 3 0 1E E { } �
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� � �( ) max , / ( )C C Y2 3
20 1� �E { } ,

à ïî ïðåäïîëîæåíèþ |
~

( )|V x A Bx! � � !, ïîëó÷àåì

| ( ) ( )| ( | | ( )( max , )) / (V x V x C C Y C C x t Yt� ! � � � � �� 0 1 2 3 0E E { } 1� �� )

� � � � � � �� � � �t tC C Y A B x t Y( ) max , / ( ) ( ( max , ))2 3
20 1 0E E{ } { } 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî óïðàâëåíèÿ ! � ! �U U xt{ }U( ) è ñîîòâåòñòâóþùåé

òðàåêòîðèè { }! � ! � ! � ! � ! � ! �� � � �X X U Y X x U X tt t t t t t1 1 0 1 1 0, , ( ),U äëÿ óñëîâíûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé r X U r X U Y X Uk k k k k k k( , ) ( , , )| ,! ! � ! ! ! !E{ } âûïîëíåíî ñëå-

äóþùåå óñëîâèå [4, (1.3), Corollary 1.3]: lim | ( , )|t U k k
k

k t
r X U�� ! �

� ! ! ��sup E � 0.

Äåéñòâèòåëüíî,

sup { } sup! �
� ! ! ! ! � !�U k k k k k

k
k t Ur X U Y X U rE E E| ( , , )| , | | ('� X U Yk k k

k
k t

, , )|! �
�
�� �

� ! ! � ! !! �
�

!�sup supU k k k
k

k t
t

U k kr X U Y r X UE E| ( , , )| | ( ,� �
� 1

, )|Ykk t
k t

�
� �� ��

�
1

� � � ! � ! �! �
� ��� �

�t
U k k kk t

k tC C Y C U C Xsup E ( | | )0 1 2 3
1

� � � � ! �! �
� ��� �

�t
U k kk t

k tC C Y C C Xsup E ( | | ( ) )0 1 2 3
1

� � � � ! �! �
��� t

U k t ss

k
C C Y C C X Ysup { }E ( | | ( )( max , ))0 1 2 3 0

1
0

k t
k t

�
� �� ��

�
1

�
�

�
� � ! �!

�
�
��

C C Y
C C Xt t

U t
k t

k t
0 1

2 3
1

E
E

| |
( )

�
� � �sup

� � �
�

�
�

�
��( ) max ,

| |
C C Y k

C C Yk
k t

t
2 3

0 10
1

E
E

{ } �
�

�

�
� �

�
� �

�

( )( max , )
( ) max ,

C C x t Y
C C Y kt k

k t
2 3

2 3
0

1
0

E
E

{ }
{ }

�
� �

�� � 0.

Ïîýòîìó â ñèëó [4, Corollary 1.3] u x* ( ) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì

çàäà÷è (9) òàêèì, ÷òî

V x V x U V x U r X u XU U X
t

t tk k
( ) ( , ) ( , ) ( , (: ( )

* * * *� � ��sup{ }U E � ), )
*

Ytt�
�� 0

1�
,

ãäå { }X X u X Y X x tt t t t� � � � � � �1 0 0* * * * * *( ) , , � , �* — ìîìåíò îñòàíîâêè

(ðàçîðåíèÿ) ýòîãî ïðîöåññà.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÄÐÓÃÈÅ (ÍÅ ÄÈÂÈÄÅÍÄÍÛÅ) ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÛÈÃÐÛØÀ ÁÅËËÌÀÍÀ

Â ðàáîòàõ [1–4] äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèâèäåíäàìè (4) óñòà-

íîâëåí áàðüåðíûé õàðàêòåð îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé, ò.å. u x x b* ( ) max ,� �{ }0

äëÿ íåêîòîðîãî b � 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè Pr{ }Y � �0 0 äëÿ ëþáîé áàðü-
åðíîé ñòðàòåãèè ~( ) max ,u x x b� �{ }0 âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ïðîöåññà
{ }~ ~ ~(~ ) , ~ [ , ]x x u x Y x bt t t t� � � � �1 0 0 ðàâíà åäèíèöå. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ áàðüåðíîé
ñòðàòåãèåé öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü äðóãèå òèïû ñòðàòåãèé, íàïðèìåð
áàðüåðíî-ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòðàòåãèè ~( ) max , ( )u x x b� �{ }0 � , ãäå b � 0, 0 1� �� .
Â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ { }X t íå ïðåâîñõîäèò êóñî÷íî-ëèíåéíîãî áàðüåðà
B x b x b x( , , ) min , ( )� � �� � �{ }1 . Â ðàáîòàõ [31, 32] ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíûé
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äèâèäåíäíûé áàðüåð B x( ), ñîîòâåòñòâóþùèé óïðàâëåíèþ u x x B x( ) max , ( )� �{ }0 .
Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå îïòèìàëüíûå äèâèäåíäíûå ñòðàòåãèè ìîãóò èìåòü áîëåå
ñëîæíóþ ñòðóêòóðó (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàðüåðîâ è äðóãèå [5, section 1.5; 6].
Åñëè ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà äèâèäåíäíîãî áàðüåðà âûáðàíà, òî çàäà÷à ìîæåò
ñîñòîÿòü â ïîèñêå îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ áàðüåðà.

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî íåïðåðûâíîãî óïðàâëåíèÿ ~( ) ( ) [ , ]u x x x� 
U 0

ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ
~

( )V x0 �

�
�
��E �

� t
tt

u x~( )
~

0

1
è ñðåäíåãî äèñêîíòèðîâàííîãî âðåìåíè æèçíè

~
( )V x1 �

� � � �
�

��E E� � �
� �t
y

x x
0

1
1 1

~( ) ~( )( ) / ( ) â ñèëó òåîðåìû 2 ìîãóò áûòü íàéäåíû èç

ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

~
( ) ~ ( )

~
( ( , ~ ( ), )) ~ ( )

~
( ~(V x u x V f x u x Y u x V x u0 0 0� � � � �� �E E x Y) )� , (21)

~
( )

~
( ( , ~ ( ), ))

~
( ~ ( ) )V x V f x u x Y V x u x Y1 1 11 1� � � � � �� �E E . (22)

Åùå îäíèì ïîêàçàòåëåì ðèñêà äëÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèé
(äèñêîíòèðîâàííûé) äåôèöèò ðåçåðâîâ â ìîìåíò ðàçîðåíèÿ:

~
( ) (~ , ~ (~ ), ) min ,

~( )
V x r x u x Yk

k k kk

x k2
20

1
0� � �

�
��E E� �

�
{ ~ ~(~ )

~( )
x u x Yk k kk

x � �
�

�� }
0

1�
.

Ïðè u x x( ) � èìååò ìåñòî 0 02� � � � � �r x u x Y x u x Yk k k k(~ , ~ (~ ), ) min , ~ ~(~ ){ }
� �min ,{ }0 Y . Ýòîò ïîêàçàòåëü óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ (ïðè
E min ,{ }0 Y � ��):

~
( ) ( min , ~ ( ) )

~
( ~( ) )V x x u x Y V x u x Y2 20� � � � � � �E E{ } � . (23)

Âàæíûì ïîêàçàòåëåì ðàáîòû ñòðàõîâîé êîìïàíèè ÿâëÿåòñÿ (äèñêîíòèðî-

âàííàÿ ïðè � � 1) âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ
~

( ) {~ ~(~ ) ~ }

~
V x k

x u x xk k k k

3
00

1� � � ��
��E 1�

�
, ðàñ-

ñìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà x ïðè óïðàâëåíèÿõ ~( )u � , ãäå

{ }~ ~ ~(~ ) , ~ , , , , ~ ( )x x u x Y x x t xt t t t� � � � �� �1 1 0 0 1 � � ,

~ ( ) sup{ [ , ): min ~� x t xt t t� � � �� !� !0 00 }.

Ôóíêöèÿ
~

( )V x3 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

~
( )

~
( ~( ) ){ ~( ) }V x V x u x Yx u x Y

3
0

3� � � �� � �E1 E� . (24)

Åñëè ïðîöåññ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè, òî íåîáõî-

äèìî ââåñòè ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ
~

( )V xt
3 çà t âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ

ïðè íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïðîöåññà x. Ýòè ôóíêöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

~
( )

~
( ~( ) ){ ~( ) }V x V x u x Yt x u x Y t

3
0 1

3� � � �� � � �
E1 E� ,

~
( )V x

�
�

1
3 0, t � 0 1, ,�

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
äèâèäåíäàìè ìíîãîêðèòåðèàëüíà, òî äëÿ äàííîãî x öåëåñîîáðàçíî ïîñòðîèòü ìíî-

æåñòâà òî÷åê { }(
~

( , ),
~

( , )),V x V xi0 0� � � � , i �1 2 3, , , â êîîðäèíàòàõ «äîõîä-

íîñòü–ðèñê», ãäå ïàðàìåòð � èãðàåò ðîëü âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà ñâåðòêè êðèòåðèåâ
â (14). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ êàæäîãî � � 0 èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Áåë-
ëìàíà (17) ñ r x u y u r x u yi( , , ) ( , , )� � � è íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ~( , )u x � (20), çàòåì äëÿ íàéäåííîãî óïðàâëåíèÿ ~( , )u x � ðåøèòü èíòåã-

ðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ äèâèäåíäîâ
~

( )V x0 (21), âðåìåíè æèçíè
~

( )V x1 (22), äåôèöèòà

â ìîìåíò ðàçîðåíèÿ
~

( )V x2 (23) è âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ
~

( )V x3 (24). Äëÿ ðåàëèçàöèè

ýòîãî ïëàíà âàæíî ýôôåêòèâíî ðåøàòü èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (17), (21)–(24).
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ÌÅÒÎÄ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÛÕ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÉ ÄËß ÐÅØÅÍÈß
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÁÅËËÌÀÍÀ

Ïðèáëèæåííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îäíîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ñòîõàñ-
òè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ñ îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè Áåëëìàíà)
èçó÷àþòñÿ â [33].

×èñëåííî óðàâíåíèÿ (17), (21)–(23) ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé:

V x r x u Y V x u Yk u x k( ) max ( , , ) ( )( )� � � �� �U E E{ }� 1 , V x� �1 0( ) , k � 0 1, , ,� (25)

V x u x V x u x Y
k k
0

1
0( ) ~ ( ) ( ~ ( ) )� � � �
�

�E , V x
�

�
1

0 0( ) , k � 0 1, ,� , (26)

V x V x u x Y
k k
1

1
11( ) ( ~ ( ) )� � � �
�

�E , V x
�

�
1

1 0( ) , k � 0 1, ,� , (27)

V x x u x Y V x u x Y
k k
2

1
20( ) ( min , ~ ( ) ) ( ~ ( ) )� � � � � � �
�

E E{ } � ,

V x
�

�
1

2 0( ) , k � 0 1, ,� , (28)

~
( )

~
( ~( ) ){ ~( ) }V x V x u x Yt x u x Y t

3
0 1

3� � � �� � � �
E1 E� , V x

�
�

1
3 0( ) , k � 0 1, ,� (29)

Èòåðàöèîííûé ìåòîä (25) ïðè óñëîâèÿõ 1–4 è � � 1 ñõîäèòñÿ â ñèëó òåîðåìû
2 è îöåíêè (18) ëåììû 4. Àíàëîãè÷íûå îöåíêè è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïðè
� � 1 íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé x x�[ , ]max0 èìåþò ìåñòî äëÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé {V x
k
i ( ), k � 0 1, , }� , i � 0 1 2 3, , , (ñì. (26)–(29)), ïðè ëþáîì ôèêñè-

ðîâàííîì íåïðåðûâíîì óïðàâëåíèè ~( ) [ , ]u x x� 0 â ñèëó òåîðåìû 2 (äëÿ
U( ) ~ ( )x u x� ).

Ïðè � �1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }V tt
i ( ), , ,� � 0 1 � , i � 2 3, , îãðàíè÷åíû è ìîíî-

òîííî ñõîäÿòñÿ ê ñâîèì ïðåäåëàì { }V i ( )� , íî ñõîäèìîñòü ìîæåò áûòü áîëåå ìåä-

ëåííîé, ÷åì (18), è íåðàâíîìåðíîé. Â ýòîì ñëó÷àå èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè òðå-
áóåò áîëåå òîíêîãî àíàëèçà [21, 22], ïîñêîëüêó îïåðàòîðû â ïðàâîé ÷àñòè ðåêóð-
ðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (28), (29) ìîãóò áûòü íå ñæèìàþùèìè.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè óïðàâëåíèé (16) ê ýêñòðåìàëüíîìó îòîáðàæåíèþ (19).

Ëåììà 5 (ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé (16) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ýêñòðåìàëüíîìó îòîáðàæå-
íèþ (19), à èìåííî, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {x xt � , t � 0 1, ,�} ìíîæåñ-

òâî âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{ }u x tt t( ), , ,� 0 1 � ïðèíàäëåæèòU x* ( ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

v x u r x u Y V x u Yt t� �� � � �1 1( , ) ( , , )
~

( )E E� ,

v x u r x u Y V x u Y( , ) ( , , ) ( )� � � �E E� .

Êàê îòìå÷àëîñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, ôóíêöèè v x ut�1 ( , ),
~

( )V xt ðàâ-

íîìåðíî ñõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ôóíêöèÿì v x u( , ), V x( ). Ïóñòü { }x xt � è

{ }u x u kt tk k
( ) , , , ...� �1 2 . Òàê êàê u x U xt t t tk k k k

( ) ( )*� , èìååì u x xt t tk k k
( ) [ , ]� 0 è

~
( ) ( , )V x v x ut t t t tk k k k k

� �1 . Â ñèëó ñâîéñòâ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè îòñþäà ïîëó÷à-

åì, ÷òî u x�[ , ]0 è
~

( ) ( , )V x v x ut� �1 , ò.å. u U x� * ( ), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÏÀÐÅÒÎ-ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ Â ÇÀÄÀ×Å
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÄÈÂÈÄÅÍÄÎÂ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ïî àïïðîêñèìàöèè ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äèâèäåíäàìè ïî êðèòåðèÿì äîõîäíîñòü–ðèñê. Ñíà÷àëà ìåòîäîì ïî-
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ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàëàñü ñòðóêòóðà
îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé çàäà÷ (8), (9) äëÿ ñâåðòêè êðèòåðèåâ (14). Îêàçà-
ëîñü, ÷òî â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ 0 100� �� è 0 5 1, � ��
îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ èìåþò áàðüåðíûé õàðàêòåð. Çàòåì ñòðîèëèñü àïïðîêñè-

ìàöèè ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ãðàíèö äëÿ ìíîæåñòâ { }( ( , ~ ) / ( ), ( , ~ ) /V x u ñT V x u T
T T
0 1 è

{( ( , ~ ) / ( ),V x u cT
T
0 V x u

T
3 ( , ~ ))}, ãäå óïðàâëåíèÿ èìåþò áàðüåðíî-ïðîïîðöèîíàëü-

íûé âèä ~( )u x � � max ,{ }0 x b� , � � �( , ], [ , ]0 1 0b x , ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàí-
íîì íà÷àëüíîì êàïèòàëå x è ãîðèçîíòå ïëàíèðîâàíèÿ T . Çäåñü íîðìèðóþùèé
ìíîæèòåëü cT èìååò ñìûñë ñîâîêóïíîé ñòðàõîâîé ïðåìèè, ïîëó÷åííîé çà âðå-

ìÿ T . Âåëè÷èíû V x u
T
0 ( , ~ ), V x u

T
1 ( , ~ ) è V x u

T
3 ( , ~ ) íàéäåíû èòåðàöèîííî ñîãëàñíî

ñîîòíîøåíèÿì ñîîòâåòñòâåííî (26), (27) è (29). Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ãðàôèêè
ðàñ÷åòîâ äëÿ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà x �10, ãîðèçîíòà ïëàíèðîâàíèÿ T �100,
ñòðàõîâîé ïðåìèè c �1, è ñëó÷àéíûõ òðåáîâàíèé Y � �{ }1 1, ñ âåðîÿòíîñòÿìè
{ }0 6 0 4. , . . Âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y íà îñíîâå
äàííûõ ñòðàõîâîé ñòàòèñòèêè ðàññìîòðåíû â [23, 34].

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâåäåíû ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû Matlab 8.2 íà
ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå êîíôèãóðàöèè Intel Core i5 3570K (íà øòàòíîé ÷àñòîòå)
8Gb RAM. Âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ íå ïðåâîñõîäèëî íåñêîëüêèõ ñåêóíä.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû àïïðîêñèìàöèè ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ìíî-

æåñòâ â ïëîñêîñòè íîðìèðîâàííîå âðåìÿ æèçíè V T
T
1 / –íîðìèðîâàííûå äèâèäåí-

äû V cT
T
0 / (ðèñ 1, à) è âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ V

T
3–íîðìèðîâàííûå äèâèäåíäû

V cT
T
0 / (ðèñ 1, á).

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íà êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå
ïðè íàëè÷èè äèñêîíòèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ áàðüåðíûå ñòðàòåãèè u x x b( ) max ,� �{ }0
äîìèíèðóþò íàä áàðüåðíî-ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñòðàòåãèÿìè u x x b( ) max ,� �� { }0
ïðè �� 1, îäíàêî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äèñêîíòèðîâàíèÿ áàðüåðíî-ïðîïîðöèîíàëüíûå
ñòðàòåãèè ìîãóò äîìèíèðîâàòü íàä áàðüåðíûìè ñòðàòåãèÿìè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèâè-
äåíäíîé ïîëèòèêîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñ èíòåãðàëüíûìè êðèòåðèÿìè, îáúåäè-
íÿþùèìè ïîêàçàòåëè äîõîäíîñòè è ðèñêà. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè
ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäè-
ìîñòè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â ÷èñëåí-
íûõ ýêñïåðèìåíòàõ âûÿâëåíî, ÷òî îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ â àãðåãèðîâàííîé
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a á

V TT
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îäíîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å èìåþò âèä áàðüåðíîé ñòðàòåãèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àï-
ïðîêñèìàöèè ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà èñïîëüçîâàíû áàðüåðíî-ïðîïîðöèî-
íàëüíûå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íà
êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå ïðè íàëè÷èè äèñêîíòèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ
áàðüåðíûå ñòðàòåãèè äîìèíèðóþò íàä áàðüåðíî-ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñòðàòåãèÿ-
ìè, îäíàêî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äèñêîíòèðîâàíèÿ áàðüåðíî-ïðîïîðöèîíàëüíûå
ñòðàòåãèè ìîãóò äîìèíèðîâàòü íàä ÷èñòî áàðüåðíûìè ñòðàòåãèÿìè.
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Á.Â. Íîðêèí
Ñòîõàñòè÷åñêîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïðîöåññàìè ðèñêà ñ ëèïøèöåâûìè

ôóíêöèÿìè âûèãðûøà
Ðåôåðàò. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äè-

âèäåíäíîé ïîëèòèêîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè â äèñêðåòíîì âðåìåíè ñ îáùåé ëèï-
øèöåâîé ôóíêöèåé âûèãðûøà, âêëþ÷àþùåé èíäèêàòîðû äîõîäíîñòè è ðèñêà.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîçèöèîííûõ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé è îöåíêè ïîêàçàòåëåé
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè îáîñíîâàí ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé Áåëëìàíà. Ïà-
ðåòî-îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî çàäà÷è ÷èñëåííî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
áàðüåðíî-ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîöåññ ðèñêà, ñòðàõîâàíèå, ñòîõàñòè÷åñêîå îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå, äèñêðåòíîå âðåìÿ, ëèïøèöåâûå ôóíêöèè âûèãðûøà, îïòèìàëüíàÿ
äèâèäåíäíàÿ ïîëèòèêà, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé, Ïàðåòî îïòèìàëüíîñòü, áàðüåðíî-ïðîïîðöèîíàëüíûå
ñòðàòåãèè.
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