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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÅ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Àííîòàöèÿ. Ðàçðàáîòàí òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ðåøåíû ìîäåëü-
íûå çàäà÷è: èññëåäîâàíèå êîëëèçèé îòîáðàæåíèé, àíàëèç âû÷èñëèòåëüíîé ñòîéêîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé ïðè óñëîâèè, ÷òî êîëè÷åñòâî àðãóìåíòîâ íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò, è âû÷èñëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñòîéêîñòè ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îòîáðàæåíèé, àíàëèç ñòðóêòóðû êëàññîâ ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðà-
æåíèé, èññëåäîâàíèÿ óñëîâèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ è ñóïåðïîçè-
öèè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñ çàäàííûì íàáîðîì îòîáðàæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, îòîáðàæåíèÿ, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñòîéêîñòü, ñòàòèñ-
òè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îäíîé èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì âíåäðåíèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ïðàêòè-
÷åñêè âî âñå ñôåðû æèçíè ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà ÿâëÿåòñÿ çàùèòà èíôîðìà-
öèè. Èññëåäîâàíèå ýòîé ïðîáëåìû ñòèìóëèðîâàëî ðàçðàáîòêó ìàòåìàòè÷åñêèõ
îñíîâ êðèïòîëîãèè [1–4]. Äàííîå íàïðàâëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî îáúåê-
òîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íûõ
ñòðóêòóð, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ìîäåëåé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è/èëè êîíå÷-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, à ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ — àíàëèç âû÷èñëèòåëü-
íîé ñòîéêîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ. Ïîä ýôôåêòèâíîñòüþ àëãîðèòìà ïîíèìàåòñÿ
åãî ïîëèíîìèàëüíàÿ (âðåìåííàÿ è åìêîñòíàÿ) ñëîæíîñòü, à ïîä âû÷èñëèòåëüíîé
ñòîéêîñòüþ — âûñîêàÿ ñëîæíîñòü ëèáî óñïåøíîé èäåíòèôèêàöèè àëãîðèòìà
(èëè åãî ïàðàìåòðîâ), ëèáî óñïåøíîé èìèòàöèè åãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ.

Ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê àíàëèçó âû÷èñëèòåëüíîé ñòîéêîñòè
àëãîðèòìîâ: äåòåðìèíèðîâàííûé è âåðîÿòíîñòíûé. Ïåðâûé ïîäõîä [3–7] áàçèðó-
åòñÿ íà àíàëèçå ñëîæíîñòè èäåíòèôèêàöèè è/èëè èìèòàöèè èññëåäóåìîãî àëãî-
ðèòìà ñðåäñòâàìè (ò.å. ìîäåëÿìè è ìåòîäàìè) ïðèêëàäíîé òåîðèè àëãîðèòìîâ [8].
Âòîðîé ïîäõîä [2–5, 9, 10], ðàçðàáîòàííûé Ê. Øåííîíîì â [11], ñîñòîèò â îöåíêå
äëÿ äàííîãî îòîáðàæåíèÿ f X Y: � ñëåäóþùèõ äâóõ âåëè÷èí:

� âåðîÿòíîñòè âûáîðà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà y Y� òàêîãî ýëåìåíòà
x X� , ÷òî f x y( ) � ;

� âåðîÿòíîñòè âûáîðà äâóõ òàêèõ ýëåìåíòîâ x x X, � � ( )x x� � , ÷òî èñòèííî
ðàâåíñòâî f x f x( ) ( )� � .

Ïåðâàÿ îöåíêà èñïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå ìåðû ñëîæíîñòè ïðè
èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà íà îñíîâå åãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, âòî-
ðàÿ (åå íàçûâàþò óñòîé÷èâîñòüþ îòîáðàæåíèÿ f ê êîëëèçèÿì) — â êà÷åñòâå ìåðû
ñëîæíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè èìèòàöèîííîé ìîäåëè èññëåäóåìîãî àëãîðèòìà.

Èçâåñòíî, ÷òî ìóëüòèìíîæåñòâàìè [12], îïðåäåëåííûìè íà ìíîæåñòâå S , íà-
çûâàþòñÿ ìíîæåñòâà âèäà R s n s x S� � �{ }( , ( )) | , ãäå S S'� , à n s( )� 	Z ( )s S� � —
êðàòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ýëåìåíòà s â ìóëüòèìíîæåñòâå R.

Îäíèì èç äîñòîèíñòâ âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ âû÷èñëèòåëü-
íîé ñòîéêîñòè àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí äàåò âîçìîæíîñòü âûäåëÿòü îòî-
áðàæåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå è ýêâèâàëåíòíûå â òîì ñìûñëå,
÷òî îíè èìåþò îäíî è òî æå ìóëüòèìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòåé âûáîðà çíà÷åíèé àð-
ãóìåíòà, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò îäèí è òîò æå ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé îáëàñòè
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ. Åñòåñòâåííî íàçâàòü òàêèå îòîáðàæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíûìè. ßñíî, ÷òî îíè èìåþò îäíó è òó æå (ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðå-
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íèÿ) âû÷èñëèòåëüíóþ ñòîéêîñòü. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíûõ îòîáðàæåíèé, îïðåäåëåííûõ íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ, àêòóàëüíî ñ òåî-
ðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé òî÷åê çðåíèÿ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ïîäõî-
äà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ

îòîáðàæåíèé âèäà f X Xl: � ( )l�N , ãäå X (| | )X 
 2 — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß

Ïóñòü X (| | )X 
 2 — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, Fl X( ) ( )l�N — ìíîæåñòâî âñåõ

îòîáðàæåíèé f X Xl: � ,

B a X f af
l( ) | ( )� � �{ }x x ( ( ), )f X a Xl� �F . (1)

Èç (1) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f Xl�F ( ) ( )l�N :
� B af ( ) �� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a f�Val ;
� B a B af f( ) ( )1 2� �� äëÿ âñåõ òàêèõ a a X1 2, � , ÷òî a a1 2� ;

� X B a a fl
f f/ ( ) |ker { Val }� � .

Ïîëîæèì
P f

l
fa X B a( ) | | | ( ) |� 
� ( ( ), )f X a Xl� �F . (2)

Èç (1) è (2) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f Xl�F ( ) ( )l�N :
� P f a( ) [ , ]� 0 1 ( )a X� ;

� P
f

a( ) � 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a f�Val ;

�
a X

f
a

�
� �P ( ) 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f Xl�F ( ) ( )l�N îòîáðàæåíèå
P f X: [ , ]� 0 1 îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè èñòèííû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f Xl�F ( ) ( )l�N âåëè÷èíà

P f a( ) ( )a X� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé íà-

áîð àðãóìåíòîâ b�X l ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

f x x al( , , )1 � � (3)

îò íåèçâåñòíûõ x x Xl1, ,� � .

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f Xl�F ( ) ( )l�N ìíîæåñòâî

óðàâíåíèé { Val }f x x a a fl( , , ) |1 � � � , èìåþùèõ íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé, ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó è òîìó æå áëîêó ðàçáèåíèÿ
( ) /Val kerf

fP , èìååò ìåñòî îäíà è òà æå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàí-

íûé íàáîð b�X l — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3).
Óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ðÿä âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê îòî-

áðàæåíèÿ f Xl�F ( ) ( )l�N ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì âåëè÷èí P f a( )
( )a X� . Ïîýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè âåðîÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè ñâîéñòâ îòîáðà-

æåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó

l

l X

�

�

1

� F ( ) , âàæíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë l l1 2, �N îòîáðàæåíèÿ f Xi li
�F ( ) ( , )i �1 2

íàçîâåì ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà
h X X: � , ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a X� èñòèííî ðàâåíñòâî

P Pf fa h a
1 2

( ) ( ( ))� . (4)
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Ïóñòü K � 	 
( , , )K (| | )K 
 2 — êîíå÷íîå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî
ñ åäèíèöåé, à K inv — ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà K . Îáîç-

íà÷èì F
l

K( ) ( )0 ( )l�N ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îòîáðàæåíèé f x xl( , , )1 � �

� 	 �
�
� a x b Ki i

i

l

l

1

F ( ) , ÷òî a Ki
inv� ( , , )i l�1 � è b K� . Ïîëîæèì F

( ) ( )0 K �

�
�

�

l
l

K

1

0
� F

( ) ( ) .

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîãî êîëüöà

K � 	 
( , , )K (| | )K 
 2 ñ åäèíèöåé ìíîæåñòâî F
( ) ( )0 K ñîñòîèò èç ñòàòèñòè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî ÷èñëó l�N.

Ïóñòü l �1. Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f x a x b K( ) ( )( )
1 1 1 1

0� 	 �F ( ,a K inv
1 �

b K� ) è êàæäîãî ýëåìåíòà a K� èìååì x B a a x b a xf1 1 1 1� � 	 � � �( )

� ��a a b
1

1 ( ), ò.å. | ( ) |B af �1 äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a K� . Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2) âû-

òåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f K�F
1

0( ) ( ) èñòèííû ðàâåíñòâà

P f a K( ) | |� �1 ( )a K� . (5)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ îòîáðàæåíèé f f K1 2 1
0, ( )( )�F ðàâåíñòâî

P Pf fa a
1 2

( ) ( )� èñòèííî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a K� (ò.å. h K K: � — òîæäåñ-

òâåííàÿ ïîäñòàíîâêà). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî F
1

0( ) ( )K ñîñòîèò èç ñòàòèñòè-

÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ÷èñëà l�N ìíîæåñòâî

j

l

j K

�1

0
� F

( ) ( ) ñîñòîèò èç ñòàòèñ-

òè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé.

Ïîñêîëüêó êàæäîå îòîáðàæåíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó

j

l

j K

�2

0
� F

( ) ( ) , ñòà-

òèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó îòîáðàæåíèþ, ïðèíàäëåæàùåìó ìíîæåñòâó

F
1

0( )( )K , äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f K

j

l

j�
�1

0
� F

( ) ( ) èñòèííû ðàâåíñòâà (5).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

j

l

j K

�

	

1

1
0

� F
( ) ( ) ñîñòîèò èç ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåí-

òíûõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå îòîáðàæåíèå,
ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó F

l
K

	1
0( ) ( ), ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó

îòîáðàæåíèþ, ïðèíàäëåæàùåìó ìíîæåñòâó

j

l

j K

�1

0
� F

( ) ( ), ò.å. ÷òî äëÿ êàæäîãî îòî-

áðàæåíèÿ f K
l

�
	

F
1

0( ) ( ) èñòèííû ðàâåíñòâà (5).

Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f x x a x b Kl i i

i

l

l
( , , ) ( )( )

1 1

1

1

1
0

� 	
�

	

	
� 	 �� F (a Ki

inv�

( , , )i l� 	1 1� è b K� ) è êàæäîãî ýëåìåíòà a K� ïîëó÷èì, ÷òî

( , , ) ( )x x B a a x b a x a a b a xl f i i

i

l

i i

i

1 1

1

1

1 1
1

� 	
�

	
�� � 	 � � � � ��

�

	

�
�

�

�
�

�

�

�
�

2

1l

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

B a a a b a x x xf i i

i

l

l( ) , , ,� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

��

�

	

	�1
1

2

1

2 1�
�

�
�
�
�

��

�
�
�

��
	| , ,x x Kl2 1� ( )a K� ,
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ò.å. | ( ) | | |B a Kf
l� äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a K� . Ïîýòîìó èç (2) âûòåêàåò, ÷òî

äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f K
l

�
	

F
1

0( ) ( ) è âñåõ ýëåìåíòîâ a K� èìååì

P f
l

f
l la K B a K K K( ) | | | ( ) | | | | | | |( ) ( )� 
 � 
 �� 	 � 	 �1 1 1, ò.å. äëÿ êàæäîãî îòîáðà-

æåíèÿ f K
l

�
	

F
1

0( ) ( ) èñòèííû ðàâåíñòâà (5), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èòàê, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà l�N ìíîæåñòâî

j

l

j K

�1

0
� F

( ) ( ) ñîñòîèò

èç ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêà-

åò, ÷òî ìíîæåñòâî F F
( ) ( )( ) ( )0

1

0K K

l
l

�
�

�

� ñîñòîèò èç ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ

îòîáðàæåíèé.
Ëåììà äîêàçàíà.
Èçâåñòíî, ÷òî êëàññàìè àññîöèèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà âû÷åòîâ

Z
p pk k� 	 
( , , )Z , ãäå p — ïðîñòîå ÷èñëî, à k �N ( )k 
 2 , ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà

C0 0� { }, C
p

inv
k1 � Z è C pi

i

p

inv
k

� 
 �{ }� �| Z ( , , )i k� �1 1� . Ðàññìîòðèì ïîäìíî-

æåñòâî
~

( ) |F1 Z Z
p p

inv
k k

f� �{ }� � ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé F1 ( )Z pk , ãäå

f x

x C

x C

p x C i ki
i

�

�

( )

, ,

, ,

, ( , ,

�

�

�


 � � �

0

1

1

0

1

åñëè

åñëè

åñëè � 1)

�

�
�

�
�

( )��Z
p

inv
k . (6)

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî êîëüöà âû÷åòîâ Z p p
k k� 	 
( , , )Z , ãäå p — ïðîñòîå

÷èñëî, à k �N ( )k 
 2 , ìíîæåñòâî
~

( )F1 Z pk ñîñòîèò èç ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåí-

òíûõ îòîáðàæåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (6) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ

f pk� �
~

( )F1 Z ( )��Z
p

inv
k èñòèííî ðàâåíñòâî

B a

C a

C a

C a p i kf
i

i� �
( )

, ,

, ,

, ( , ,
�

�

�

� 
 �

0

1

0

1

1

åñëè

åñëè

åñëè � �

� �  
 � �

�

�

�
�

�

�
�

1

0 1 1 1

),

, \ ( , | , , ).åñëè { } { }a p i kp
i

kZ � �

Èç (2) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f K�F
1

0( ) ( )

P f

p

p
a

C a

C a

k

k

�
( )

| | | , ,

| | | | , ,

|
�


 �


 �

�

�

| Z

Z

1
0

1
1

0

1

åñëè

åñëè

Z

Z

p i
i

p

k

k

C a p i k

a

| | | , ( , , ),

, \ ( ,

� 
 � 
 � �

�

1 1 1

0 0

åñëè

åñëè {

� �

1 1 1} { } 
 � �

�

�

�
��

�

�
�
� � p i ki | , , ).�

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ îòîáðàæåíèé f f pk� �1 2 1,
~

( )�F Z ( , )� �1 2 �Z
p

inv
k

èñòèííû ðàâåíñòâà
P Pf f pk C

� �1 2
0 0 1

0( ) ( ) | | | | ,� � 
�Z

P Pf f pk C
� �1 2

1 1 1
1( ) ( ) | | | |� � 
�Z ,

P Pf
i

f
i

p ip p Ck
� �

� �
1 2

1 2
1( ) ( ) | | | |
 � 
 � 
�Z ( , , )i k� �1 1� ,

P Pf fa a
� �1 2

0( ) ( )� � a p i kp

j

j
i

k�  
 � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

Z \ , | , ,{ } { }0 1 1 1

1

2

� �� .
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîäñòàíîâêè h p pk k� �1 2, : Z Z� , îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì

h a

a a p i ki

� �

� � �

1 2

2 1
1

1 1 1

, ( )

, ( , , ),

�

�

�

�
�

�

�
�


 
 � 
 � �� åñëè �

� � �1 2
1

2

1

2

1 1
 
 � 
 � �

�

�

�

a a p i k

a a

i

p
j

k

, ( , , ),

, \

åñëè

åñëè

�

�Z { | , , },� i
ip i k
 � �1 1�

ðàâåíñòâî P Pf fa h a
� � � �

1 2 1 2
( ) ( ( )),� èñòèííî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a pk�Z .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
~

( )F
1

Z pk ñîñòîèò èç ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåí-

òíûõ îòîáðàæåíèé.

Ëåììà äîêàçàíà.

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ Ê ÊÎËËÈÇÈßÌ

Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f Xl�F ( ) ( )l�N îáîçíà÷èì
�
P f (

�
P f ) âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ïðè âûáîðå ñ âîçâðàùåíèåì (áåç âîçâðàùåíèÿ) äëÿ ñëó÷àéíî âû-

áðàííûõ íàáîðîâ b b1 2, �X l âûïîëíåíî óñëîâèå b b1 2� è f f( ) ( )b b1 2�

(óñëîâèå f f( ) ( )b b1 2� ).

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f Xl�F ( ) ( )l�N èñòèííû ðàâåíñòâà

�
P Pf

l
f

a f

lX a X� 	
�

�
�� �

�

�
��

� �

�

��( | | ) ( ) | |1 1 2

Val

, (7)

�
P Pf

l
f

a f

lX a X� �
�

�
�� �

�

�
��

� �

�

��( | | ) ( ) | |1 1 2

Val

. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå f Xl�F ( ) ( )l�N .

Åñëè îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð ñ âîçâðàùåíèåì, òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
a f�Val âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî b b1 2� è f f a( ) ( )b b1 2� � äëÿ ñëó÷àéíî âû-

áðàííûõ íàáîðîâ b b1 2, �X l , èìååò âèä

�
P f B a X

la C C X
f

l
( ) ( | | )

| ( ) | | |
� 	 �2 2 1, (9)

ãäå Cn
m — ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòàì.

Åñëè îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð áåç âîçâðàùåíèÿ, òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
a f�Val âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî f f a( ) ( )b b1 2� � äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ íà-

áîðîâ b b1 2, �X l , èìååò âèä

�
P f B a X

a C C
f

l
( ) ( )

| ( ) | | |
� �2 2 1. (10)

Èç (2) è (9) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a f�Val

�
P f

f f

l l

f
a

B a B a

X X

B a
( )

, | ( ) | ( | ( ) | )

, | | | (| | )

| (
�

�

	
�

0 5 1

0 5 1

) |

| |

| ( ) |

| | | | | |X

B a

X X Xl

f

l l l
�

�

�

�
�

�

�

�
�
	

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
1

1
1

1

� � 	� � �
P Pf f

l la a X X( )( ( ) | | )( | | )1 1. (11)

Èç (2) è (10) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a f�Val

�
P f

f f

l l

f
a

B a B a

X X

B a
( )

, | ( ) | (| ( ) | )

, | | | (| | )

| (
�

�

�
�

0 5 1

0 5 1

) |

| |

| ( ) |

| | | | | |X

B a

X X Xl

f

l l l
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
1

1
1

1

� � �� � �
P Pf f

l la a X X( )( ( ) | | )( | | )1 1. (12)
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Ïîñêîëüêó
� �
P P

f
a f

f
a�

�
�
Val

( ) , âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (11), ïîëó÷èì

�
P P Pf f f

l l

a f

a a X X� � 	 �� � �

�
� ( )( ( ) | | )( | | )1 1

Val

� 	
�

�
�� �

�

�
�� �

�

�

�
� �( | | ) ( ) | | ( )1 1 2X a X al

f
a f

l
f

a f

P P

Val Val
� �

� 	
�

�
�� � 


�

�
�� �

� �

�

��( | | ) ( ) | |1 11 2X a Xl
f

a f

l
P

Val

� 	
�

�
�� �

�

�
��

� �

�

��( | | ) ( ) | |1 1 2X a Xl
f

a f

l
P

Val

,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîñêîëüêó
� �
P P

f f

a f

a�
�
�
Val

( ), âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (12), ïîëó÷èì

�
P P Pf f f

l l

a f

a a X X� � � �� � �

�
� ( )( ( ) | | )( | | )1 1

Val

� �
�

�
�� �

�

�
�� �

�

�

�
� �( | | ) ( ) | | ( )1 1 2X a X al

f
a f

l
f

a f

P P

Val Val
� �

� �
�

�
�� � 


�

�
�� �

� �

�

��( | | ) ( ) | |1 11 2X a Xl
f

a f

l
P

Val

� �
�

�
�� �

�

�
��

� �

�

��( | | ) ( ) | |1 1 2X a Xl
f

a f

l
P

Val

,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f Xl�F ( ) ( )l�N èñòèííû íåðàâåíñòâà

�
P f

l lX f X
 	 �� � � �( | | ) ( | | | | )1 1 1Val , (13)

�
P f

l lX f X
 � �� � � �( | | ) (| | | | )1 1 1Val . (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà n�N ( )n 
 2 , åñëè âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ 0 1! !ui ( , , )i n�1 � è ui

i

n

�
� �

1

1, òî âûðàæåíèå ui

i

n
2

1�
� ïðèíèìàåò íà-

èìåíüøåå çíà÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u ni �
�1 äëÿ âñåõ i n�1, ,� . Ñëå-

äîâàòåëüíî, âûðàæåíèå P
f

a f

a2 ( )

�
�
Val

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà P f a f( ) | |� �Val 1 äëÿ âñåõ a f�Val . Ïðè ýòîì

P
f

a f a f

a f f f2 2 2( ) | | | | | | |

� �

� �� �� � 
 �
Val Val

Val Val Val Val f | �1.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâ (7) è (8) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâà (10) è (11) èñòèííû
äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f Xl�F ( ) ( )l�N .

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÀß ÑÒÎÉÊÎÑÒÜ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Ïðè àíàëèçå çàäà÷ çàùèòû èíôîðìàöèè ïîä ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà A åñòåñ-
òâåííî ïîíèìàòü âåëè÷èíó max ,{ }T VA A , ãäå TA è VA — ñîîòâåòñòâåííî âðåìÿ
è îáúåì ïàìÿòè, íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó A . Äåé-
ñòâèòåëüíî, áûñòðûé àëãîðèòì A , ïðèìåíÿåìûé äëÿ çàùèòû èíôîðìàöèè, õà-
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ðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî âåëè÷èíà max ,{ }T VA A îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì
íåâûñîêîé ñòåïåíè îò ðàçìåðà âõîäà. Ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì A (åñëè òàêîé
ñóùåñòâóåò) àòàêè íà àëãîðèòì çàùèòû èíôîðìàöèè õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî
âåëè÷èíà max ,{ }T VA A îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì îò ðàçìåðà âõîäà.

Èçâåñòíî, ÷òî ìîäåëüíîé çàäà÷åé çàùèòû èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïî ìîùíîñòè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè îòîáðàæåíèé f Xl l�F ( ) ( )l�N , ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ (âîç-

ìîæíî, îòêðûòîãî) êëþ÷à a X� ïî ñåêðåòíîìó êëþ÷ó b�X l . Îöåíèì âû÷èñëè-
òåëüíóþ ñòîéêîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíî àòàê,
ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ, ïðè âûïîëíåíèè
ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé.

Óñëîâèå 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû c c1 2 11 1, [ ; ]� � � ( )c c1 2! , ãäå �1 —

äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè l�N èñòèííû
íåðàâåíñòâà

c X f c Xl1 2| | | | | |" "Val . (15)

Óñëîâèå 2. Ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû c c3 4 2 21 1, [ ; ]� � 	� � ( )c c3 4! , ãäå

�2 — äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè l�N
äëÿ âñåõ a f l�Val èñòèííû íåðàâåíñòâà

c f a c fl f ll3
1

4
1| | ( ) | |Val Val� �" "P . (16)

Ëåììà 3. Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f Xl l�F ( ) ( )l�N âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ 1 è 2, òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè l�N èñòèííû íåðàâåíñòâà

(1 (12
1� " " � 	� � �� � �) | | ( ) ( ) ) | |X a Xfl

1
1 2

11P . (17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f Xl l�F ( )

( )l�N âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 è 2.

Èç íåðàâåíñòâ (15) âûòåêàåò, ÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè l�N

c X f c Xl2
1 1 1

1
1 1� � � � �" "| | | | | |Val . (18)

Èç íåðàâåíñòâ (16) è (18) âûòåêàåò, ÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè l�N

c c X a c c Xfl2
1

3
1

1
1

4
1� � � �" "| | ( ) | |P . (19)

Òàê êàê c c1 2 11 1, [ ; ]� � � è c c3 4 2 21 1, [ ; ]� � 	� � , òî c c
2

1
3 21� 
 � � è 0

1
1

4! "�c c

" � 	�( ) ( )1 11
1

2� � . Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèìè íåðàâåíñòâàìè èç (19), ïîëó÷èì,

÷òî íåðàâåíñòâà (17) èñòèííû ïðè êàæäîì çíà÷åíèè l�N .

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f Xl l�F ( ) ( )l�N âûïîëíåíû

óñëîâèÿ 1 è 2, òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè l�N èñòèííû íåðàâåíñòâà

( | | ) (( ) ( ) | | | | )1 1 11
2

2
1

1	 � � � " "� � � �X X Xl l
fl

� �
�
P

" 	 � 	 �� � � � �( | | ) (( ) ( ) | | | | )1 1 11
1

2
2

2 1X X Xl l� � , (20)

( | | ) (( ) ( ) | | | | )1 1 11
2

2
1

1� � � � " "� � � �X X Xl l
fl

� �
�
P

" � � 	 �� � � � �( | | ) (( ) ( ) | | | | )1 1 11
1

2
2

2 1X X Xl l� � . (21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f Xl l�F ( )

( )l�N âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 è 2.

Èç íåðàâåíñòâ (17) âûòåêàåò, ÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè l�N

(1 (12
2 2

2
2� " " � 	� � �� � �) | | ( ) ( ) ) | |X a X

fl

2 2
1

21P .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êàæäîì çíà÷åíèè l�N

(1 Val (12
2

Val

2
2� " " � 	�

�

��� � �) | | | | ( ) ( ) )X f al f
a f

l

l

2 2
11P

2 Val| | | |X fl
�2 . (22)

Ïîäñòàâèâ â (22) íåðàâåíñòâà (15), ïîëó÷èì, ÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè l�N

(1 (12
2

Val

2
2

2� " " � 	�

�

��� � �) | | ( ) ( ) ) |c X a c X
f

a f
l

l

1
1 2

1 21P |�1. (23)

Òàê êàê c c1 2 11 1, [ ; ]� � � , òî c1 11
 � � è 0 12! "c . Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèìè
íåðàâåíñòâàìè èç (23), ïîëó÷èì, ÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè l�N

(1 (1 (12
2

1

Val

2
2

2� � " " � 	�

�

��� � � �) ) | | ( ) ( ) )X a
f

a f
l

l

1 2
11P | |X �1. (24)

Èç (24) è (7), (8) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâà (20) è (21) èñòèííû ïðè êàæäîì
çíà÷åíèè l�N .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç òåîðåìû 2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî èñòèííî ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f Xl l�F ( ) ( )l�N âûïîëíåíû

óñëîâèÿ 1 è 2, òî èñòèííû íåðàâåíñòâà

( ) ( ) | | lim ( ) ( ) | |1 1 1 12
2

1
1

1
2

2
2 1� � " " � 	�

��

� �� � � �X X
l

fl

�
P , (25)

( ) ( ) | | lim ( ) ( ) | |1 1 1 12
2

1
1

1
2

2
2 1� � " " � 	�

��

� �� � � �X X
l

fl

�
P . (26)

ßñíî, ÷òî åñëè f X
l l
( ) ( )1 �F ( )l�N è f X

l l
( ) ( )2 �F ( )l�N — òàêèå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè îòîáðàæåíèé, ÷òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ l�N îòîáðàæåíèÿ f
l
( )1 è f

l
( )2 ñòà-

òèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò îäíó è òó æå âû÷èñëè-
òåëüíóþ ñòîéêîñòü îòíîñèòåëüíî àòàê, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ âåðîÿò-
íîñòíûõ ìåòîäîâ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ çàäà÷ çàùèòû èíôîðìàöèè àêòóàëüíî
èññëåäîâàíèå êëàññîâ ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé f Xl�F ( ) ( )l�N .

ÊËÀÑÑÛ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Ãîâîðÿò, ÷òî ðàçáèåíèå n -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà èìååò òèï ( , , )k kn1 �

( )ik ni

i

n

�
�
�

1

, åñëè îíî ñîäåðæèò k i ( , , )i n�1 � i -ýëåìåíòíûõ áëîêîâ. Îïðåäå-

ëèì àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèå äëÿ îòîáðàæåíèé f Xl�F ( ) ( )l�N .

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå f Xl�F ( ) ( )l�N èìååò òèï ( , , )
| |

k k
X l1 � ,

åñëè ôàêòîð-ìíîæåñòâî X B a a fl
f f/ ( ) |ker { Val }� � , ðàññìàòðèâàåìîå êàê ðàç-

áèåíèå ìíîæåñòâà X l , èìååò òèï ( , , )
| |

k k
X l1 � .

Èç îïðåäåëåíèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ f Xl�F ( ) ( )l�N , èìåþ-

ùåãî òèï ( , , )
| |

k k
X l1 � , èñòèííî ðàâåíñòâî k fi

i

X l

�
�
� | |

| |

Val

1

. Ïîýòîìó òèïàìè

îòîáðàæåíèé f Xl�F ( ) ( )l�N ÿâëÿþòñÿ òàêèå è òîëüêî òàêèå íàáîðû

( , , )
| |

k k
X l1 � , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

� k i � 	Z äëÿ âñåõ i X l�1, , | |� ;

� ik Xi
l

i

X l

�
�
� | |

| |

1

;

� 1

1

" "
�
� k Xi

i

X l

| |

| |

.
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Òåîðåìà 3. Îòîáðàæåíèÿ f f Xl1 2, ( )�F ( )l�N ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè ýê-

âèâàëåíòíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèÿ f1 è f 2 èìåþò îäèí
è òîò æå òèï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî l�N .

Ïóñòü f f Xl1 2, ( )�F — ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêà-
æåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f1 è f 2 èìåþò îäèí è òîò æå òèï.

Ïîñêîëüêó f f Xl1 2, ( )�F — ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå îòîáðàæåíèÿ, ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà h X X: � , ÷òî ðàâåíñòâî P Pf fa h a

1 2
( ) ( ( ))� èñòèííî

äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a X� . Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåí-
òîâ a f�Val

| | | ( ) | | | | ( ( )) | | ( ) | | ( (X B a X B h a B a B h al
f

l
f f f

� �
 � 
 � �
1 2 1 2

)) | .

Òàê êàê | ( ) | | |B a Xf
l

a f
1

1

�
�
�
Val

, h X X: � — ïîäñòàíîâêà è | ( ) |B af1
�

� | ( ( )) |B h af2
äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a f�Val 1, òî | ( ( )) | | |B h a Xf

l

a f
2

1

�
�
�
Val

. Ïîýòîìó

Val { Val }f h a a f2 1� �( ) | . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðàçáèåíèÿ X l
f/ ker 1
�

� �{ Val }B a a ff1 1( ) | è X B h a a f B b b fl
f f f/ ( ( )) | ( ) |ker { Val } { Val }
2 2 21 2� � � �

ìíîæåñòâà X l èìåþò îäèí è òîò æå òèï, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f f Xl1 2, ( )�F èìåþò îäèí è òîò æå òèï ( , , )
| |

k k
X l1 � .

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f
1

è f 2 ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè.

Ïîëîæèì I i X kf f
l

i1 2
1 0, , , | | |� � �{ { } }� . Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà i I f f�

1 2, ïî-

ñòðîèì k i -ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà S i a X B a if1 1
( ) | | ( ) |� � �{ } è S i2 ( ) �

� � �{ }b X B b if| | ( ) |
2

. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâà S i1 ( ) ( ),i I f f�
1 2

è S i2 ( ) ( ),i I f f�
1 2

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Çàôèêñèðóåì òàêèå áèåêöèè h S i S ii : ( ) ( )1 2� ( ),i I f f�
1 2

, ÷òî h a ai ( ) � äëÿ

âñåõ a S i S i� �1 2( ) ( ) è îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêó h X X: � ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h a

h a a S i S i i Ii f f

( )

( ), ( ) \ ( ) ,

�

� �åñëè äëÿ íåêîòîðîãî1 2 1 2

1 2

1
2 1

,

( ), ( ) \ ( ) ,h a a S i S i i Ii f f
� � �åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ,

a

�

�
�

�
�

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ S i1 ( ) ( ),i I f f�
1 2

, S i2 ( ) ( ),i I f f�
1 2

, áèåêöèé hi

( ),i I f f�
1 2

è ïîäñòàíîâêè h X X: � , âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî | ( ) | | ( ( )) |B a B h af f1 2
�

èñòèííî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a X� . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî P Pf fa h a
1 2

( ) ( ( ))�
èñòèííî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a X� , ò.å. îòîáðàæåíèÿ f1 è f 2 ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà l�N ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà

Fl X( ) íà êëàññû ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé èìååò âèä

�( , ) ( , , ) | ( , , | | ) &
| |

|

X l C k k k i X ik
X i

l
i

i

X

l�
�
�
�

� �	
�

1
1

1� �Z
| l

� � | | & | |

| |

X k Xl
i

i

X l

1

1

" "
�
�
��

� ,

ãäå C k k
X l( , , )

| |1
� — ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé f Xl�F ( ) , èìåþùèõ òèï

( , , )
| |

k k
X l1 � .

Òåîðåìà 4. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà l�N ðàâåíñòâà

| ( , , ) |
| | ! ( | | )!

| |

| |
| |

C k k
X X

X k

X

l

i

i

X
l

l1

1

� �



�
�

�

�
�

�

�

�
�

�
� ! (( !) !)

| |



�
#
i

X
k

i

l

ii k

1

(27)
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èñòèííû äëÿ âñåõ òàêèõ íàáîðîâ ( , , )
| |

k k
X l1 � , ÷òî k i � 	Z ( , , | | )i X l�1 � ,

ik Xi
l

i

X l

�
�
� | |

| |

1

è 1

1

" "
�
� k Xi

i

X l

| |
| |

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî l�N è òàêîé íàáîð ( , , )
| |

k k
X l1 � , ÷òî

k i � 	Z ( , , | | )i X l�1 � , ik Xi
l

i

X l

�
�
� | |
| |

1

è 1

1

" "
�
� k Xi

i

X l

| |
| |

.

Îáîçíà÷èì B k k
X l( , , )

| |1 � ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X l , èìåþ-

ùèõ òèï ( , , )
| |

k k
X l1 � , è ïîëîæèì S F( ) ( ) | /� �� � �{ }erf X Xl

l
k f

( ( , , ))
| |

��B k k
X l1 � .

Òàê êàê { }S( ) | ( , , )
| |

� ��B k k
X l1 � — ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà C k k

X l( , , )
| |1 � ,

òî
| ( , , ) | | ( ) |

| |
( , , )

| |

C k k
X

B k k

l

X l

1

1

�

�

�
�
�

�

�S . (28)

Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ��B k k
X l( , , )

| |1 � ÷èñëî | ( ) |S � ðàâíî ÷èñëó âñåõ

áèåêöèé ôèêñèðîâàííîãî | / |X l
fker -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà âñåâîçìîæíûå

k i

i

X l

�
�

1

| |

-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X . Ñëåäîâàòåëüíî,

| ( ) |
| | !

| | !
| |

S � �

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

X

X ki

i

X l

1

( ( , , ))
| |

��B k k
X l1 � .

(29)

×èñëî âñåõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, èìåþùèõ òèï ( , , )k kn1 �

( )ik ni

i

n

�
�
�

1

, ðàâíî
n

i k

i

n
k

i
i

!

( !) !

�
#

1

. Ñëåäîâàòåëüíî,

| ( , , ) |
( | | )!

( !) !

| | | |
B k k

X

i k

X

l

i

X
k

i

l
l

i

1

1

� �

�
#

. (30)

Èç (28)–(30) âûòåêàåò, ÷òî

| ( , , ) | | ( ) |
| | !

| |

| |
( , , )

| |

C k k
X

X k

X
B k k

i

i

l

X l

1

1

�

�

� �

�
�
�

�

�S

�

�
�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

1

1
| |( , , )

| |

XB k k
l

X l� �

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�


 �

�

�
�

�
| | !

| |

| |!

| | ( , , )
| |

X

X k

X

i

i

X B k k
l

X l

1

1

1

� �
| |

| ( , , ) |
| |

| |

X k

B k k

i

i

X
Xl

l

�
�

�

�
�

�

�

�
�


 �

�
�

1

1 �

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�




� �
� #

| | !

| | !

( | | )!

(( !)
| | | |

X

X k

X

ii

i

X

l

i

X
k

l l

1 1

i

l l

k

X X

X ki

l

i

i

X

i

X

!)

| | ! ( | | )!

| | !
| | | |

�



�
�

�

�
�

�

�

�
�



� �
� #

1 1

(( !) !)i k
k

i
i

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà l�N ÷èñëî n lc c3 4, ( ) îòîáðàæåíèé

f Xl l�F ( ) , èìåþùèõ òèï ( , , )
| |

k k
X l1 � è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1, ðàâíî

n l
X X

X j i k

c c

l

i

X
k

i

l

i

3 4

1

,
| |

( )
| | ! ( | | )!

( | | )! (( !) !)

�



� 

�
#$ %

& '

j c X

c X

�
�

1

2

| |

| |

. (31)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f Xl l�F ( ) ( )l�N , èìåþùåãî

òèï ( , , )
| |

k k
X l1 � , èñòèííî ðàâåíñòâî k fi

i

X l

�
�
� | |
| |

Val

1

. Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâ

(15) è ðàâåíñòâà (27) âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (31) èñòèííî.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

ÑÓÏÅÐÏÎÇÈÖÈÈ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Ïóñòü f Xm�F ( ) ( )m�N è � i l X�F ( ) ( )l�N äëÿ âñåõ i m�1, ,� . Ñóïåðïîçè-
öèÿ îòîáðàæåíèÿ f t tm( , , )1 � è íàáîðà îòîáðàæåíèé � i lx x( , , )1 � ( , , )i m�1 �

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì g x x f x x x xl l m l( , , ) ( ( , , ), , ( , , ))1 1 1 1� � � �� � � .

ßñíî, ÷òî äëÿ ñóïåðïîçèöèè g Xl�F ( ) ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f Xm�F ( ) è ëþáî-
ãî íàáîðà îòîáðàæåíèé � i l X�F ( ) ( , , )i m�1 � èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Va Vall g f� .
Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî èñòèííî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3. Ñóïåðïîçèöèÿ g Xl�F ( ) îòîáðàæåíèÿ f Xm�F ( ) è íàáîðà

îòîáðàæåíèé � i l X�F ( ) ( , , )i m�1 � íå ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé
îòîáðàæåíèþ f , åñëè Val Valg f( .

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà äëÿ ñóïåðïîçèöèè g Xl�F ( ) îòîáðàæåíèÿ
f Xm�F ( ) è íàáîðà îòîáðàæåíèé � i l X�F ( ) ( , , )i m�1 � èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Va Vall g f� . (32)

Ðàçáèåíèå � ��
�i

m
lX

i

1

� ( / )ker ìíîæåñòâà X l óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

( , , ) ( , , )( ) ( ( , , ), , ( , ,a a a a a a a al l l m l1 1 1 1 1� � � � �) � � �� � � )) �

� � � � �( ( , , ), , ( , , ))� �1 1 1a a a al m l� � � . (33)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå � �: � X ñëåäóþùèì îáðàçîì: �( )C b� ( )C ��
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ( ( , , ), , ( , , )) ( )� �1 1 1a a a a B bl m l f� � � � äëÿ íåêî-
òîðîãî (à â ñèëó (33) äëÿ êàæäîãî) íàáîðà ( , , )a a Cl1 � � . Ïîëîæèì
S b C C b( ) | ( )� � �{ }� � ( )b X� .

Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ � è ìíîæåñòâ S b( ) ( )b X� âûòåêàåò, ÷òî èñ-
òèííû ðàâåíñòâà

B b Cg

C S b

( )

( )

�
�
� ( )b X� . (34)

Èñõîäÿ èç ðàâåíñòâ (32) è (34) ïîëó÷àåì, ÷òî

Pg

C S b

l
b

C

X
b f

b f

( )

| |

| |
, ,

, .

( )
� �

*

�

�
��

�

�
�

åñëè Val

åñëè Val0
�
�

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f è ñóïåðïîçèöèÿ g ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåí-
òíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà h f f: Val Val� ,
÷òî èñòèííû ðàâåíñòâà

| |

| |

| ( ) |

| |

( ( ))

C

X

B a

X

C S h a

l

f

m

�
�

� ( )a f�Val ,

ò.å. ðàâåíñòâà

C S h a

l m
fC X B a

�

�� �
( ( ))

| | | | | ( ) | ( )a f�Val . (35)

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà (35) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðèòåðèé ñòàòèñòè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ f Xm�F ( ) è ñóïåðïîçèöèè g Xl�F ( ) îòîáðàæå-
íèÿ f è íàáîðà îòîáðàæåíèé � i l X�F ( ) ( , , )i m�1 � ïðè óñëîâèè, ÷òî
Val Valg f� .
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçðàáîòàí ôðàãìåíò òåîðèè, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé âèäà f X Xl: � ( )l�N ,

ãäå X ( | | )X 
 2 — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ðåøåíû îñíîâíûå ìîäåëüíûå çàäà÷è:

èññëåäîâàíèå êîëëèçèè îòîáðàæåíèé, àíàëèç âû÷èñëèòåëüíîé ñòîéêîñòè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå ÷èñëà ïåðåìåííûõ

è âû÷èñëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñòîéêîñòè ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè îòîáðàæåíèé, àíàëèç ñòðóêòóðû êëàññîâ ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ

îòîáðàæåíèé, èññëåäîâàíèå óñëîâèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè îòîáðàæå-

íèÿ è ñóïåðïîçèöèè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñ çàäàííûì íàáîðîì îòîáðàæåíèé.

Îäíèì èç íàïðàâëåíèé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå è äå-

òàëüíàÿ îòðàáîòêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ âåêòîðíûõ îòîáðàæåíèé âèäà

f � ( , , )f f n1 � , ãäå f X Xi
l: � ( )l�N äëÿ âñåõ i n�1, ,� .

Â ðàáîòå ïðèâåäåíî äâà ïðèìåðà ìíîæåñòâ ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ îòî-

áðàæåíèé íàä êîíå÷íûìè àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè ñïåöèàëüíîãî

âèäà. Ïîñòðîåíèå íåòðèâèàëüíûõ ìíîæåñòâ ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðà-

æåíèé íàä êîíå÷íûì àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñïåöèàëüíîãî âèäà (â ÷àñòíîñòè, äëÿ

ìàòðè÷íîãî êîëüöà íàä êîíå÷íûì ïîëåì) è ðåøåíèå äëÿ íèõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå

ìîäåëüíûõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âòîðîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ çàùèòû èíôîðìàöèè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ðåêóððåíòíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà x f x xn l n l n	 	 �� ( , , )1 � ( )n�N , ãäå l�N — ôèêñèðî-

âàííîå ÷èñëî. Ïîýòîìó äåòàëüíàÿ îáðàáîòêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðåêóð-

ðåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óêàçàííîãî âèäà àêòóàëüíà ñ òåîðåòè÷åñêîé è ïðè-

êëàäíîé òî÷åê çðåíèÿ. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåòüå íàïðàâëå-

íèå èññëåäîâàíèé.
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