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Àííîòàöèÿ. Ïîêàçàíî, êàê ïîèñê îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â ðàìêàõ òåîðèè îæèäàåìîé ïî-
ëåçíîñòè ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé ìåðû ðèñêà. Ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ïîëèýä-
ðàëüíûõ êîãåðåíòíûõ ìåð ðèñêà ïîèñê îïòèìàëüíûõ ïîðòôåëüíûõ ðåøåíèé â ïîëó÷åííûõ
çàäà÷àõ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîáëåì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè, ïîëèýäðàëüíàÿ êîãåðåíòíàÿ ìåðà ðèñêà,
Conditional Value-at-Risk, ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ðèñêà, îïòèìèçàöèÿ ïîðòôåëÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì [1]. Çäåñü îïèñàíî èñïîëüçîâàíèå
àïïàðàòà ïîëèýäðàëüíûõ êîãåðåíòíûõ ìåð ðèñêà (ÏÊÌÐ) äëÿ ïîèñêà
îïòèìàëüíûõ ïîðòôåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ïðîáëåì, îáóñëîâëåííûõ ïðèìåíå-
íèåì òåîðèè îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Ðàññìîòðåíà âçàèìîñâÿçü ýòîé òåîðèè è
ìåð ðèñêà. Â ÷àñòíîñòè, îíà èçó÷åíà äëÿ òåîðèè îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè (ïðè
íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè) è äëÿ äâîéñòâåííîé òåîðèè âûáî-
ðà. Ïîèñê îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ òàêèõ ïðîáëåì ñ íåïðåðûâíî ðàñïðåäå-
ëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè (ñ.â.) ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ñîîòâåòñòâó-
þùåé ñïåêòðàëüíîé ìåðû ðèñêà.

Èçó÷åíû äèñêðåòíûå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñïåêòðàëüíûõ ìåð
ðèñêà, â êîòîðûõ íåïðåðûâíûå ñ.â. àïïðîêñèìèðóþòñÿ äèñêðåòíûìè ðàñïðåäåëå-
íèÿìè ñ êîíå÷íûì íàáîðîì ñîáûòèé-ñöåíàðèåâ. Ïîêàçàíî, êàê ïðîáëåìà ìèíè-
ìèçàöèè ñïåêòðàëüíîé ìåðû ðèñêà ïîðòôåëÿ äëÿ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â.
ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ).

Ðàññìîòðåíà îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü â ðîáàñòíîé ïîñòàíîâêå Ãèëáîà–Øìåé-
äëåðà. Ïðîáëåìû ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ïîðòôåëüíûõ ðåøåíèé â ýòîé ïîñòàíîâêå
äëÿ êîíå÷íûõ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â. òîæå ñâåäåíû ê ñîîòâåòñòâóþùèì
ïðîáëåìàì ËÏ. Ýòî ñäåëàíî äëÿ ñëó÷àÿ ïîëèýäðàëüíîãî ìíîæåñòâà íåîïðåäåëåí-
íîñòè îòíîñèòåëüíî ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé è êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ïî-
ëåçíîñòè, à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ ãëàäêîé ñòðîãî âîãíóòîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè è
íåòî÷íûõ ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé.

1. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÎÆÈÄÀÅÌÎÉ ÏÎËÅÇÍÎÑÒÈ

Òðàäèöèîííî â ôèíàíñîâûõ ïðèëîæåíèÿõ âûáîð ðåøåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî
ñîîòíîøåíèþ âîçíàãðàæäåíèå–ðèñê, â êîòîðîì ðåøåíèÿ îöåíèâàþòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ íåêîòîðûõ ôóíêöèé âîçíàãðàæäåíèÿ è ðèñêà. Â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ
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Ìàðêîâèöà â ýòîì êà÷åñòâå èñïîëüçîâàëèñü ñðåäíÿÿ äîõîäíîñòü è äèñïåðñèÿ
[2] (ïîëóäèñïåðñèÿ [3]), íûíå äëÿ îöåíêè ðèñêà èñïîëüçóþòñÿ áîëåå ñîâðåìåí-
íûå ìåðû (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âûáîðîì îïòèìàëüíîãî
ïî ñîîòíîøåíèþ âîçíàãðàæäåíèå–ðèñê ðåøåíèÿ èíâåñòîð íåÿâíî ìàêñèìèçè-
ðóåò íåêîòîðóþ ñâîþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè.

Äðóãîé ïîäõîä, áîëåå áëèçêèé ê ýêîíîìè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì, ñâÿçàí
ñ îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè ïîëåçíîñòè â ÿâíîì âèäå è ïðåäïîëàãàåò îöåíêó ðåøå-
íèé â ýòîé ïðåîáðàçîâàííîé øêàëå ïîëåçíîñòè. Èäåè Áåðíóëëè î ïðåäïî÷òåíèè
íà ìíîæåñòâå ëîòåðåé [4] ëåãëè â îñíîâó òåîðèè îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Íåéìàí
è Ìîðãåíøòåðí ïðåäëîæèëè äëÿ íåå àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä [5], êîòîðûé ðàç-
âèë è çàâåðøèë Ñýâèäæ [6], ñôîðìóëèðîâàâøèé óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðåäïî÷òå-
íèÿ íà ìíîæåñòâå ñ.â. îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè u(. ) ïî íå-
êîòîðîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P. Íàïðèìåð, äëÿ ñ.â. X è Y :

X Y P u E u X E u YP P� � � �, (. ) : [ ( )] [ ( )] , (1)

ãäå EP [. ] — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P.
Îäíàêî, êàê âïîñëåäñòâèè ïîêàçàëè ïàðàäîêñû Àëå [7] è Ýëëñáåðãà [8], òà-

êàÿ ìîäåëü íåñîâåðøåííà. Ïîçäíåå ïàðàäîêñ Ýëëñáåðãà äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (1) ðàç-
ðåøèë Øìåéäëåð ââåäåíèåì àïïàðàòà íåàääèòèâíûõ âåðîÿòíîñòåé [9], à òàêæå
ñîâìåñòíî ñ Ãèëáîà [10] â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé àêñèîìàòèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòè
ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ðîáàñòíîãî âàðèàíòà ñîîòíîøåíèÿ (1):

X Y Q u E u X P Q E u Y P QP P� � � � � �, (. ) : [ ( )] : [ ( )] :inf { } inf { }, (2)

ãäå Q — íåêîòîðîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð.
Âàðèàíò ðîáàñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ òèïà (2) ïðåäëîæèëè òàêæå Èâàíåíêî è

Ëàáêîâñêèé â [11], â êîòîðîì ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Q íàçâàëè «ñòàòèñ-
òè÷åñêèìè çàêîíîìåðíîñòÿìè».

Îòìåòèì, ÷òî ïàðàäîêñ Àëå ðàçðåøåí â äâîéñòâåííîé òåîðèè âûáîðà [12,
13], â êîòîðîé ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå ñ.â. ôîðìóëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ äâî-
éñòâåííîé ôóíêöèè g(. ) â âèäå èíòåãðàëà Øîêå [14]:

X Y U X U Yg g� � �( ) ( ), (3)

ãäå

U X g F x dx g F x dxg X X( ) [ ( ( ))] ( ( ))� � � �

�	

�	


 
1

0

0

, (4)

F x P X xX ( ) � �{ } — äåêóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, g :[ , ] [ , ]0 1 0 1� —

íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, g( )0 0� , g( )1 1� .
Äàëåå èçó÷èì, êàê ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïîèñê îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé

â ðàìêàõ îòíîøåíèé ïîðÿäêà â âèäå (1), (2) è (3), (4) ìîæíî ñâåñòè ê ìèíèìèçà-
öèè íåêîòîðîé ìåðû ðèñêà. Íà÷íåì ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèè îæèäàåìîé
ïîëåçíîñòè (1).

2. ÎÆÈÄÀÅÌÀß ÏÎËÅÇÍÎÑÒÜ È ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÌÅÐÀ ÐÈÑÊÀ

Â [15] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ôóíêöèè u(. ) ñóùåñòâóåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îæèäàåìîé ïîëåçíîñòüþ è ñïåê-
òðàëüíîé ìåðîé ðèñêà. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè ïîèñê îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ê ìèíèìèçàöèè ñîîòâå-
òñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé ìåðû ðèñêà.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ êâàíòèëÿ äëÿ ñ.â. X îïðåäåëÿåòñÿ êàê
q z F zX X( ) / ( )� �� �inf { }, ãäå FX (. ) — êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X .
Åñëè ïðè ýòîì q z F zX X( ) / ( )� �� 
sup{ }, òî êâàíòèëü îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì F uX ( ) � �. Òîãäà F
X
�1 ( )� ñóùåñòâóåò è F q

X X
� �1 ( ) ( )� � .

Â ðàáîòå [16] äëÿ ñ.â. X ââåäåíà ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ðèñêà M X� ( ), êîòîðàÿ
èìååò âèä
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M X p q p dpX� �( ) ( ) ( )� �

0

1

, (5)

ãäå q pX ( ) — ôóíêöèÿ êâàíòèëÿ, à ôóíêöèÿ � :[ , ]0 1 � R íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì
ðèñêà è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: �(. ) � 0 ; �(. ) — óáûâàþùàÿ

ôóíêöèÿ; �( )p dp �
 1

0

1

.

Óòâåðæäåíèå 1 [15]. Åñëè ìíîæåñòâî îáðàçîâ íåïðåðûâíîé ñ.â. X ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé è ñòðîãî âîãíóòîé
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè u(. ), ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F xX ( ) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è

ôóíêöèÿ êâàíòèëÿ F p
X
�1 ( ) ñóùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó îæèäàåìîé ïîëåçíîñòüþ ôóíêöèè u(. ) è èíäóöèðîâàííîé ñïåê-
òðàëüíîé ìåðîé ðèñêà, êîòîðîå óñòàíàâëèâàåòñÿ òàêîé ïðîöåäóðîé.

1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ v x u x u( ) ( ) ( )� � 0 , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì: v( )0 0� ; íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà; íåïðåðûâíî âîçðàñòàåò ïî x;
ñòðîãî âîãíóòà.

2. Âû÷èñëèì E v x x[ ( ) / ] è ââåäåì ôóíêöèþ w x v x E v x x( ) ( ) / [ ( ) / ]� .

3. Ïîëîæèì �( ) ( ) /x w x x� è îïðåäåëèì ôóíêöèþ � �( ) ( ( ))p F p
X

� �1 .

4. Îïðåäåëèì ñïåêòðàëüíóþ ìåðó ðèñêà

M X p F p dp
X� �( ) ( ) ( )� � �



1

0

1

. (6)

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðèâåäåííîé ïðîöåäóðû ñëåäóåò, ÷òî

E u X M X[ ( )] ( )� � � ,

ïîýòîìó ìàêñèìèçàöèÿ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçà-
öèè ïîñòðîåííîé ñïåêòðàëüíîé ìåðû ðèñêà.

Çàìå÷àíèå 1. Ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ðèñêà ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñî ñòîõàñòè-
÷åñêèì äîìèíèðîâàíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà [16]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îæèäàåìàÿ ïîëåç-
íîñòü ðåøåíèé, âûáèðàåìûõ ïîñðåäñòâîì ìèíèìèçàöèè ñïåêòðàëüíîé ìåðû ðèñêà,
íå óõóäøàåòñÿ íè äëÿ îäíîé âîãíóòîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè [17].

3. ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÀß ÒÅÎÐÈß ÂÛÁÎÐÀ È ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÌÅÐÀ ÐÈÑÊÀ

Êàê è ðàíåå, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F pX ( ) íåïðåðûâíîé
ñ.â. X ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è åå ôóíêöèÿ êâàíòèëÿ F p

X
�1 ( ) ñóùåñòâóåò. Â ñî-

îòâåòñòâèè ñ [18] ïåðåïèøåì U Xg ( ) èç ñîîòíîøåíèÿ (4) ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ

h u g u( ) ( )� � �1 1 . (7)

Ïîëó÷èì

U X h F x dx h F x dx F p dhg X X X
( ) ( ( )) [ ( ( ))] ( )� � � � �

�	

�	
�


 

0

0

11 ( )p

0

1


 . (8)

Çàìåòèì, ÷òîU Xg ( ) ïðè h p p( ) � åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå E X[ ]. Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëîæèâøåéñÿ òåðìèíîëîãèåé ïðåäñòàâ-
ëåíèå U g (. ) íàçûâàåòñÿ äåôîðìèðîâàííîé ìåðîé ðèñêà [19, 20] .

Åñëè ôóíêöèÿ h u( ) äèôôåðåíöèðóåìà, òî (8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

U X p F p dpg X
( ) ( ) ( )� �


 � 1

0

1

, (9)

ãäå

�( )
( )

p
dh p

dp
� . (10)
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Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ h t( ) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé, ïðåäñòàâëåíèÿ äåôîðìèðî-
âàííîé ìåðû (8) è ñïåêòðàëüíîé ìåðû (9), (10) ïî ñóòè ýêâèâàëåíòíû [21].

Ñëåäóÿ [15], äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðû ðèñêà èñïîëüçóåì ïðè-
íöèï ïðåìèè çà ðèñê, êîòîðàÿ, ñîáñòâåííî, è îïèñûâàåò ìåðó ðèñêà. Ðàññìîòðèì
ðàâåíñòâî U Xg ( )� �� 0. Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü, äåôîðìèðîâàííàÿ ìåðà
ðèñêà åñòü

� �g gX U X( ) ( )� � � . (11)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (9), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

� �g X X
X F p dh p p F p dp( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � �� �


 

1

0

1
1

0

1

, (12)

ãäå ôóíêöèè h(. ) è �(. ) âçàèìîñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (10), à ôóíêöèè h(. ) è
g(. ) — ñîîòíîøåíèåì (7).

Êàê ñëåäóåò èç (11), ìàêñèìèçàöèÿ ïîëåçíîñòè U g (. ) ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçà-
öèè ïîñòðîåííîé ñïåêòðàëüíîé ìåðû ðèñêà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîèñêà îïòè-
ìàëüíûõ ðåøåíèé â ðàìêàõ äâîéñòâåííîé òåîðèè âûáîðà [13] äîñòàòî÷íî ìèíè-
ìèçèðîâàòü èíäóöèðîâàííóþ ñïåêòðàëüíóþ ìåðó ðèñêà èç ñîîòíîøåíèÿ (12).

4. ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÉ ÌÅÐÛ ÐÈÑÊÀ ÏÎÐÒÔÅËß

Ðàíåå ïîêàçàíî, êàê ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè
îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè è äâîéñòâåííîé òåîðèè âûáîðà ïîèñê îïòèìàëüíûõ ðå-
øåíèé äëÿ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â. ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè èíäóöè-
ðîâàííîé ñïåêòðàëüíîé ìåðû ðèñêà â âèäå (6) è (12) ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûå ñ.â. ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ
àïïðîêñèìèðóþòñÿ äèñêðåòíûìè ñ.â. ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîáûòèé-ñöåíàðèåâ,
íàïðèìåð, ýìïèðè÷åñêèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè [22]. Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëÿòü ïîðòôåëü
ñ ìèíèìàëüíîé ñïåêòðàëüíîé ìåðîé äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ÏÊÌÐ.

Îïðåäåëåíèå ÏÊÌÐ äëÿ êîíå÷íûõ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â. ââîäè-
ëîñü â [23] êàê

� �( ) [ ] :X E X P QP� � �sup{ }, (13)

ãäå Q � — íåêîòîðîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð,
ïðåäñòàâëåííîå â âèäå

Q p Bp c p� � 
 �{ }: , 0 , (14)

B è c — ìàòðèöà è âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé.

Çàìå÷àíèå 2. Ñîîòíîøåíèå (13) îïðåäåëÿåò êîãåðåíòíóþ ìåðó ðèñêà (ÊÌÐ),
ââåäåííóþ â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå [24], â òî âðåìÿ êàê óñëîâèå (14) îáåñïå-
÷èâàåò åå ïîëèýäðàëüíîñòü.

Êàê è â [1], ðàçäåëèì îïèñàíèå ìíîæåñòâà Q � â (14) íà ñòàíäàðòíóþ (îáÿçà-
òåëüíóþ) è ñîäåðæàòåëüíóþ ÷àñòè. Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó B è âåêòîð c êàê

B
B

B
c

c

c
�

�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
��

0

1

0

1

, , (15)

ãäå B0 è ñ0 , îïèñûâàþùèå óïîìÿíóòûå âûøå íåðàâåíñòâà, ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè

B c0 0

1 1

1 1

1

1
�

� �

�

�
��

�

�
�� �

�

�

�
��

�

�
��

�

�
, , (16)

à B1 è ñ1 îïèñûâàþò ñîäåðæàòåëüíóþ ÷àñòü â ñîîòíîøåíèè (15), êîòîðàÿ è
îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííî ìåðó ðèñêà â âèäå ñîîòíîøåíèé (13)–(16).

Íàïîìíèì ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ôàêòû èç [1].

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ìåðó Conditional Value-at-Risk (CVaR), ââåäåííóþ
â [25]. Äëÿ êîíå÷íûõ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â. CVaR� ÿâëÿåòñÿ ÏÊÌÐ è
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (13)–(16), ãäå ìàòðèöà B1 è âåêòîð c1 èìåþò ïðîñòîé âèä
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B I c p1 1 0
1

1
� �

�
,

�
,

(17)

ãäå I — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, p0 — âåêòîð ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ïðèìåð 2. Äëÿ êîíå÷íûõ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â. ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà
ðèñêà (5) èìååò âèä [1]

M X CVaR Xi

i
i

n
� ��( ) ( )�

�

�
1

, (18)

ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå � i è � i îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ n ñöåíàðèåâ è ñïåêòðà ðèñêà
�(. ) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óïîðÿäî÷èì ïîñöåíàðíûå çíà÷åíèÿ ñ.â. X â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ, ïåðåíóìåðîâàâ â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì ñîáûòèÿ-ñöåíàðèè è èõ âåðî-

ÿòíîñòè. Îáîçíà÷èì ïîñëåäíèå pi
* , i n�1, , .� Êàê èçâåñòíî èç [1],

� i j

j

i

p i n� � �
�
�1 1

1

* , , ,� , (19)

� � �1

0

1

2

1

1

1 2

� �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�


 

�

( ) ( )

*

*

* *
*

*
p dp

p

p
p dp

p

p

p p

, � �n

n p p
p

p dp

n

�

� � �



1

1 1

1

*
( )

* *
�

, (20)

� �i
i

i p p

p p
i

i

p p

p
p dp

p

p
i

i

�
� �

�

� �

� �

�
�



1

1
1 1

1* *

*

*

( )
* *

* *

�

�

�

*
( )

* *

* *

� p dp

p p

p p

i

i

1

1 1

� �

� � �



�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

, i n� �2 1, , .� (21)

Â ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòè âñåõ ñöåíàðèåâ ðàâíû
1

n
, âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðà-

ìåòðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ M � (. ) çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ

� i
i

n
i n� � �1 1, , ,� ,

� � �i

i n

i n

i n

i n

i p dp p dp� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�


 
( ) ( )

( )/

/

/

( )/

1

1

, i n� �1 1, ,� , � �n

n n

n p dp�

�

 ( )

( )/1

1

.

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 [1] ñëåäóåò, ÷òî òàêàÿ ìåðà ðèñêà åñòü CVaR X�*
( ), ãäå

1

1 11�
�

��
�

�

�

�*

i

ii

n

.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ðèñêà ÿâëÿåòñÿ ÏÊÌÐ, ïðåäñòàâëåííîé
â âèäå (13)–(16), ãäå

B I c pi

ii

n

1 1

1

0
1

� �
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�,

�

�
, (22)

� i , � i , i n�1, ,� , îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (19)–(21).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìó îïòèìèçàöèè ïîðòôåëÿ. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå

äîõîäíîñòè êîìïîíåíò ïîðòôåëÿ z j , j k�1, ,� , îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé H ðàçìåð-
íîñòè n k� , ãäå j-é ñòîëáåö îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå j-é êîìïîíåíòû. Âåêòîð
u u uk� ( , , )1 � , îïèñûâàþùèé ñòðóêòóðó ïîðòôåëÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïåðå-

ìåííàÿ, ïðè÷åì ui
k

1
1� � , ui � 0, i k�1, ,� . Íåîáõîäèìî íàéòè òàêóþ ñòðóêòóðó

ïîðòôåëÿ u , êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò åãî ñïåêòðàëüíóþ ìåðó ðèñêà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ñ.â. ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëå-

ìà ìèíèìèçàöèè ÏÊÌÐ �(. ) â âèäå (13)–(16), (22), (19)–(21):

min ( ).

,

� Hu

u ui
n

� �� 1 0
1

(23)
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Äëÿ çàäà÷è (23) íåòðóäíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 1 èç [1],
ïîçâîëÿþùåå ñâåñòè ïîèñê îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å ËÏ.

Óòâåðæäåíèå 2. Îïòèìàëüíûì ïîðòôåëåì çàäà÷è (23), (13)–(16), (22),
(19)–(21) ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòà u ðåøåíèÿ ( , )v u ñëåäóþùåé ïðîáëåìû ËÏ:

min , ,

,

( , )v u

i

c v

B v Hu

u

v u

� �

� � 


�

� �
�

T 0

1

0 0

à çíà÷åíèÿ â ðåøåíèÿõ ïî ôóíêöèÿì ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò.

5. ÐÎÁÀÑÒÍÛÉ ÂÀÐÈÀÍÒ ÎÆÈÄÀÅÌÎÉ ÏÎËÅÇÍÎÑÒÈ ÃÈËÁÎÀ–ØÌÅÉÄËÅÐÀ

Âåðíåìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (2). Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

r Z E Z P QP( ) [ ] :� �inf { }, (24)

ïîëó÷àåì

r u X E u X P QP( ( )) [ ( )] :� �inf { }. (25)

Ñ ó÷åòîì (24), (25) ñîîòíîøåíèå (2) èìååò âèä

X Y r u X r u Y� � �( ( )) ( ( )). (26)

Ýòî ñîîòíîøåíèå òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äðóãîì, ýêâèâàëåíòíîì âèäå,

X Y E u X P Q E u Y P QP P� � � � 
 � �sup{ } sup{ }[ ( )] : [ ( )] : .

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ÊÌÐ �(. ) â ñîîòíîøåíèè (13). Êàê íåòðóä-
íî âèäåòü, ÊÌÐ äëÿ u X( ) åñòü

�( ( )) [ ( )] :u X E u X P QP� � �sup{ }. (27)

Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòíîøåíèå (26) èìååò âèä

X Y u X u Y� � 
� �( ( )) ( ( )). (28)

Ñëåäîâàòåëüíî, â îïèñàííîì âàðèàíòå îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè (2) ðåøåíèÿ
ïðèíèìàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îäíèì èç ýêâèâàëåíòíûõ îòíîøåíèé ïðåäïî÷òå-
íèÿ (26) èëè (28), â êîòîðûõ êðèòåðèè r u( (. )) è �( (. ))u îïèñûâàþòñÿ ñîîòâå-
òñòâåííî ñîîòíîøåíèÿìè (25) è (27).

Ïåðâûé êðèòåðèé r u( (. )) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãàðàíòèðîâàííóþ
îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü (âîçíàãðàæäåíèå); âòîðîé êðèòåðèé �( (. ))u — ñ òî÷íîñ-
òüþ äî ïîñòîÿííîé êàê ïîòåíöèàëüíî óòðà÷åííóþ ïîëåçíîñòü (âîçíàãðàæäåíèå).

Äåéñòâèòåëüíî, äîáàâèâ ê �( ( ))u X íåêîòîðóþ êîíñòàíòó ýòàëîííîé ïîëåç-
íîñòè u0 , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

u E u X P Q E u u X P QP P0 0� � � � � �sup{ } sup{ }[ ( )] : [ ( )] : ,

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ïîòåíöèàëüíóþ óòðà÷åííóþ ïîëåçíîñòü ïî
ñðàâíåíèþ ñ ýòàëîííîé u0 . Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî r u X( ( )) îïèñû-
âàåò âîçíàãðàæäåíèå ïðè âûáîðå X , à �( ( ))u X — åãî ðèñê.

Îïòèìèçàöèÿ ïîðòôåëÿ äëÿ ðîáàñòíîãî âàðèàíòà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè
ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè. Êàê ïîêàçàíî ðàíåå, îïòèìàëüíîå ðå-
øåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) êðèòå-
ðèåâ: r u X( ( )) è �( (. ))u . Âûáåðåì â ýòîì êà÷åñòâå ìåðó ðèñêà �( (. ))u . Åñëè ôóíê-
öèÿ ïîëåçíîñòè u(. ) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé, à ìåðà ðèñêà �(. ) åñòü ÏÊÌÐ, òî
çàäà÷è ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ìîæíî ñâåñòè ê ïðîáëåìàì ËÏ. Îïèøåì ýòî.

Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ íåóáûâàþùàÿ âîãíóòàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïî-
ëåçíîñòè u(. ), ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå u x a x b j mj j( ) min , , ,� � �{ }1 � , ãäå a j � 0,

j m�1, ,� , è � 
 
j j m
* *

:1 , ÷òî a j*
� 0, òîãäà � � � �


 

u x a x b

j m
j j( ) max

1
{ }.
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Âûïèøåì äëÿ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííîé ñ.â. X â ñîîòâåòñòâèè ñ (27) ìåðó ðèñêà

�( ) max [ max ]:X E a X b P QP
j m

j j� � � �

 


{ { } }
1

.

Áîëåå òî÷íî, åñëè Q — ïîëèýäðàëüíîå ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå
(14), òî èìååì

�( ) max [ max ]: ,X E a X b Bp pP
j m

j j� � � 
 �

 


{ { } }
1

0 0 . (29)

Äëÿ âåêòîðà õ — ïîñöåíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X , ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèþ

w x u x u xn( ) ( ( ), , ( ))� � �1 � , (30)

ãäå

� � � �

 


u x a x bi
j m

j i j( ) max
1

{ }, i n�1, ,� .

Ñ åå èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèå (29) ïðèîáðåòàåò âèä �( )X �
� � � 
 �max ( ), : ,{ }w x p Bp c p 0 . Òîãäà äëÿ ïîðòôåëÿ ñ ìàòðèöåé äîõîäíîñòåé
êîìïîíåíò H è ñòðóêòóðîé ïîðòôåëÿ u çàäà÷à ìèíèìèçàöèè òàêîé ìåðû ðèñêà
ôîðìóëèðóåòñÿ êàê

min max ( ) .

, ,

� �

� � 
 �
��

w Hu p

u u Bp c pii

k
1 0 0

1

(31)

Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ñâåñòè ê íåêîòîðîé çàäà÷å ËÏ.

Óòâåðæäåíèå 3 [26]. Ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìåðû ðèñêà ïîðòôåëÿ
(31), (30) åñòü êîìïîíåíòà u ðåøåíèÿ ( , )u v ñëåäóþùåé çàäà÷è ËÏ:

min , ,

, ,

( , )u v

ii

k

c v

u u v

B v a Hu b e

� �

� � �

� � � 


�� 1 0 0

0

1

1 1
T

���������

� � � 
B v a Hu b em m
T 0

ãäå e � ( , , )'1 1� — åäèíè÷íûé âåêòîð. Ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïî ôóíêöèè ñîâïàäàþò.
Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â çàìåíå âíóòðåííåé ïîäçàäà÷è ïðîáëåìû (31) åå

äâîéñòâåííîé
max ( ), min , ,

, ( ),

� � � � �


 � � �

w Hu p c v

Bp c p B v w Hu v0 0T

à òàêæå çàìåíå íåðàâåíñòâà «�» äëÿ max
1
 


� �
j m

j ja Hv b e{ } èç ïðåäñòàâëåíèÿ

ôóíêöèè w(. ) íà òàêèå æå íåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ åãî êîìïîíåíò 1 
 
j m.

Îïòèìèçàöèÿ ïîðòôåëÿ äëÿ ðîáàñòíîãî âàðèàíòà îæèäàåìîé ïîëåçíîñ-
òè ñ ãëàäêîé ñòðîãî âîãíóòîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè. Âåðíåìñÿ ê ñèòóàöèè,
êîãäà îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü ñ ãëàäêîé ñòðîãî âîãíóòîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè
ñâîäèëàñü ê ñïåêòðàëüíîé ìåðå ðèñêà (6) ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, îïèñàííîé
â óòâåðæäåíèè 1. Òîãäà

X Y E u X E u Y M X M Y� � � � 
[ ( )] [ ( )] ( ) ( )� � ,

ãäå

M X E u X� ( ) [ ( )]� � . (32)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðîáàñòíîìó âàðèàíòó îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè â âèäå
(26), (25)

X Y E u X P Q E u Y P QP P� � � � �inf { } inf { }[ ( )] : [ ( )] : .

Ó÷èòûâàÿ (32), íåòðóäíî ïîëó÷èòü äëÿ íåãî ñîîòíîøåíèå ñ ïîìîùüþ ñïåê-
òðàëüíîé ìåðû ðèñêà â âèäå

X Y M X P Q M Y P Q� � � 
 �sup{ sup{� �( ) : } ( ) : }. (33)

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 6 69



Ïîêàæåì äàëåå, êàê ïîñòðîèòü íåîáõîäèìûé ðîáàñòíûé âàðèàíò ñïåêòðàëü-
íîé ìåðû ðèñêà èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ñ.â. ñ äîñ-
òàòî÷íîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðóåòñÿ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Âîñïîëüçóåìñÿ àïïàðàòîì ÏÊÌÐ. Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíñòðóê-
öèþ ðîáàñòíûõ ÏÊÌÐ äëÿ êîíå÷íûõ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â. Äëÿ ýòîãî
îïðåäåëåíèå ÏÊÌÐ èç [23] óòî÷íÿëîñü â [27] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� �( ) [ ] : ( )X E X P a PP� � �sup { }0 , (34)

ãäå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (ì.î.) a � (. ) c âûïóêëûìè ìíîãîãðàííûìè îá-
ðàçàìè îïðåäåëÿåò ìåðó ðèñêà �(. ) ïî èñõîäíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P0 . Íàï-
ðèìåð, åñëè ðèñê îöåíèâàåòñÿ ñðåäíèìè óáûòêàìè, òî a P P� ( )0 0� { } è
�( ) [ ]X E XP� �

0
. Äëÿ ìåðû CVaR òàêàÿ çàâèñèìîñòü a � (. ) îò P0 (âåêòîðà ñöå-

íàðíûõ âåðîÿòíîñòåé p0) îïèñàíà â ÿâíîì âèäå â ñîîòíîøåíèè (17).

Â ñëó÷àå, êîãäà P0 íå èäåíòèôèöèðîâàíà, à èçâåñòíî ëèøü, ÷òî P Q0 � , ïî
èñõîäíîé ìåðå ðèñêà (34) è ìíîæåñòâó íåîïðåäåëåííîñòè Q â [27] ñòðîèëàñü åå
ðîáàñòíàÿ êîíñòðóêöèÿ âèäà

� � �, ( ) [ ] : ( )}Q PX E X P a Q� � �sup{ , (35)

ãäå

a Q a P

P Q

� ( ) ( )�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

co 0

0

� , co — âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ îáîëî÷êà.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðèñê îöåíèâàåòñÿ CVaR� ïðè íåòî÷íûõ

ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòÿõ, ïðåäñòàâëåííûõ ïîêîîðäèíàòíûìè îöåíêàìè ñíèçó è
ñâåðõó â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ pl è pu . Òîãäà ìíîæåñòâî Q èìååò âèä

Q p p p p p pi

i

n

l u� � � 
 

�
�
�

�
�
��

�: , ,0 1

1

. (36)

Â ýòîì ñëó÷àå, êàê îòìå÷àëîñü â [1],

a Q p p p Ip
p

CVaR i

i

n
u

� �
( ) : , ,� � � 


�

�
�
�

�
�
��

�0 1
11

,

è �
�CVaR Q,

(. ) ìîæíî îïèñàòü â ñòàíäàðòíîì äëÿ ÏÊÌÐ âèäå ñîîòíîøåíèÿìè

(14)–(16), ãäå

B I c
pu

1 1
1

� �
�

,
�

.

Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ ÏÊÌÐ êàê ñóïðåìóìà ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà âû-
ïóêëîì ìíîæåñòâå â ñîîòíîøåíèè (34) íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî sup { } =�( ):X P Q�
= � �, ( )Q X . Ñëåäîâàòåëüíî, â òàêèõ òåðìèíàõ ñîîòíîøåíèå (33) èìååò âèä

X Y X YM Q M Q� � 
� �
� �, ,( ) ( ), (37)

ãäå �
�M Q, (. ) — ðîáàñòíûé âàðèàíò êîíñòðóêöèè (35) äëÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðû

ðèñêà M � (. ), ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, îïèñàííîé â óòâåðæäåíèè 1.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ðîáàñòíîãî âàðèàíòà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè (26),
(25) ïîèñê îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ðîáàñòíîãî âàðèàíòà
ñïåêòðàëüíîé ìåðû ðèñêà ïîðòôåëÿ.

Ïîñòðîåíèå ðîáàñòíîãî âàðèàíòà ÏÊÌÐ â âèäå (35) íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé
çàäà÷åé (ñì. çàìå÷àíèå 7 èç [1]). Îäíàêî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî
Q îïèñûâàåòñÿ â âèäå ìíîæåñòâà ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñ ïðîñòåéøèìè îãðà-
íè÷åíèÿìè ñíèçó è ñâåðõó (ñëó÷àé íåòî÷íûõ âåðîÿòíîñòåé), ñäåëàòü ýòî
äîñòàòî÷íî ëåãêî.

Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ ñâåäåíèå îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ â âèäå îæèäàåìîé
ïîëåçíîñòè ñ ãëàäêîé ñòðîãî âîãíóòîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè ê îòíîøåíèþ ïðåä-
ïî÷òåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé ìåðû ðèñêà â âèäå (32). Çàòåì ñ.â.
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àïïðîêñèìèðóåòñÿ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (ïî ìíîæåñòâó ñöåíàðèåâ), äëÿ
êîòîðîãî ýòó ìåðó ðèñêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ ìåð
CVaR â âèäå (18)–(20) èëè â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 1 [1] — êàê
CVaR X�*

( ), ãäå � * îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (19)–(21).
Åñëè ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Q èç (33) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íåòî÷íûõ âåðîÿò-

íîñòåé (36), òî èíäóöèðîâàííàÿ ðîáàñòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ðèñêà �
�M Q,

(. ) èç

(37) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê �
�CVaR Q

*
, (. ), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ â âèäå (13)–(16), ãäå

B I c
pu

1 1
1

� �
�

,
*�

,
(38)

1

1 11�
�

��
�

�

�

�*

i

ii

n

è � i , � i , i n�1, ,� , îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (19)–(21).

Òåïåðü äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ïîðòôåëåé â ñîîòâåòñòâèè ñ (33) äëÿ ïðî-
ñòûõ ìíîæåñòâ Q â âèäå (36) ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðîå ñëåäñòâèå òåîðå-
ìû 1 [1].

Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèè ðîáàñòíîé ñïåêòðàëüíîé ìåðû

ðèñêà �
�M Q,

(. ) ïîðòôåëÿ, êîòîðàÿ îïèñàíà â âèäå ðîáàñòíîé ìåðû �
�CVaR Q

*
, (. )

â ôîðìå (13)–(16), (38), (19)–(21)

min ( ).

,

*
,�

�CVaR Q

i
n

Hu

u u� �� 1 0
1

(39)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4. Îïòèìàëüíûì ïîðòôåëåì â ïðîáëåìå (39), (13)–(16), (38),
(19)–(21) ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòà u ðåøåíèÿ ( , )v u ïðîáëåìû ËÏ

min , ,

,

( , )v u

i

c v

B v Hu

u

v u

� �

� � 


�

� �
�

T 0

1

0 0

à çíà÷åíèÿ â ðåøåíèÿõ ïî ôóíêöèÿì ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, ãäå èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ îæèäàåìîé ïîëåç-
íîñòè, îáñóæäàåòñÿ ñâåäåíèå ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ê ìèíèìèçàöèè
ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðû ðèñêà. Òàê, äëÿ ðÿäà òàêèõ çàäà÷ èíäóöèðîâàííîé ìå-
ðîé ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ðèñêà.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â., ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ åñòåñòâåííóþ àïïðîêñèìàöèþ íåïðåðûâíûõ ñ.â., ïîëó÷åííûå çàäà-
÷è ìèíèìèçàöèè ñïåêòðàëüíîé ìåðû ðèñêà äëÿ ïîðòôåëÿ ìîæíî ðåøèòü ñòàíäàð-
òíûìè ñðåäñòâàìè ËÏ. Àïïàðàò ÏÊÌÐ ïîçâîëÿåò ñâåñòè òàêèå ïðîáëåìû ê ñîîò-
âåòñòâóþùèì çàäà÷àì ËÏ.
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