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Àííîòàöèÿ. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (ËÑÄÓ c ×Ï) â ñîîòâåòñòâóþùåì
ïðîñòðàíñòâå ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ
êîýôôèöèåíòîâ ËÑÄÓ ñ ×Ï àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì
êâàäðàòè÷åñêîì ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, óñòîé÷èâîñòü â ñðåä-
íåì êâàäðàòè÷åñêîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äåòåðìèíèðîâàííûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàññìîòðåíû âî ìíîãèõ ðàáî-
òàõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ, ñì., íàïðèìåð, [1–3] è áèëèîãðàôèþ â íèõ.

Ïîñëå ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà è èíòåãðàëà, çàìåíû
ïåðåìåííûõ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà, îïðåäåëåíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ
ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÑÄÓ) â èçâåñòíûõ ìîíîãðàôè-
ÿõ [4–6] è èõ äàëüíåéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå íà êëàññû ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
àëüíî-ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé [7–9] (ñì. ïðèâåäåííóþ îáøèðíóþ áèáëèîãðà-
ôèþ â ýòèõ ðàáîòàõ) ñòàëî âîçìîæíûì èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêè ñèëüíîãî ðå-
øåíèÿ äëÿ ÑÄÓ ñ ×Ï (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [5, 10–12] è äð.).

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ÑÄÓ ñ ×Ï ñîïðÿæåíî ñ ïîñòðîåíèåì ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé ñëîæíûõ ðåàëüíûõ ñèñòåì, êîòîðûå òðåáóþò ó÷èòûâàòü ñëó÷àé-
íûå ïàðàìåòðû â ýòèõ óðàâíåíèÿõ (ñì. [6, 7, 12, 13] è äð).

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèëüíî-
ãî ðåøåíèÿ ËÑÄÓ ñ ×Ï ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ â ïðàâîé ÷àñòè [10, 12].

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñ áàçîâûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì [1, 4, 5, 7] ( , , , ),� � � � � � �{ }�t t, 0 — ôèëüòðàöèÿ, ãäå çàäàíà ôóíê-
öèÿ u t x( , , )� , èçìåðèìàÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïî t è x îòíîñèòåëüíî ìèíè-
ìàëüíîé �-àëãåáðû �([ , ], )0 1T � — áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè [13],
è äëÿ êîòîðîé

�{ }| ( , , ) |u t x dx� 2

��

��

� 	 � (1)

äëÿ âñåõ t T
[ , ]0 , �{ }� — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå [14], T � �[ , )0 . Ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèè { }u t x( , , )� , îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì èíòåãðèðóåìîñòè (1), îáîçíà÷èì MT .

Ââåäåì íîðìû [6, 15]:
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� ; (2)

| | ( , , ) || | ( , , ) |u t x u t x dt
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u L
t u t x( ) || ( , , ) ||� { }�
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2 , (4)
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ãäå L
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è L
T2

— ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé { }u t x( , , )� , êîòîðûå èìåþò ñîîòâåò-

ñòâóþùèå íîðìû (2) è (3).
Â ïðîñòðàíñòâå MT ñëåäóåò ââåñòè íîðìó âèäà
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ãäå A akj� { } — äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n m� , ñîñòàâëåííàÿ èç ýëå-

ìåíòîâ akj 
�
1.

Â ïðîñòðàíñòâå MT ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî M M1T T� , äëÿ ýëåìåí-
òîâ êîòîðîãî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
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Äàëåå ðàññìàòðèâàåì íà ( , , , )� � � � çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñ-
êîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (ËÑÄÓ ñ ×Ï) âèäà
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ãäå Q îïðåäåëåíî (6), ìàòðèöû B bij i j
k n�



{ } ,

,
1
, bij 
�

1; C cij i j
k n�



{ } ,

,
1
, cij 
�

1,

ãäå �( )� — áåðîâñêàÿ ôóíêöèÿ [13] ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé �
1, � �( ) — ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà, çàäàííàÿ ïëîòíîñòüþ p x� ( ) (èëè ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
F x x x� � � �( ) : ( )� 	 � 
� �{ }1 [14]), w t( , )� — îäíîìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðî-

öåññ [11], ïðè÷åì � �( ) íå çàâèñèò îò w t( , )� .
Ïîä ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (8), (9) áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíóþ

ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïî t T
[ , ]0 ôóíêöèþ u t x( , , )� , ñîãëàñîâàííóþ ñ ôèëüòðà-
öèåé { }�t t T, [ , ]
 0 è òàêóþ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äëÿ êàæäîé ïàðû ( , )t x

óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ [1, 4, 11]
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x
u s x dw s

t

0

(10)

ñ íà÷àëüíûìè íåñëó÷àéíûìè óñëîâèÿìè (9).

2. ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ ÄËß ËÑÄÓ ñ ×Ï (8), (9)
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ M 1T

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ (8), (9)
äîêàæåì âíà÷àëå âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.
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Ëåììà 1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x [1] äëÿ ôóíêöèè u t x( , , )�
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
u t x( , , )� ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ëåæèò â L
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Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íîðìû â ïðîñòðàíñòâå MT áóäåì èìåòü

| | || | | ||�
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2
, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è Êîøè (8), (9) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) êîðíè ïîëèíîìà P i Q A i Q B i( , ) ( , , ) ( , , )� � � � � � �� � äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

� ( 0 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó Re ( )� 	 �& 	 0 , 	( )0 0
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2) � 
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èìååò ðåøåíèå ~( , )u t x çàäà÷è Êîøè â L
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�

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
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t x
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 0 ; (13)

3) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � �( ) íå çàâèñèò îò w t( , )� .
Òîãäà ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè (8), (9) ïðè C k n( �0 èìååò ðåøåíèå

â ïðîñòðàíñòâå M1T .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðîåîáðàçîâàíèå Ôóðüå [1] ñîõðàíÿåò íîðìó â

M1T ïî ëåììå 1, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè ËÑÄÓ äëÿ � � �( , , )t , çàäàííîãî ôîðìóëîé (11), à èìåííî

d
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dt
i t

dw t
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. (14)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöû D dij i j
k n�



{ } ,

,
1

èìå-

åì âêëþ÷åíèå Q D
d

dt
i t T, , ( , , )� � � �

�

�
�

�

�
� 
M1 è ðåøåíèå � � �( , , )t ËÑÄÓ (14) ïðè

êàæäîì � ( 0 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ñòîõàñòè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè [3, 5, 7]. ËÑÄÓ (14) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê èíòåãðàëüíîå ñòîõàñòè÷åñ-
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êîå óðàâíåíèå

Q A
d

dt
i t Q Q B ds i s

t

, , ( , , ) [ ] ( , , ) ( , , )� � � � � � � � �
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�
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 �0

0
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 �� � � � � � � �( ( )) ( , , ) ( , , ) ( , )Q C ds i s dw s

t

0

,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñò-
âåííîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñòîõàñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñ-
òè [7, òåîðåìà 4.1].

Ïóñòü H t( , )� — ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äåòåðìèíèðîâàííîé îäíîðîäíîé
íåâîçìóùåííîé çàäà÷è Êîøè (12), (13) äëÿ ËÑÄÓ ñ ×Ï (8), (9) ïðè C k n( �0 , òîãäà
ñèëüíîå ðåøåíèå ËÑÄÓ (14) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ [9]
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Ñîãëàñíî [1] ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå H t( , )� èìååò âèä
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ãäå ) — êîíòóð, îõâàòûâàþùèé âñå íóëè ìíîãî÷ëåíà P i( , )� � .
Ïðèìåíèâ ñëó÷àéíûé îïåðàòîð � � � �( ( )) ( , , )Q C dt i ê îáåèì ÷àñòÿì (15), ïî-

ëó÷èì
� � � � � � � � � � � � �( ( )) ( , , ) ( , , ) ( ( )) ( , , ) ( , )Q C dt i t Q C dt i t
 0 �

� �� � � � � � � � � � � �( ( )) ( , , ) ( , ) ( ( )) ( , , ) ( , ,Q C dt i H t s Q C ds i s ) ( , )
0

t

dw s� � . (17)

Ðàññìîòðåâ êâàäðàò ìîäóëÿ âåëè÷èíû ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (17) è èñ-

ïîëüçîâàâ íåðàâåíñòâî | | (| | | | )a b a b� & �2 2 22 , ïîëó÷èì
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(18)

Ïóñòü
z t Q C dt i t( , ) | ( ( )) ( , , ) ( , , ) |� � � � � � � �� �{ }2 ,

ãäå �{ }� — îïåðàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ [14]. Äàëåå, ïðèìåíÿÿ îïåðà-
öèþ �{ }� ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà (18), ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî èíòåã-
ðàëà Èòî î âû÷èñëåíèè �{ }� îò êâàäðàòà èíòåãðàëà Èòî [7, c. 245–249]

� �| ( , ) ( ) | | ( , ) |f t dw s f s ds

t t

� �

0

2 2

0
� �

�
 
!

"!

#
$
!

%!

 { }

è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå 3) òåîðåìû 1, èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

z t Q C dt i t( , ) | ( ( )) | | ( , , ) ( , ) |� � � � � � �& �2 2
0

2
�{ }

� ��2 2 2

0

�{ }| ( , ) | | ( , , ) ( , ) | ( , )f s Q C ds i H t s z s ds

t

� � � � . (19)
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Óñëîâèå 1) òåîðåìû 1 äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî [1]

�{ }| ( ( )) | | ( , , ) ( , ) |� � � � �2 2Q C dt i H t s L� & ,

à óñëîâèå 2) îïðåäåëÿåò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü

�{ }| ( ( )) | | ( , , ) ( , ) |� � � � � �2
0

2Q C dt i t K& .

Ïîëó÷åííûå âûøå íåðàâåíñòâà äàþò îöåíêó z t K L z s ds

T

( , ) ( , )� �& � �
0

, îòêó-

äà ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëëà [1] èìååì ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó

z t Ke t TLt( , ) [ , ] [ , )� & � 
 � �0 0 . (20)

Òàêèì îáðàçîì, ãàðàíòèðóåòñÿ âêëþ÷åíèå

� � � � � � �( ( )) ( , , ) ( , , )Q C dt i t T
M . (21)

Îñòàëîñü ïîëó÷èòü âêëþ÷åíèÿ (21) äëÿ ëþáîé äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöû

D dij i j
k n�



{ } ,

,
1
.

Ïðèìåíèâ ñëó÷àéíûé îïåðàòîð � � � �( ( )) ( , , )Q D dt i ê (16), àíàëîãè÷íî âû-
øåïðèâåäåííûì ðàññóæäåíèÿì ìîæíî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî

� �{ } { }| ( ( )) | | ( , , ) ( ,` , ) |� � � � � � �2 2Q D dt i t &

& �2 2
0

2
�{ }| ( ( )) | | ( , , ) ( , ) |� � � � � �Q D dt i t

� ��2 2 2

0

�{ }| ( ( )) | | ( , , ) ( , ) | ( , )� � � � � �Q D dt i H t s z s ds

t

, (22)

ãäå èíòåãðàë, êàê ôóíêöèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t T
[ , ]0 , ñó-
ùåñòâóåò.

Çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ îöåíêó (20) è óñëîâèå 1), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.

3. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ Â ÑÐÅÄÍÅÌ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÅÑÊÎÌ
ÑÈËÜÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ËÑÄÓ c ×Ï

Âíà÷àëå äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2. Ïóñòü äëÿ ËÑÄÓ ñ ×Ï (8), (9) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîã-

äà: 1) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû C k n( �0 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

�{ }| ( ( )) | ( , , ) ( , ) ,( , )� � � � �2
2 0Q C dt i H t L
 �� ; (23)

2) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà âåðíî ðàâåíñòâî

�{ }| ( ( )) | | | ( , , ) ( , ) ||� � � � �2 2

2
Q C dt i H t

L T





 �
��

1

2

2 2

2�

� � � � �

� �
� �

�{ }| ( ( )) | | ( , , ) |

| ( , ) |
( )

Q C i i

P i i
d S

��

� . (24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå 1) òåîðåìû 1 è ôîðìóëó (16), ìîæíî
âû÷èñëèòü

1

2

1

2
0

�
� �

�

� �

� �

�[ ( , , ) ( , ) ]
( , , )

( ,
Q C dt i H t e

Q C i i

P i i

i t�
�

� 

)

(25)

è, óìíîæàÿ íà � { }| ( ( )) |� � � 2 ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (25), ïîëó÷àåì óòâåð-
æäåíèå (23).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (24) ïðèìåíèì òåîðåìó Ïëàíøåðåëÿ [1]:

| | ( , , ) ( , ) ||
| ( , , ) |

| (( , )
Q C dt i H t

Q C i i

P i
L

� �
�

� �

�2 0

2
21

2�



, ) |
( )

i
d S

�
� �

2 1
��

��

� � .
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Óìíîæèâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà � { }| ( ( )) |� � � 2 ,

ïîëó÷èì S ( )� â ôîðìóëå (24).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà:
1) åñëè sup ( )

�

�S 	 1, òî lim ( )
t

U t
'�


� 0, ãäå

U t x Q D
t x

u t x( , , ) ( ( )) , , ( , , )� � � � ��
�

�

�

�

�

�
�

�

�
�

äëÿ ïðîèçâîëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöû D ;
2) åñëè S ( )� �1 íà ìíîæåñòâå * ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà, òî

lim ( )
t U

t
'�


 ��� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (18), âñëåäñòâèå
ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ïîëîæèòåëüíîãî ÿäðà ïðè t ' ��, ñëåäóåò ñòðåìëåíèå
ê íóëþ z t( , )� ïðè S ( ) ,� �	 (1 0.

1. Åñëè â (24) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî S ( )� 	 1, òî ëåãêî âèäåòü ñòðåìëåíèå
ê íóëþ ïðè t ' �� ìîäóëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå U t x( , , )� ïðè ïðîèçâîëüíîé äåé-
ñòâèòåëüíîé ìàòðèöå D [1]. Ïðè ýòîì ýòî ñòðåìëåíèå ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî �,
åñëè sup ( )

�

�S 	 1. Îñòàëîñü ïåðåéòè ê ãðàíèöå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà

è ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 2 äîêàçàíà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim ( , )
t

z t d
'�

��

��

� 
 �� � , ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî (24).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü S ( )� �1 íà * ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà, òîãäà
lim ( , )
t

z t
'��


 ��� , ïîñêîëüêó z t( , )� � 0.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

4. ÇÀÄÀ×À ÏÎÒÅÐÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑÒÅÐÆÍß

Â ðàáîòå [3] èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ñòåðæíÿ, íà êîòîðûé äåéñòâóåò «áåëûé
øóì». Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ýòîãî ïðîöåññà áóäåì ñ÷èòàòü ñëåäóþùåå
ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïðîèç-
âîäíîé îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, êîòîðàÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà íå ñóùåñ-
òâóåò è íàçâàíà «áåëûì øóìîì», à èìåííî:

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�


�

�

4

4

2

2

2

2

2

2

u

x
a

u

x
b

u

t
c

u

t

u

x

dw t

dt

( , )�
. (26)

Çäåñü a b c, , � 0 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u x f x( , ) ( )0 1
 ,
�

�



u x

t
f x

( , )
( )

0
2 (27)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u t u t l
u t

x

u t l

x

u t

x

u
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) (
0

0 02

2

2

 


�

�


�

�


�

�


� t l

x

, )

�



2
0. (28)

Àíàëîãè÷íî äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ [3] îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé çàïàñ óñ-
òîé÷èâîñòè S a

2 ïî ïàðàìåòðó a , êàê íàèáîëåå äîïóñòèìàÿ èíòåíñèâíîñòü ïðî-
öåññîâ ñ âçàèìíî íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè, ïðè êîòîðîé ñèñòåìà óñòîé÷èâà
â l.i.m., ò.å. ðåøåíèå ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ.

Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêèé çàïàñ óñòîé÷èâîñòè [17]
S k k1 2

ñèñòåìû (26)–(28)
S a

u t x

t x
k k k k

k

k k
k

m

1 2 1 2
1 20

�
�

� �

�

( , )
(29)

ïî ïàðàìåòðàì ak k1 2
, k k k
 �1 2 .
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Åñëè îáîçíà÷èòü P a ik k
k k

k

m

( , ) ( )� � � ��


� 1 2

1 2

0

, òî ñòàòèñòè÷åñêèé çàïàñ óñòîé-

÷èâîñòè S k k1 2
ñèñòåìû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S
P i

dk k

k k

1 2

1 21

2

1

�
�

�

�
�

�

�

�
���

��
�

�sup
| | | |

| ( , ) |� �

� �

� �
� . (30)

Èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå (30), íàéäåíî [17] ñòàòèñòè÷åñêèé
çàïàñ óñòîé÷èâîñòè S a ïî ïàðàìåòðó a ñèñòåìû (26)–(28):

S
d

a b c
aa �

� � �

�

�

�
�

�

�

�
�




��

��
�

�sup
( )� �

� �

� � � �

1

2
2

2

4 2 2 2 2 2

1

c. (31)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (26)–(28) óñòîé÷èâà â l.i.m., äëÿ êîòîðîãî 
2 1 1S a
� 	 ,

ò.å. S a � 
2 .
Ïóñòü íà ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (26) â ñèñòåìå (26)–(28) äåéñòâóþò âíåø-

íèå ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ. Ýòî ñòàíåò âîçìîæíûì, åñëè ñèñòåìó ïîìåñòèòü íà
ïëàòôîðìó, äâèæåíèå êîòîðîé òîë÷êîâîå è îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ � � �( ( )).
Òîãäà (26) áóäåò èìåòü âèä

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�



�

�

4

4

2

2

2

2

2

2

u

x
a

u

x
b

u

t
c

u

t

u

x

dw t

d
� � �

�
( ( ))

( , )

t
. (32)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî çàïàñà óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåìû
(32), (27), (28), èìååì

S
d

a b c
a ( ) | ( ) | sup

( )
� � �

�

� �

� � � ��

�
� � ���

��

��{ }2
2

4 2 2 2 2 2

1

2

�

�

�
�

�

�

�
�




�1


 �{ }| ( ) |� � 2 2ac. (33)

Ïðèìåíÿÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â l.i.m. òåîðåìû 2, ïðèõîäèì
ê âûâîäó, ÷òî ñèñòåìà (32), (27), (28) óñòîé÷èâà â l.i.m., åñëè


 �2 1 1S a
� 	( ) , (34)

ò.å. S a ( )� 
� 2 , è íåóñòîé÷èâà â l.i.m., åñëè S a ( )� 
	 2 .

1. Ïóñòü � �( ) èìååò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

P P{ } { }� � � �: :� 
 
 � 
1 1
1

2
è � � � � �( ( )) ( )� . Òîãäà E{ }� 
 0 , D{ }� 
1 è óñëîâèå (33) ñîâïàäàåò ñ óñëîâè-
åì (31).

2. Åñëè â êà÷åñòâå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ � �( ) âûáðàòü ïóàññîíîâñêèé çàêîí

P k
k

e
k

{ }� �
� �:

!

 
 � è � � �( ) 
 , òî �� � �
 
D . Çíà÷èò, óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

â l.i.m. ñèñòåìû (32), (27), (28) áóäåò èìåòü âèä 2 2ac� 
� , à íåóñòîé÷èâîñòè ñîîò-
âåòñòâåííî — 2 2ac� 
	 .

3. Ïóñòü � �( ) ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà [ , ]0 1 , ò.å.

p x
x

x
� ( )

, [ , ],

, [ , ].



� 


� +

�
 
"

1 0 1

0 0 1

Èçâåñòíî, ÷òî M� 

1

2
, M�2 1

3

 . Åñëè � � �( ) 
 , òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè â l.i.m.

ñèñòåìû (32), (27), (28) ïðèìåò âèä ac�
3

2
2
 , à íåóñòîé÷èâîñòè — ac	

3

2
2
 .
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííàÿ â äàííîé ðàáîòå ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëîæíûõ ñèñòåì, ïî-âè-
äèìîìó, ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ïîïûòêîé ó÷åòà â ïîëíîì îáúåìå ñëó÷àéíîñòåé ïðè
èññëåäîâàíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ íå
òîëüêî äèôôóçèîííûå âîçìóùåíèÿ òèïà áðîóíîâñêîãî ïðîöåññà [5, 10, 18, 19],
íî è ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ èíûõ òèïîâ.
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