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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåìàÿ îáçîðíàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ñîâðåìåííîìó ñîñòîÿíèþ òåîðèè
ìóëüòèìíîæåñòâ — ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîâîêóïíîñòåé ñ ïîâòîðåíèÿìè (äóáëèêàòà-
ìè, ýêçåìïëÿðàìè ñâîèõ ýëåìåíòîâ). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèáëèîãðàôèÿ ðàçäåëåíà íà êàòå-
ãîðèè: ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå îáùåé òåîðèè ìóëüòèìíîæåñòâ, îáçîðíûå ðàáîòû, ðàáîòû ïî
ïðèìåíåíèþ ìóëüòèìíîæåñòâ, â ÷àñòíîñòè â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: cîâîêóïíîñòü ñ ïîâòîðåíèÿìè, ìóëüòèìíîæåñòâî.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðåäëàãàåìàÿ îáçîðíàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ìóëüòèìíîæåñòâàì — ìîäåëÿì òà-
êèõ ñóùíîñòåé, êàê ñîâîêóïíîñòè ñ ïîâòîðåíèÿìè (ýêçåìïëÿðàìè, äóáëèêàòà-
ìè ñâîèõ ýëåìåíòîâ). Íå âäàâàÿñü â äåòàëüíîå îáñóæäåíèå ýêñòåíñèîíàëüíûõ
è èíòåíñèîíàëüíûõ àñïåêòîâ óïîìÿíóòûõ ñóùíîñòåé, îòìåòèì òîëüêî íàèâàæ-
íåéøèå: ìíîæåñòâåííîñòü è ýêçåìïëÿðíîñòü.

Ñòàâèòü âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ïîíÿòèé ìíîæåñòâà è ìóëüòèìíîæåñòâà íà
îäíîì óðîâíå àáñòðàêöèè (êàê ýòî ïûòàåòñÿ ñäåëàòü Ä. Êíóò) ïî ìåíüøåé ìåðå
ïðèíöèïèàëüíî íåêîððåêòíî, ïîñêîëüêó óïîìÿíóòûå ïîíÿòèÿ ïî ñâîåé ñóòè íà-
õîäÿòñÿ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ àáñòðàêöèè. Çäåñü íàäî ðàññìàòðèâàòü èõ îäíîâðå-
ìåííî íà äâóõ óðîâíÿõ àáñòðàêöèè (ïîëèàáñòðàêòíîñòü, à íå ìîíîàáñòðàêòíîñòü
íà ïðåäìåòíîì óðîâíå), ðàññìàòðèâàòü ââåäåíèå è èñêëþ÷åíèå àáñòðàêöèè è ò.ä.
Âñå ýòè ãëóáèííûå ñóùíîñòíûå âîïðîñû âûõîäÿò çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè, öåëü
êîòîðîé ãîðàçäî áîëåå ëîêàëüíàÿ — ïîêàçàòü ôàêòè÷åñêîå ñîâðåìåííîå ñîñòîÿ-
íèå òåîðèè ìóëüòèìíîæåñòâ è åå ïðèìåíåíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ óêàçàííîé
ïðåäìåòíîé îáëàñòè ðå÷ü áóäåò èäòè íå î ôàêòîëîãèè, à òîëüêî î ôàêòîãðàôèè.
Àâòîðû ñîçíàòåëüíî îòâëåêàþòñÿ îò èíòåðïðåòàöèè îáñóæäàåìûõ êîíêðåòíûõ
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíèòåëüíî ê ìóëüòèìíîæåñòâàì.

Âêðàòöå êîñíåìñÿ ñóùíîñòíîãî ïîäõîäà. Òàêîé ïîäõîä, åñëè ãîâîðèòü â îá-
ùèõ ÷åðòàõ, ïðåäïîëàãàåò ðàññìîòðåíèå íå òîëüêî ýêñòåíñèîíàëüíûõ àñïåêòîâ
(ò.å. àñïåêòîâ, âûäåëÿþùèõ ðàññìàòðèâàåìóþ ñóùíîñòü â óíèâåðñóìå ñóùíîñòåé
êàê àáñòðàêöèþ îò çàìêíóòîñòè â àêòóàëüíîñòè óíèâåðñóìà îáúåêòîâ), íî è èíòåí-
ñèîíàëüíûõ (ò.å. àñïåêòîâ, êàñàþùèõñÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìîé
ñóùíîñòè; ïîäðîáíåå ñì. [1] è áèáëèîãðàôèþ ê íåé).

Âñåîáúåìëþùåå îáñóæäåíèå ýòèõ àñïåêòîâ â îòäåëüíîñòè, à òåì áîëåå èõ
âçàèìîäåéñòâèÿ (èíòåðôåéñà) âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè. Ïîýòîìó
îòìåòèì òîëüêî, ÷òî äëÿ ìóëüòèìíîæåñòâ ýêñòåíñèîíàëüíîñòú îáóñëàâëèâàåòñÿ
ìíîæåñòâåííîñòüþ, à èíòåíñèîíàëüíîñòü — ýêçåìïëÿðíîñòüþ.

Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ìóëüòèìíîæåñòâà — ýòî ñîâîêóïíîñòè ñ ïîâòîðåíèÿ-
ìè. Ïîíÿòèå ìóëüòèìíîæåñòâà (îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿ ê ñàìîìó òåðìèíó) ïîÿ-
âèëîñü îòíîñèòåëüíî íåäàâíî, õîòÿ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìóëüòèìíîæåñòâà
èñïîëüçóþòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî.

Îòìåòèì õàðàêòåðíûé øòðèõ: â òàêîé êëàññè÷åñêîé îáëàñòè, êàê êîìáèíà-
òîðíûé àíàëèç, ìóëüòèìíîæåñòâà ïîÿâèëèñü ïîä íàçâàíèåì ñî÷åòàíèé
(combinations) ñ ïîâòîðåíèÿìè (ñì., íàïðèìåð, [2–5]; ïðè ýòîì â [5] ïîÿâëÿåòñÿ
ñàì òåðìèí «ìóëüòèìíîæåñòâî» è äàåòñÿ åãî ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êàê ôóíê-
öèè èç êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà â ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåç íîëÿ),
à â ìîíîãðàôèè [6], ïðåòåíäóþùåé íà ôóíäàìåíòàëüíîñòü, ìóëüòèìíîæåñòâà
ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî îäèí (!) ðàç è èñïîëüçóþòñÿ â èíòóèòèâíîì ñìûñëå.
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Â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ Ä. Êíóò (D. Knuth) ïîäíÿë âîïðîñ îá îòñóò-
ñòâèè àäåêâàòíîé òåðìèíîëîãèè è îáîçíà÷åíèé äëÿ òàêîé ãëîáàëüíîé êîíöåïöèè,
êàê ìóëüòèìíîæåñòâî. Âïåðâûå òåðìèí «ìóëüòèìíîæåñòâî» (multiset, bag) ïðåä-
ëîæèë Í.Ã. äå Áðåéí (N. G. de Bruijn) â ÷àñòíîé ïåðåïèñêå ñ Ä. Êíóòîì. Â 70-õ
ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ýòîò òåðìèí ïðèîáðåë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå è
òåïåðü ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì.

Äîëãîå âðåìÿ ïîíÿòèå ìóëüòèìíîæåñòâî ïðîôåññèîíàëàìè èíòåðïðåòèðîâà-
ëîñü ïî-ðàçíîìó. Îáùåèçâåñòíàÿ ñòàòüÿ Â. Áëèçàðäà (W. Blizard) [8] ÿâëÿåòñÿ ïî-
ïûòêîé ñèñòåìàòèçèðîâàòü âñþ ñóùåñòâóþùåþ íà òî âðåìÿ (1989 ã.) èíôîðìà-
öèþ. Â íåé ïðåäñòàâëåí ðàçâåðíóòûé îáçîð ðàçâèòèÿ òåîðèè ìóëüòèìíîæåñòâ,
êîòîðûé óñëîâíî ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè: «Ìàòåìàòèêà è ëîãèêà» è «Âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ìàòåìàòèêà». Àâòîð â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå èçëàãàåò îñíîâíûå èäåè
è äîñòèæåíèÿ ðàçíûõ ó÷åíûõ, íà÷èíàÿ îò ðàññìîòðåíèÿ ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà è åãî
ìîùíîñòè ó Ã. Êàíòîðà è çàêàí÷èâàÿ ñîâðåìåííûìè ðåçóëüòàòàìè (Ä. Êíóò,
Ð. ßãåð (R. Yager) è äð.).

Â îäíèõ ðàáîòàõ, ðàññìîòðåííûõ Â. Áëèçàðäîì, ìóëüòèìíîæåñòâà ïðåäñòàâ-
ëåíû êàê ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, â äðóãèõ îíè èññëåäóþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ íå-
êîòîðîãî ñïåöèôè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Àíàëèçèðóþòñÿ íå òîëüêî ìóëüòèìíî-
æåñòâà ñ êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé êðàòíîñòüþ ýëåìåíòîâ, íî è ìóëüòèìíîæåñòâà
ñ îòðèöàòåëüíîé êðàòíîñòüþ (òàê íàçûâàåìû ãèáðèäíûå ìíîæåñòâà). Â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå íå÷åòêèå (fuzzy) è òàê íàçûâàåìûå æåñòêèå
(rough) ìóëüòèìíîæåñòâà. Êðîìå òîãî, óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå ïðèìåíåíèþ ìóëüòè-
ìíîæåñòâ â òåîðèè êàòåãîðèé è êîìáèíàòîðèêå; ïðèâåäåíû ôèëîñîôñêèå
àñïåêòû òåîðèè ìóëüòèìíîæåñòâ.

Â áîëüøèíñòâå ðàáîò îïðåäåëåíèå ìóëüòèìíîæåñòâà ôîðìóëèðóåòñÿ íà
ïëàòôîðìå êëàññè÷åñêîé êàíòîðîâñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ èëè æå â òåðìèíàõ èñ-
÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ðàáîòû ðàçâèâàþò òåîðèþ âèäîâ (theory of sorts),
êîòîðàÿ ðàäèêàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè ñâîåé òðåõóðîâíå-
âîé (tripatitous) ïðèðîäîé: îáúåêòû ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå, ðàçíûå èëè
äâîéñòâåííûå.

Ñóùåñòâóåò áîëåå ñîâðåìåííàÿ (2007 ã.) îáçîðíàÿ ñòàòüÿ [18], êîòîðàÿ îòòàë-
êèâàåòñÿ îò ðàáîò Â. Áëèçàðäà. Â íåé íàñ÷èòûâàåòñÿ áîëåå 80 èñòî÷íèêîâ ïî òåî-
ðèè ìóëüòèìíîæåñòâ è åå ïðèìåíåíèþ. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ
ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ, îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ,
ïåðåñå÷åíèÿ è ñëîæåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà.
Âòîðàÿ ÷àñòü [18] ïîñâÿùåíà èñïîëüçîâàíèþ ìóëüòèìíîæåñòâ â ðàçëè÷íûõ ñôå-
ðàõ (â îñíîâíîì â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ). Îäíàêî ìóëüòèìíîæåñòâà
èñïîëüçóþòñÿ íå òîëüêî â ìàòåìàòèêå è êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ, à è âî ìíîãèõ
äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Âñþ áèáëèîãðàôèþ, ïîñâÿùåííóþ ìóëüòèìíîæåñòâàì, ìîæíî óñëîâíî ðàç-
äåëèòü íà òàêèå êàòåãîðèè:

— îáùàÿ òåîðèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ,
— îáçîðû,
— ïðèìåíåíèå ìóëüòèìíîæåñòâ.
Êðîìå ýòîãî, îòäåëèì ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ïðèìåíåíèþ ìóëüòèìíîæåñòâ

â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ÷åòûðå ðàçäåëà. Èíôîðìàöèÿ
â êàæäîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíà â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå.

1. ÎÁÙÀß ÒÅÎÐÈß ÌÓËÜÒÈÌÍÎÆÅÑÒÂ

Â ìîíîãðàôèè [31] àâòîðû ïðèâîäÿò ñîäåðæàòåëüíîå îïðåäåëåíèå ìóëüòèìíî-
æåñòâà. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ìóëüòèìíîæåñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïàð, ïðè ýòîì êàæäàÿ ïàðà ñîñòîèò èç ýëåìåíòà è åãî êðàòíîñòè. Ïîý-
òîìó, êàê è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íàèëó÷øèé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ìóëü-
òèìíîæåñòâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îïåðàöèé, êîòîðûå íàä íèìè âûïîëíÿþòñÿ.
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Äæ. Àëáåðò (J. Albert) â ðàáîòå [7] ïðèâîäèò ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ ìóëü-
òèìíîæåñòâ è îïåðàöèé íàä íèìè, à òàêæå ðàññìàòðèâàåò àëãåáðàè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ìóëüòèìíîæåñòâ.

Âî âòîðîì òîìå ôóíäàìåíòàëüíîé ìîíîãðàôèè [25] Ä. Êíóò äàåò òîëüêî ñî-
äåðæàòåëüíîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ìóëüòèìíîæåñòâî è ââîäèò òàêæå îïåðàöèè
îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ñëîæåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ.

Â [20] ïîäûòîæèâàåòñÿ ôàêòîãðàôèÿ òåîðèè ìóëüòèìíîæåñòâ. Ñòàòüÿ ñîñòî-
èò èç øåñòè ðàçäåëîâ. Ïåðâûé ðàçäåë — âñòóïèòåëüíûé, âòîðîé ïîñâÿùåí îïðå-
äåëåíèþ ìóëüòèìíîæåñòâ è îïåðàöèé íàä íèìè, òðåòèé îïèñûâàåò ãèáðèäíûå
ìíîæåñòâà, â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ìóëüòèìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ â òåðìèíàõ
òåîðèè êàòåãîðèé, ïÿòûé è øåñòîé ïîñâÿùåíû ñîîòâåòñòâåííî íå÷åòêèì è ÷àñ-
òè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìóëüòèìíîæåñòâàì.

Àâòîð îïðåäåëÿåò ìóëüòèìíîæåñòâî, äîïóñêàÿ, ÷òî ýëåìåíòû ìîãóò ïîâòîðÿòü-
ñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ òðè ñïîñîáà ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ
ìóëüòèìíîæåñòâà: ïðåäñòàâëåíèå ìóëüòèìíîæåñòâà â âèäå ñïèñêà (ìóëüòèìíîæåñò-
âî îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì çàäàíèÿ âñåõ åãî ýëåìåíòîâ), ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðàâèëà
(the rule method, ìóëüòèìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñâîéñòâîì, ïðèñóùèì
åãî ýëåìåíòàì) è ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ (ïî ñóòè ìóëü-
òèìíîæåñòâî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé).

Àâòîð ðàçëè÷àåò ïîíÿòèå ìóëüòèìíîæåñòâà (ñ ðàçëè÷èìûìè ýëåìåíòàìè, êî-
òîðûå ïîâòîðÿþòñÿ) è äåéñòâèòåëüíîãî (real) ìóëüòèìíîæåñòâà (ñ íåðàçëè÷èìû-
ìè ýëåìåíòàìè, êîòîðûå ïîâòîðÿþòñÿ) è ïðèâîäèò ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå òàêæå ïðåäñòàâëåíû îïðåäåëåíèÿ îïîðíîãî ìíîæåñòâà
è ïîäìóëüòèìíîæåñòâà. Çàäàíû ïîíÿòèå ìîùíîñòè ìóëüòèìíîæåñòâà è îïåðàöèè
íàä ìóëüòèìíîæåñòâàìè (ñëîæåíèå, ðàçíîñòü, îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå), óêà-
çàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé. Êðîìå òîãî, ââîäèòñÿ äîñòàòî÷íî ñïå-
öèôè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ íå èìååò àíàëîãà äëÿ ìíîæåñòâ — áèíàðíàÿ îïå-
ðàöèÿ ìóëüòèïåðåñå÷åíèÿ, îäíèì àðãóìåíòîì êîòîðîé âûñòóïàåò ìóëüòèìíîæåñ-
òâî, à äðóãèì — ìíîæåñòâî.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, òðåòèé ðàçäåë ñòàòüè ïîñâÿùåí ãèáðèäíûì ìíîæåñò-
âàì — ñîâîêóïíîñòÿì, êðàòíîñòü ýëåìåíòîâ êîòîðûõ ìîæåò áûòü êàê íåîòðèöà-
òåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé. Àâòîð ôîðìàëèçóåò ïîíÿòèå ãèáðèäíîå ìíîæåñ-
òâî, ââîäèò îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ñóììû íàä ââåäåííûìè îáúåê-
òàìè. Òàêæå äàíî îïðåäåëåíèå ïîäìíîæåñòâà ãèáðèäíîãî ìíîæåñòâà.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòåãîðíàÿ ìîäåëü ìóëüòèìíîæåñòâà. Ïðè-
âîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ äâóõ êàòåãîðèé âñåâîçìîæíûõ ìóëüòèìíîæåñòâ: MSet è Bags.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ñòàòüè îïèñûâàþòñÿ íå÷åòêèå ìóëüòèìíîæåñòâà. Àâòîð äàåò
ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå íå÷åòêîãî ìóëüòèìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëåíèÿ íå÷åòêèõ
ìóëüòèìíîæåñòâ â âèäå ðàíãîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðîìå òîãî, ââîäÿòñÿ îïå-
ðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ íå÷åòêèõ ìóëüòèìíîæåñòâ, ðàññìàòðèâàåòñÿ
îïðåäåëåíèå ïîäìóëüòèìíîæåñòâà íå÷åòêîãî ìóëüòèìíîæåñòâà, ðàâåíñòâà íå÷åò-
êèõ ìóëüòèìíîæåñòâ è îïåðàöèè �-îãðàíè÷åíèÿ íå÷åòêîãî ìóëüòèìíîæåñòâà.

Ïîñëåäíèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìóëüòèìíîæåñòâàì
(partial ordered multiset — pomset). Ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííîãî ìóëüòèìíîæåñòâà è ðàññìîòðåíû òðè îñíîâíûå îïåðàöèè íàä íèìè: ñïå-
öèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå (concurrence), ñïåöèàëüíîå ñîåäèíåíèå (concatenation)
è òàê íàçûâàåìîå îðòîïåðåñå÷åíèå (orthoconcurrence).

Â ñâîåé ïåðâîé íåáîëüøîé ìîíîãðàôèè, ïîñâÿùåííîé ìóëüòèìíîæåñòâàì [28],
À.Á. Ïåòðîâñêèé ââîäèò îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ìóëüòèìíîæåñòâ: îïðåäåëå-
íèå ìóëüòèìíîæåñòâà, õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ìóëüòèìíîæåñòâà (ôóíêöèè
êðàòíîñòè), îïåðàöèé íàä ìóëüòèìíîæåñòâàìè. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîé-
ñòâà îñíîâíûõ îïåðàöèé íàä ìóëüòèìíîæåñòâàìè, ìåòîäû ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ è ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ïðèìåíåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ
â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ. Â ñëåäóþùåé ìîíîãðàôèè [29] àâòîð ðàññìàòðèâàåò ìåòðè-
÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ìíîæåñòâ è ìóëüòèìíîæåñòâ, îïèñûâàåò íîâûå ìåòðèêè.
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2. ÀÍÀËÈÇ ÎÁÇÎÐÍÛÕ ÑÒÀÒÅÉ

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, Â. Áëèçàðä â ðàáîòå [8] ïðèâîäèò ðàçâåðíóòûé îáçîð
òåîðèè ìóëüòèìíîæåñòâ ïî ñîñòîÿíèþ íà 1989 ã. Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñ-
òåé: òåîðèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ è åå ïðèìåíåíèÿ. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû àâòîð
ôîðìóëèðóåò ðàçíîîáðàçíûå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ìóëüòèìíîæåñòâà ðàçíûìè
àâòîðàìè, íà÷èíàÿ îò Êàíòîðà è åãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà. Âî âòî-
ðîé ÷àñòè ðàáîòû ìóëüòèìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, êàê
îáúåêòû íåêîòîðûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Â ðàáîòå [18] ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ
(â ìóëüòèïëèêàòèâíîé, ëèíåéíîé ôîðìàõ, â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê ñåìå-
éñòâî ìíîæåñòâ, â âèäå ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèè
íàä ìóëüòèìíîæåñòâàìè è ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà. Òàêæå ïðè-
âîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ïðèìåíåíèé ìóëüòèìíîæåñòâ â ìàòåìàòèêå, êîìïüþòåð-
íûõ íàóêàõ è äðóãèõ îáëàñòÿõ.

3. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÓËÜÒÈÌÍÎÆÅÑÒÂ Â ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÕ ÍÀÓÊÀÕ

Ë. Ëèáêèí (L. Libkin) è Ë. Âîíã (L. Wong) â ïåðâîé ðàáîòå [13] ðàññìîòðåëè
òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ ðåëÿöèîííûõ áàç äàííûõ (ÁÄ), îñíîâîé
ìîäåëè äàííûõ êîòîðûõ âûñòóïàþò ìóëüòèìíîæåñòâà. Ïîñòðîåí ÿçûê çàïðî-
ñîâ äëÿ ìóëüòèìíîæåñòâ BQL (Bag Query Language) è èññëåäîâàíà ñâÿçü ìåæ-
äó ïîëó÷åííûì ÿçûêîì è òàê íàçûâàåìîé âëîæåííîé ðåëÿöèîííîé àëãåáðîé
(nested relation algebra). Âòîðàÿ ðàáîòà [14] ïîñâÿùåíà âûðàçèòåëüíîé ñèëå
ÿçûêà çàïðîñîâ äëÿ ìóëüòèìíîæåñòâ, à òàêæå èñïîëüçîâàíèþ íåêîòîðûõ êîí-
ñòðóêöèé äëÿ ìóëüòèìíîæåñòâ, ìíîæåñòâ è ñïèñêîâ.

Â ñòàòüå [23] Ä.Á. Áóé è Ñ.À. Ïîëÿêîâ ðàññìàòðèâàþò ôóíêöèè íàä òàáëèöà-
ìè, ïðè ýòîì òàáëèöû ïîíèìàþòñÿ êàê ìóëüòèìíîæåñòâà, îñíîâàìè êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ìíîæåñòâà îäíîñõåìíûõ ñòðîê: îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, ðàçíîñòü (ââî-
äÿòñÿ êàê îãðàíè÷åíèÿ îäíîèìåííûõ îïåðàöèé íàä ìóëüòèìíîæåñòâàìè),
äåêàðòîâî ñîåäèíåíèå è óäàëåíèÿ äóáëèêàòîâ.

Âòîðîé ðàçäåë ñòàòüè ïîñâÿùåí óòî÷íåíèþ òàáëèö êàê ìóëüòèìíîæåñòâ
ñòðîê. Ñíà÷àëà ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ñòðîêè (êàê êîðòåæà è êàê èìåííîãî ìíî-
æåñòâà) è ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ôóíêöèè íà ñòðîêàõ: ðàçûìåíîâàíèÿ, èìå-
íîâàíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è äîñòóïà ê ýëåìåíòó ñòðîêè ïî íîìåðó ëèáî èìåíè. Äàëåå
òàáëèöà ôîðìàëèçóåòñÿ êàê êîíå÷íîå ìóëüòèìíîæåñòâî ñòðîê îäíîé ñõåìû. Îïè-
ñûâàåòñÿ îáùàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé
íàä òàáëèöàìè, êîòîðûå ñîñòîÿò èç êîðòåæåé, äî îïåðàöèé íàä òàáëèöàìè, êîòî-
ðûå ñîñòîÿò èç ñòðîê. Îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñòðîêàìè è êîðòåæàìè,
à òàêæå ìåæäó òàáëèöàìè ñòðîê è òàáëèöàìè êîðòåæåé.

Ïîñëåäíèé ðàçäåë ïîñâÿùåí óòî÷íåíèþ «óïîðÿäî÷åííûõ» òàáëèö, êîòîðîå
çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèå òàáëèöû êàê ìóëüòèìíîæåñòâà ñ áèíàðíûì îòíîøå-
íèåì, êîòîðîå èíäóöèðóåòñÿ ôðàçîé îïåðàòîðà çàïðîñîâ ORDER BY. Äðóãèìè
ñëîâàìè, â SQL-ïîäîáíûõ ÿçûêàõ òàáëèöà óòî÷íÿåòñÿ êàê ìîäåëü, íîñèòåëåì êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà â ïðåäûäóùåì ïîíèìàíèè, à ñèãíàòóðà ñîäåðæèò
åäèíñòâåííûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë.

Ìîíîãðàôèÿ [30] ïðèíàäëåæèò ê ðàçäåëó «Ïðèìåíåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ
â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ», õîòÿ åå òàêæå ìîæíî îòíåñòè ê ðàçäåëó «Îáùàÿ òåîðèÿ
ìóëüòèìíîæåñòâ», òàê êàê â íåé ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-
þò íåïîñðåäñòâåííî òåîðèè ìóëüòèìíîæåñòâ. Àâòîðû äàþò ôîðìàëüíûå óòî÷íå-
íèÿ ìóëüòèìíîæåñòâà è åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
1-ìóëüòèìíîæåñòâà — ìóëüòèìíîæåñòâà, îáëàñòüþ çíà÷åíèé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ñèíãëòîí { }1 (êðàòíîñòü êàæäîãî ýëåìåíòà ðàâíà 1, ò.å. { }1 -ìóëüòèìíîæåñòâî èçî-
ìîðôíî ìíîæåñòâó). Îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàç-
íîñòè íàä ìóëüòèìíîæåñòâàìè â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Àâòîðû ðàçëè÷àþò îïåðàöèè � �All All All, , \ , êîòîðûå ó÷èòûâàþò êðàòíîñòü,
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è îïåðàöèè � �1 1 1, , \ , êîòîðûå êðàòíîñòü èãíîðèðóþò. Ïîñëåäíèå ñòðîÿò 1-ìóëüòè-

ìíîæåñòâà, îñíîâû êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè
îïåðàöèÿìè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè îñíîâ ìóëüòèìíîæåñòâ-àðãóìåíòîâ.

Â [30] òàêæå ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ Dist( )� , êîòîðàÿ ñòðîèò 1-ìóëüòèìíîæåñòâî,
îñíîâà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñíîâîé èñõîäíîãî ìóëüòèìíîæåñòâà, ðàññìàòðèâà-
åòñÿ îïåðàöèÿ äåêàðòîâà ñîåäèíåíèÿ äâóõ ìóëüòèìíîæåñòâ è àíàëîã ïîëíîãî îá-
ðàçà (ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè) äëÿ ìóëüòèìíîæåñòâ.

Îáúåìíàÿ ðàáîòà [12] ïîñâÿùåíà âîïðîñó ðàñøèðåíèÿ âîçìîæíîñòåé ÁÄ çà
ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ. Àâòîðû îòìå÷àþò, ÷òî ñîâðåìåííûå êîì-
ìåð÷åñêèå ðåëÿöèîííûå ÁÄ ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ìóëüòèìíîæåñòâåííî-îðèåí-
òèðîâàííûå ìàíèïóëÿöèè íàä òàáëèöàìè äàæå åñëè îíè îñíîâàíû íà ôîðìàëü-
íîé ìíîæåñòâåííî-îðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè. Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ
îïåðàöèé ïðîåêöèè, ñåëåêöèè, ïðîèçâåäåíèÿ, ñîåäèíåíèÿ (natural è theta-), ïåðå-
èìåíîâàíèÿ òàáëèö êàê ìóëüòèìíîæåñòâà ñòðîê, à òàêæå îïðåäåëåíèÿ àíàëîãîâ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé (îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè).

Â ðàáîòå [26] Ñ.Ä. Êóçíåöîâ ðàññìàòðèâàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñòðóêòóð-
íîãî òèïà, êàê ìóëüòèìíîæåñòâî (BAG) â äåêëàðàòèâíîì ÿçûêå îãðàíè÷åíèé
OCL (Object Constraint Language). Ýòî òèï ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ êîëëåêöèè
è èìååò ñîîòâåòñòtâóþùèå îïåðàöèè.

Íà÷èíàÿ ñî ñòàíäàðòà SQL:2003 [19] â ÿçûê SQL áûë ââåäåí êîíñòðóêòîð
òèïà MULTISET. Çíà÷åíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâà çàäàþòñÿ ñïåöèàëüíîé êîíñòðóêöèåé
multiset value constructor. Êðîìå òîãî, äëÿ ìóëüòèìíîæåñòâ ââîäÿòñÿ îïå-
ðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè (multiset union, multiset

intersect, multiset except ñîîòâåòñòâåííî), à òàêæå íîâûå àãðåãàòíûå
ôóíêöèè (collect, fusion, intersect).

Â ðàáîòå [17] Ê.À. Ðîññà (K.A. Ross) è Þ. Ñòîÿíîâè÷ (J. Stoyanovich) ñèììåò-
ðè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó k-àðíûìè ñóùíîñòÿìè ÁÄ ïðåäñòàâëåíà êàê ìóëüòèìíîæåñ-
òâî ìîùíîñòè k, ãäå k — íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîñíîâûâàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïîä-
äåðæêè ÁÄ ìóëüòèìíîæåñòâ, îãðàíè÷åííûõ ïî ìîùíîñòè (cardinality-bounded
multisets), êîòîðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ çàäà÷.
Ïðåäëàãàþòñÿ ñïîñîáû ðåàëèçàöèè. Îïèñàí ñèíòàêñèñ ðàñøèðåíèÿ SQL, ÷òî äàåò
âîçìîæíîñòü ôîðìóëèðîâàòü çàïðîñû íàä òàêèìè ñèììåòðè÷íûìè ñâÿçÿìè.

Â [24] Ã. Ãàðñèà-Ìîëèíà (H. Garcia-Molina), Äæ. Óëüìàí (J. Ullman), Äæ. Óè-
äîì (J. Widom) ïðèâîäÿò îïðåäåëåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ â òåðìèíàõ òàáëè÷íûõ
àëãåáð. Òàêæå íàä ìóëüòèìíîæåñòâàìè ââîäÿòñÿ îñíîâíûå (îáúåäèíåíèå, ïåðåñå-
÷åíèå, ðàçíîñòü, ïðîåêöèÿ, ñåëåêöèÿ, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå) è äîïîëíèòåëüíûå
(àãðåãèðîâàíèå, ñîðòèðîâêà, ãðóïïèðîâàíèå) îïåðàöèè.

Â ñòàòüå [11] Ä. Êíóò ïðèìåíÿåò ìóëüòèìíîæåñòâà â êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ
ìóëüòèÿçûêàõ: ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ìóëüòèìíîæåñòâà, à òàêæå íåêîòîðûõ
îïåðàöèé íàä ìóëüòèìíîæåñòâàìè (â ÷àñòíîñòè, îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, ñëî-
æåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ò.ä.). Îïðåäåëÿåòñÿ ìóëüòèÿçûê êàê ìóëüòèìíîæåñòâî ñëîâ
(òîãäà êàê êëàññè÷åñêèé ôîðìàëüíûé ÿçûê — ìíîæåñòâî ñëîâ) è êîíòåêñòíî-ñâî-
áîäíûé ìóëüòèÿçûê. Ä. Êíóò ñ÷èòàåò, ÷òî çàìåíà ìíîæåñòâà ñëîâ íà
ìóëüòèìíîæåñòâî ñëîâ áîëåå åñòåñòâåííà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â ðàáîòàõ [15, 16] Äæ. Â. Ëëîéä (J.W. Lloyd) ïðåäñòàâèë íîâûé ñïîñîá ïîä-
äåðæêè ìóëüòèìíîæåñòâà â äåêëàðàòèâíîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñíà÷àëà
ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ìóëüòèìíîæåñòâà, çàòåì ìóëüòèìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ñðåäñòâàìè ÿçûêà. Ïðèâîäèòñÿ ðåàëèçàöèÿ îïåðàöèé íàä
ìóëüòèìíîæåñòâàìè: ñëîæåíèÿ, ðàçíîñòè, îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðÿäà
âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé: ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííûé
ýëåìåíò ÷ëåíîì ìóëüòèìíîæåñòâà; ôóíêöèÿ êîíâåðòèðîâàíèÿ ñïèñêà â ìóëüòè-
ìíîæåñòâî; ôóíêöèÿ îïðåäåëåíèÿ ñóììû êðàòíîñòåé âñåõ ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíî-
æåñòâà (ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòü ìóëüòèìíîæåñòâà); ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óñòà-
íàâëèâàåò, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííîå ìóëüòèìíîæåñòâî ïîäìóëüòèìíîæåñòâîì ìóëü-
òèìíîæåñòâà (ïî ñóòè, ðå÷ü èäåò î áèíàðíîì ïðåäèêàòå); ôóíêöèÿ óäàëåíèÿ
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äóáëèêàòîâ; ôóíêöèÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàâåíñòâà äâóõ ìóëüòèìíîæåñòâ; ôóíêöèÿ
óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà; ôóíêöèÿ ñòàíäàðòèçàöèè (ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâà â íåêîòîðîì ñòàíäàðòíîì âèäå). Âñå èäåè
ðåàëèçîâàíî íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Escher. Ñòàòüÿ äîïîëíåíà ïðèìåðàìè.

Â ðàáîòàõ Â.À. Áàøêèíà è È.À. Ëîìàçîâîé [22, 32] ìóëüòèìíîæåñòâà èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ñåòåé Ïåòðè.

Â [9] ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè â òåðìèíàõ ìóëüòèìíî-
æåñòâ è êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ìóëüòèìíîæåñòâ. Ñíà÷àëà äàåòñÿ
êðàòêèé îáçîð òåîðèè èíôîðìàöèè Øåííîíà. Äèñêðåòíûé èíôîðìàöèîííûé ðå-
ñóðñ ïðîäóöèðóåò ìóëüòèìíîæåñòâåííûå ñîîáùåíèÿ (ñ ìóëüòèìíîæåñòâîì ñèì-
âîëîâ). Òàêæå èññëåäóåòñÿ íîðìà ýíòðîïèè ìóëüòèìíîæåñòâà èíôîðìàöèîííîãî
ðåñóðñà. Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ êîäèðîâàíèå ìóëüòèìíîæåñòâ, êîòîðîå âêëþ÷àåò
êîäèðîâàíèå ñòðîêè è êîäèðîâàíèå äëèíû, è äëÿ êàæäîãî êîäèðîâàíèÿ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà.

Î.À. Ñëàâèí èñïîëüçóåò ìóëüòèìíîæåñòâà â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ ñèìâîëîâ [33].
Ðàçëè÷íûå ñ òî÷êè çðåíèÿ èçîáðàæåíèÿ òèïû ñèìâîëîâ ìîãóò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî
ãðàôåì, ò.å. òèïîâ èçîáðàæåíèé, êîòîðûå îòâå÷àþò îäíîìó ñèìâîëó. Àëôàâèò îáó-
÷åíèÿ êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì ìóëüòèìíîæåñòâà âñåõ äîïóñòè-
ìûõ ãðàôåì. Êðàòíîñòü ýëåìåíòà ýòîãî ìóëüòèìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ãðà-
ôåì, íåðàçëè÷èìûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ àëôàâèòà îáó÷åíèÿ.

4. ÄÐÓÃÈÅ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÌÓËÜÒÈÌÍÎÆÅÑÒÂ

Õ. Áàðåíäðåãò â [21] ââîäèò ïîíÿòèå ìóëüòèìíîæåñòâà äëÿ ñèëüíî ýêâèâàëåí-
òíûõ ðåêóðñèé â òåîðèè �-èñ÷èñëåíèÿ. Îñíîâàìè òàêèõ ìóëüòèìíîæåñòâ âû-
ñòóïàþò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ ìóëüòèìíîæåñòâ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ îðäèíàëû.

Ã.Â. Ñóõîëüñêèé èñïîëüçóþò ìóëüòèìíîæåñòâà ïðè ðàññìîòðåíèè ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïñèõîëîãèè [34] (ðå÷ü äàæå èäåò î òàê íàçûâàåìîé ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ïñèõîëîãèè). Àâòîð äàåò ñîäåðæàòåëüíîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ìóëüòèìíî-
æåñòâî, à òàêæå íà ïðèìåðàõ îïèñûâàåò ðàçëè÷íûå îïåðàöèè íàä ìóëüòèìíîæåñ-
òâàìè: îáîáùåíèå, êîíêðåòèçàöèÿ, àäàìàðîâî óìíîæåíèå, ñòåïåíü è äåëåíèå è ò.ä.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííûå àâòîðîì îïåðàöèè îáîáùåíèÿ è êîíêðåòèçà-
öèè ââåäåíû äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ è ïîýòîìó äîïóñêàåòñÿ
äàæå îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ êðàòíîñòè ýëåìåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïåðàöèè
àäàìàðîâà óìíîæåíèÿ, ñòåïåíè è äåëåíèÿ ïðèìåðû ïðèìåíåíèé îòñóòñòâóþò.

Â ðàáîòàõ Ã.Ã. Ìàëèíåöêîãî è Ñ.À. Íàóìåíêî [10, 27] ìóëüòèìíîæåñòâà èñ-
ïîëüçóþòñÿ â òàêîé íîâîé îáëàñòè çíàíèé, êàê âû÷èñëåíèÿ íà ÄÍÊ — ðàçäåë òàê
íàçûâàåìûõ ìîëåêóëÿðíûõ âû÷èñëåíèé (íîâîãî ìåæäèñöèïëèíàðíîãî íàïðàâëå-
íèÿ èññëåäîâàíèé íà ñòûêå ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè è êîìïüþòåðíûõ íàóê).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â ñèñòåìàòèçèðîâàííîì âèäå ïðåäñòàâëåí îáçîð ñîâðåìåí-
íîé ëèòåðàòóðû ïî òåîðèè ìóëüòèìíîæåñòâ è èõ ïðèìåíåíèþ.

Âñå ðàáîòû èç áèáëèîãðàôèè ðàçäåëåíû íà ÷åòûðå ãðóïïû: îáùàÿ òåîðèÿ
ìóëüòèìíîæåñòâ, îáçîðíûå ðàáîòû, ïðèìåíåíèå ìóëüòèìíîæåñòâ â êîìïüþòåð-
íûõ íàóêàõ è äðóãèå ïðèìåíåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ. Áèáëèîãðàôèÿ ïî êàæäîé èç
ãðóïï ïðèâåäåíà â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå. Ïî êàæäîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ïå-
ðå÷åíü îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Àíàëèç ëèòåðàòóðû ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
1. Ïîíÿòèå ìóëüòèìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì è ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíî-

ãèõ ðàçíîîáðàçíûõ îáëàñòÿõ.
2. Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ èìååò ôðàãìåíòàðíûé õàðàêòåð, ïî-

ýòîìó ïîêà íåëüçÿ ãîâîðèòü î ñóùåñòâîâàíèè ñèñòåìàòè÷åñêîé ðàçâèòîé îáùåé
òåîðèè ìóëüòèìíîæåñòâ, ïîñòðîåííîé íà åäèíîé ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâå.

3. Íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ (îò òåîðèè ñëîæ-
íîñòè âû÷èñëåíèé, áàç äàííûõ äî ïñèõîëîãèè), ïîêà ïðåæäåâðåìåííî ãîâîðèòü
î åäèíîì àäåêâàòíîì ïîäõîäå ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèëîæåíèé ìóëüòèìíîæåñòâ.
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Ñäåëàåì åùå ðÿä çàìå÷àíèé. Â ðàáîòàõ [35–40] àâòîðû âíåñëè âêëàä â ðàçâè-
òèå îáùåé òåîðèè ìóëüòèìíîæåñòâ: ïîñòðîåíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìóëüòèì-
íîæåñòâ, ñèãíàòóðíûå îïåðàöèè êîòîðîé, ñ îäíîé ñòîðîíû, âûñòóïàþò àíàëîãàìè
êàíòîðîâñêèõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, à ñ äðóãîé, îòðàæàþò ñïåöèôè-
êó ìóëüòèìíîæåñòâ (ýêçåìïëÿðíîñòü). ×òî êàñàåòñÿ åäèíñòâåííîãî ñèãíàòóðíîãî
îòíîøåíèÿ, òî îíî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ. Äëÿ
óêàçàííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà îïåðàöèé
(àññîöèàòèâíîñòü, êîììóòàòèâíîñòü, èäåìïîòåíòíîñòü, âçàèìíàÿ äèñòðèáóòèâ-
íîñòü, àíàëîãè çàêîíîâ äå Ìîðãàíà è ò.ä.), à äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ìóëüòèìíîæåñòâ — åãî ñòðóêòóðà; êðîìå òîãî, ïîñòðîåíà
ïîëóðåøåòêà ìóëüòèìíîæåñòâ è ðàññìîòðåíû äâà åñòåñòâåííûõ åå âëîæåíèÿ â ïî-
ëíûå ðåøåòêè. Â òåðìèíàõ ïðèìèòèâíûõ ïðîãðàììíûõ àëãåáð ðåøåí âîïðîñ îïè-
ñàíèÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé íàä ìóëüòèìíîæåñòâàìè (òî÷íåå ãîâîðÿ, ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå ìóëüòèìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë).

Â êà÷åñòâå íåòðèâèàëüíûõ ïðèëîæåíèé óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ îòìåòèì òîëüêî
çàäàíèå äåíîòàöèîííîé ñåìàíòèêè ðåêóðñèâíîé ôîðìû òàê íàçûâàåìûõ CTE-âûðà-
æåíèé (Common Table Expressions) â ñîâðåìåííûõ SQL-ïîäîáíûõ ÿçûêàõ [40].

Óïîìÿíóòûå âîïðîñû áóäóò îñâåùåíû â ïîñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ.
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