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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé è íåéðî-ôàççè ñèñòåì,
ïðèâîäÿùèå ê ñåïàðàáåëüíûì ìîäåëÿì — ñòðóêòóðàì, íåëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðûõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî äðóãèõ íåèçâåñòíûõ. Ïðåäëàãàþò-
ñÿ íîâûå àëãîðèòìû èõ îáó÷åíèÿ, â îñíîâå êîòîðûõ — íåëèíåéíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çà-
äà÷à, âêëþ÷àþùàÿ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ òîëüêî î íåëèíåéíî âõîäÿùèõ ïàðàìåòðàõ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïî îáó÷àþùåìó ìíîæåñòâó, ðàñïðåäåëå-
íèþ ãåíåðèðóþùåé âûáîðêè èëè ëèíãâèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä Ãàóññà–Íüþòîíà ñ ëèíåàðèçàöèåé â îêðåñòíîñòè ïîñëåäíåé îöåí-
êè, àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïñåâäîèíâåðñèé âîçìóùåííûõ ìàòðèö è ñåïàðà-
áåëüíàÿ ñòðóêòóðà ìîäåëåé. Ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû îáëàäàþò ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ:
íå òðåáóåòñÿ ïîäáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ ëèíåéíî âõîäÿùèõ ïàðàìåòðîâ, êîòî-
ðûé ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðàñõîäèìîñòè, íî ïðè ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè íàõîäèòü ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå îò ïðîåêöèîííîé ìàòðèöû; ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðåæèìàõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîé è ïàêåòíîé îáðàáîòêè; êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, èç íèõ ñëåäóþò èçâåñòíûå
àëãîðèòìû, à ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ìîãóò ïðåâîñ-
õîäèòü èçâåñòíûå ïî òî÷íîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñåïàðàáåëüíàÿ ðåãðåññèÿ, íåéðîííûå ñåòè, íåéðî-ôàççè ñèñòåìû, àëãî-
ðèòìû îáó÷åíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé (ÍÑ) è íåéðî-ôàççè ñèñ-

òåì (ÍÔÑ), ïðèâîäÿùèå ê ñåïàðàáåëüíûì ìîäåëÿì — ñòðóêòóðàì, íåëèíåé-

íûì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è ëèíåéíûì îòíîñè-

òåëüíî äðóãèõ, íàïðèìåð òàêèõ, êàê ìíîãîñëîéíûé ïåðñåïòðîí (ÌÏ) ñ ëèíåé-

íîé ôóíêöèåé àêòèâàöèè (ÔÀ) íà âûõîäå, ðàäèàëüíî-áàçèñíàÿ ÍÑ (ÐÁÍÑ) èëè

ÍÔÑ Ñóãåíî.

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à îáó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ, ìíîãîýêñòðå-

ìàëüíóþ, ÷àñòî ïëîõî îáóñëîâëåííóþ íåëèíåéíóþ îïòèìèçàöèîííóþ ïðîáëå-

ìó [1]. Äëÿ åå ðåøåíèÿ áûëè ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû, ïðåâîñõîäÿùèå

àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè è åãî ìíîãî÷èñëåííûå ìîäèôèêà-

öèè ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè è ñïîñîáíîñòè ê îáîáùå-

íèþ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòìû, â èõ îñíîâå — èñïîëüçîâàíèå

ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû (ñåïàðàáåëüíîé) ìîäåëåé, ðàçðàáîòêå êîòîðûõ ïîñâÿùå-

íû ìíîãî÷èñëåííûå ïóáëèêàöèè. Òàê, â [2] ïðåäëîæåí VP-àëãîðèòì (variable

projection), â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì èñõîäíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïðåîáðàçóåò-

ñÿ ê íîâîé çàäà÷å, íî óæå îòíîñèòåëüíî òîëüêî íåëèíåéíî âõîäÿùèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé ìíîæåñòâà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê äâóõ

çàäà÷ ñîâïàäàþò, îäíàêî ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ ðàçìåðíîñòü è, êàê ñëåäñòâèå,

èñêëþ÷àåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïîäáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ ëèíåéíî âõîäÿ-

ùèõ ïàðàìåòðîâ. Áîëåå òîãî, íîâàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ëó÷øå îáóñëîâëåíà

[3–6], è åñëè äëÿ îïòèìèçàöèè èñõîäíîé è ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ

îäèí è òîò æå ìåòîä, òî VP-àëãîðèòì âñåãäà ñõîäèòñÿ çà ìåíüøåå êîëè÷åñòâî

èòåðàöèé. Âìåñòå ñ òåì VP-àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí òîëüêî â ïàêåòíîì

ðåæèìå; êðîìå òîãî, ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïðåîáðàçîâàííîãî êðèòåðèÿ ïî ïàðàìåòðàì. Â [7] ïðåäëîæåíà äâóõ-

ñòàäèéíàÿ ïðîöåäóðà îáó÷åíèÿ ÍÔÑ, îñíîâàííàÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîì èñïîëüçî-

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51, ¹ 2 13

� Á.À. Ñêîðîõîä, 2015



âàíèè íà êàæäîé èòåðàöèè ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

(ÐÌÍÊ) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíî âõîäÿùèõ ïàðàìåòðîâ è ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà

äëÿ íåëèíåéíûõ ïàðàìåòðîâ. Äâóõñòàäèéíûå (ãèáðèäíûå) àëãîðèòìû îáó÷åíèÿ

ðàçëè÷íûõ íåéðîñåòåâûõ ìîäåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ëåâåíáåðãà-Ìàêâàð-

äòà ðàçðàáîòàíû â [8–10]. Â ðàáîòå [11] ïðåäñòàâëåíû ELM-àëãîðèòìû (extreme

learning machine), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îáó÷àþòñÿ òîëüêî ëèíåéíî âõîäÿùèå

ïàðàìåòðû, à íåëèíåéíî âõîäÿùèå ïàðàìåòðû âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíî, áåç ó÷å-

òà îáó÷àþùåé âûáîðêè. Èçâåñòíî, ÷òî ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåâûñîêîé òî÷-

íîñòè àïïðîêñèìàöèè ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì ðàçìåðå îáó÷àþùåãî ìíî-

æåñòâà [12, 13]. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè èíèöèàëèçàöèè ãèáðèäíûõ è ELM-àëãî-

ðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ ÐÌÍÊ, íåîáõîäèì ïîäáîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ

ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ Ðèêêàòè. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó

àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îá îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðàõ îòñóòñòâóåò, åå ýëåìåíòû

îáû÷íî ïîëàãàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè áîëüøîìó ïàðàìåòðó (íàïðèìåð, 104

â [9] è10 108 16� â [14, ñ. 240]), ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðàñõîäèìîñòè äàæå â ñëó-

÷àå ëèíåéíîãî ÐÌÍÊ [15]. Â ðàáîòå [13] èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà ðàñøèðåííîãî

ôèëüòðà Êàëìàíà ñ äèôôóçíîé èíèöèàëèçàöèåé è ïðåäëîæåíû ðîáàñòíûå (ïî îò-

íîøåíèþ ê íåèçâåñòíîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ëèíåéíî âõîäÿùèõ ïàðàìåò-

ðàõ) àëãîðèòìû îáó÷åíèÿ ÌÏ. Â îòëè÷èå îò VP-àëãîðèòìà îíè ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû â ðåæèìàõ ïàêåòíîé è ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè è, êðîìå òîãî,

ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïðîñòûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîìèìî îáó÷àþùåãî ìíîæåñòâà çà-

äàíà àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ òîëüêî î íåëèíåéíî âõîäÿùèõ ïàðàìåòðàõ, êîòîðàÿ

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïî ðàñïðåäåëåíèþ ãåíåðèðóþùåé âûáîðêè, îáó÷àþùåìó

ìíîæåñòâó èëè ëèíãâèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè [11, 16]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà, âêëþ÷àþùåãî òîëüêî ýòó èí-

ôîðìàöèþ. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Ãàóññà–Íüþòîíà

(ÃÍ) ïðèâîäÿò ê íîâîìó àëãîðèòìó îáó÷åíèÿ, ðîáàñòíîìó ïî îòíîøåíèþ ê íåèç-

âåñòíîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ëèíåéíî âõîäÿùèõ ïàðàìåòðàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî

ELM-àëãîðèòìû è äâóõñòàäèéíûå ïðîöåäóðû ñ ðîáàñòíîé èíèöèàëèçàöèåé

ñëåäóþò èç ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé è óñòàíàâëèâàåòñÿ åãî

ñâÿçü ñ äèôôóçíîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è îáó÷åíèÿ.

1. ÑÅÏÀÐÀÁÅËÜÍÛÅ ÌÎÄÅËÜÍÛÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ðåãðåññèþ âèäà

y zt t� �( , )� �, t N�1, ,� , (1)

ãäå z z z Rt t nt
n� �( , , )1 �

T — âåêòîð âõîäîâ, y y y Rt t mt
m� �( , , )1 �

T — âåê-

òîð âûõîäîâ, � � �� �( , , )1 � r
rRT , � � �� �( , , )1 � l

lRT — âåêòîðû íåèç-

âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, �( , )zt � — ( )m r� -ìàòðèöà çàäàííûõ íåëèíåéíûõ ôóíê-

öèé, R l — ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè l, ( )� T — îïåðàöèÿ òðàíñïîíè-

ðîâàíèÿ ìàòðèöû, N — ðàçìåð îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Ïîêàæåì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ìàòðè÷íîé ôóíêöèè �( , )� � ìîæíî ïî-

ëó÷èòü ðàçëè÷íûå, õîðîøî èçâåñòíûå òèïû ÍÑ è ÍÔÑ. Ìíîãîñëîéíûé ïàðàìåòð

ñ ëèíåéíîé ÔÀ íà âûõîäå îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèÿìè [1]
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ãäå a b k p j qkj k, , , , , , ,� �1 1� � , — âåñà è ñìåùåíèÿ ñêðûòîãî ñëîÿ, wik ,

i m�1 2, , ,� , k p�1 2, , ,� , — âåñà âûõîäíîãî ñëîÿ, �( )x — ÔÀ ñêðûòîãî ñëîÿ.

Èñïîëüçóÿ âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì

y W a z a z zt t p t t� �( ( ), , ( )) ( , )� � � �1 �

T � , t N�1, ,� , (3)

ïðè ýòîì y y z Rt t mt
m� �( , , , )1 1�

T , z z z Rt t qt
q� � 	( , , , )1

11�

T , W w� ( ,
1
T

�

� , )w Rm
m pT T � � , w w wi i ip� ( , , )1 � , i m�1 2, , ,� , a a a bk k kq k� ( , , , )1 � ,

k p�1, ,� , � � �( , , )w w Rm
mp

1 �

T , � � � 	( , , ) ( )a a Rp
q p

1
1T T T

� , �( , )zt � �

� �I zm t�( , )� — ( )m mp� -ìàòðèöà, �( , ) ( ( ), , ( ))z a z a zt t p t� � �� 1 � , I m —

åäèíè÷íàÿ ( )m m� -ìàòðèöà, � — ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö.

Äëÿ ÐÁÍÑ ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå âõîäû è âûõîäû, çàäàþòñÿ âûðàæå-

íèÿìè [1]

y w b z a wit ik k t k
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i� � 	
�
� �( | | | | )2

1

0 , i m�1, ,� , t N�1, ,� , (4)

ãäå z z z Rt t nt
n� �( , , )1 �

T ; a Rk
n� , b Rk � 	 , k p�1, ,� , — öåíòðû è øêàëè-

ðóþùèå ìíîæèòåëè ñîîòâåòñòâåííî; R 	 — ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë; wik , i m�1 2, , ,� , k p�1 2, , ,� , — âåñà âûõîäíîãî ñëîÿ; wi0 ,

i m�1 2, , ,� , — ñìåùåíèÿ; �(. ) — áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ. Èñïîëüçóÿ âåêòîðíî-ìàò-

ðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì

y W b z a b z a zt t p t p t� � � �( , ( | | | | ), , ( | | | | )) ( , )1 1 1
2 2� � ��

T � �, t N�1, ,� ,

ãäå W w w Rm
m p� � �( , , )

1
T T T

� ; w w wi i ip� ( , , )1 � , i m�1 2, , ,� ; � � �( , , )w wm1 �

T

� 	R m p( )1 , � � � 	( , , , , , ) ( )b b a a Rp p
n p

1 1
1

� �

T T T ; � �( , ) ( , )z I zt m t� �� � —

( ( )m m p� 	1 )-ìàòðèöà, �( , ) ( , ( | | | | ), , ( | | | | ))z b z a b z at t p t p� � �� � �1 1 1
2 2

� .

Ïóñòü çàäàíà áàçà çíàíèé â ôîðìå Ñóãåíî

if (z t1 is A j1 ) and … if (znt is Anj ) then y a z bt j t j� 	T , j m�1, ,� , (5)

ãäå Aij , i n j m� �1 1, , , , ,� � , — íå÷åòêèå ìíîæåñòâà (ÍÌ) ñ ïàðàìåòðèçîâàí-

íûìè ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè (ÔÏ) � ij it ijz c( , ), cij , i n j m� �1 1, , , , ,� � ,

— âåêòîðû íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, a Rj
n� , b Rj � 1, j m�1, ,� . Òîãäà ñîîò-

íîøåíèå äëÿ âûõîäà, îïðåäåëÿåìîãî ïî m ïðàâèëàì (5), ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðà-

æåíèåì [7]
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T

11

1

n

i

m

��
�1

, t N�1, ,� . (6)

Îòñþäà ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå (1) ïðè � � �( , , , , , )a a b b Rm m
m

1 1
2T T T

� � ,

� � ( , , )c cnm11
T T T

� , �( , ) ( ( ) , , ( ) , ( ), , ( ))z q z q z q qt t m t m� � � � �� 1 1
T T T

� � ,

q

z c

z c

i

ij jt ij

j

n

ij jt ij

j

n

i

m
( )

( , )

( , )

�

�

�

�
�

��

�

��

1

11

, i m�1, ,� .
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Ìîäåëüíàÿ ñòðóêòóðà (1) (ñåïàðàáåëüíàÿ ðåãðåññèÿ [2]) ëèíåéíà îòíîñèòåëü-

íî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ � è íåëèíåéíà îòíîñèòåëüíî �. Èñõîäÿ èç íåéðîñåòåâîé

èíòåðïðåòàöèè ýòî àðõèòåêòóðà ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñ îäíèì ñêðûòûì

ñëîåì, n âõîäàìè è m âûõîäàìè [1, 16]. Íàñ èíòåðåñóåò çàäà÷à îöåíêè ïàðàìåò-

ðîâ � è � ïî îáó÷àþùåìó ìíîæåñòâó { }z yt t, , t N�1, ,� .

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÑÅÏÀÐÀÁÅËÜÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Áóäåì ïîëàãàòü âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ

� è �, âõîäÿùèõ â îïèñàíèå (1).

1. Äëÿ âåêòîðà � èçâåñòíî âåðîÿòíîå çíà÷åíèå �, è âîçìîæíûå îòêëîíåíèÿ

îò � õàðàêòåðèçóþòñÿ ôóíêöèåé �( ) ( ) ( )� � � � �
�

� � ��T P 1 , ãäå P� � 0 — çàäàí-

íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

2. Àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðà � îòñóòñòâóåò;

îíè ìîãóò áûòü ëèáî íåèçâåñòíûìè ïîñòîÿííûìè, ëèáî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíà-

ìè, ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ íåèçâåñòíû.

Ïóñòü çàäàíî îáó÷àþùåå ìíîæåñòâî { }z yt t, , t N�1, ,� , è êðèòåðèé êà÷åñòâà

â ìîìåíò t îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

J x y z y zt
t k

k k

k

t

k k
t( ) ( ( , ) ) ( ( , ) ) ( )� � � 	�

�
� � � � � � � �� � �T

1

, t N�1, ,� , (7)

ãäå � �( , ]0 1 — ïàðàìåòð çàáûâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé óìåíüøèòü âëèÿíèå ïðåäû-

äóùèõ íàáëþäåíèé, x � ( , )� �T T T . Âåêòîð ïàðàìåòðîâ x R l r� 	 íàõîäèòñÿ èç

óñëîâèÿ ìèíèìóìà J xt ( ) è äîëæåí îáíîâëÿòüñÿ ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ íîâîãî èç-

ìåðåíèÿ.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, ÷òîáû ïîëó÷èòü

îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû — òåîðåìó 1.

Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

M C I K C M C Kt t l r t t t t t
	

	 �
	

�� �
~

[( )
~

, ]T
1 1 , t N�1, ,� , (8)

ãäå C Rt
m l r� � 	( ) ,

~
( , , )( )/ ( )C C C Rt

t
t

mt l r� �� � 	� 1 2
1
T T T

� , M C Ct t t
	 � (

~ ~T 	 �	�t M )

� 	 � 	R l r l r( ) ( ) , K M C Rt t t
l r m� �	 	 �T ( ) , M

P
Rl r

r l r r

l r l r�



�

�
�




�

�
�

�
�

�

� �

	 � 	�
1 0

0 0

( ) ( ) ,

P R l l
� � � , 0 l r� — ( )l r� -ìàòðèöà ñ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè, (. )	 — ïñåâäîîáðàò-

íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê M C M C Ct t t t t
	 	

�
�

~
(

~
, )T T T T

1
, òî ïîñëåäíèå l r	

ñòîëáöîâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (8) ñîâïàäàþò. Ïîêàæåì, ÷òî

M C I K C M Ct t l r t t t t
	

� 	 �
	

�
� �

~
( )

~
1 1 1

T T .

Ïðåäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

[ ( ) ( ) ]
~

M I M M I M M M Ct l r t t l r t t t t
	

	 � �
	

	
	

�
	

�
� � � �1 1 1 1

0T , (9)

ïîêàæåì, ÷òî

( )I M M Ml r t t t	
	

�
	� �

1
0, (10)

M I M M Ct l r t t t
	

	 � �
	

�
� �( )

~
1 1 1

0T . (11)
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Ïóñòü ìàòðèöà Q C Mt t
t� (

~
, ( ) )/T � 1 2 èìååò ðàíã q t( ) è l lt q t t1, ( ),, ,� — åå ïðî-

èçâîëüíûå, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî C Qt( ), îïðå-

äåëÿåìîå èìè, ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì, îáðàçîâàííûì ñòîëáöàìè M t , ÷òî

îáåñïå÷èâàåò C M C Mt t( ) ( )� �1 . Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêåëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ

ìàòðèö èìååì (
~

, ( ) )/C M Lt
T t

t t� 1 2 � � , ãäå L l lt t q t t� ( , , ), ( ),1 � , rank( ) ( )�t q t� ,

rank(. ) — ðàíã ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû.

Èìååì M L Lt t t t�
~
� T , ãäå

~
� � �t t t� T . Òàê êàê Lt — ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà ïî

ñòîëáöàì, òî L L L Lt t t t
	 �� ( )T T1 è

M L L L Lt t t t t t t
	 	 	 � 	� �(

~
) ( )

~
( )� �T T 1 , M M L L L Lt t t t t t

	 �� ( )T T1 ,

( ( ) )I L L L L Ll r t t t t t	
�

�� �T T1
1 0,

÷òî îáóñëîâëèâàåò (10). Äîêàæåì ðàâåíñòâî (11). Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ìàò-

ðèöà �t òàêàÿ, ÷òî
~
C L

t t t� ��
1 1

T � , òî

M I M M C M I L L Lt l r t t t t l r t t t
	

	 � �
	

�
	

	 � � �� � �( )
~

( ( )1 1 1 1 1 1
T T �

� � �1
1 1 0L L

t t t
T ) � .

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

( ) / ( )� � �U M A A Ot t	 � 	 	�
�

1
1 01 , � � 0, t N�1, ,� , (12)

ãäå � � 0 — ìàëûé ïàðàìåòð, â êîòîðîì

A M C C Mt t t
t

0 � � 		 	(
~ ~

)T � , U
I

Rt
l l l r

r l
t

r

l r l r�



�
��




�
�� �� �

�

	 � 	0 0

0 �

( ) ( ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëåíèå (12) ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ [17]

( / ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),H H G G HH I H H G G I H H OT T T T	 � 	 � � 		 	 	 	 	1 2� � � (13)

ãäå H è G — ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, I —

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, H H I G G H I G G G G� � � �	 	( ) ( ( ) )T T ïðè H U t� ,

G M t� 1 2/ .

Äàííîå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî

M I H U M I H Ut l r t t t l r t t
	

	
	 	

	
	� � �( ) ( )T , (14)

ãäå H U I M Mt t l r t t� �	
	( ), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

H U Mt t t
	 	 � 0. (15)

Íàéäåì âíà÷àëå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ H t
	 . Ïóñòü T t tt t l rt� 	( , , )1 � — îðòîãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî M T Tt t t t� � T , ãäå � t t l rt� 	diag( , , )� �1 � , diag(. ) —

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, � it , i l r� 	1, ,� , — ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû M t . Òàê

êàê M T Tt t t t
	 	� � T , òî H U T I Tt t t l r t t t� �	

	( )� � T . Îïðåäåëèì ñòðóêòóðó ìàòðè-

öû Tt . Èìååì

rank rank rankT( ) ( (
~

)
~

) ( )M M C C St
t

t t t� 	 	� � � ,

ãäå S C C C C I C C Ct t t t t l t t t� � 	 �(
~

)
~

(
~

)
~

( (
~

)
~

) (
~

)� � � � � � �T T T 1 T ~
Ct

� ,
~

(
~

,
~

)C C Ct t t� � � ,
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~
C Rt

m l� � � ,
~
C Rt

m r� � � . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî q t M lt( ) ( )� �rank . Åñëè

rank( )M l rt � 	 , òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Ïóñòü l q t l r� � 	( ) . Ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû ìàòðèöû M t (ñòîëáöû ìàòðèöû Tt ), ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì

ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû M xt t � 0. Èñïîëüçóÿ áëî÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå x x xt t t
� ( , )

1 2
T T T , ïîëó÷àåì

�
�

�t
t t t tP x C C x� 	 �1

1 0(
~

)
~T , (

~
)

~
C C xt t t

� T � 0.

Â ðåçóëüòàòå èìååì x t1 0� , x I C C ft r t t2 � � 	( (
~

)
~

)� � , ãäå f R r� — ïðîèçâîëü-

íûé âåêòîð. Îòñþäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïîëàãàÿ, ÷òî � t t� diag( ,�1 �

� �, , , , )( )� q t t 0 0 , � it � 0, i q t�1, , ( )� , ïîëó÷èì

T
T

T T
t

t l l r q t

t t

�



�
��




�
��

� 	 �1

2 3

0 ( ( )) , T Rt
l q t

1 � � ( ) , T Rt
r q t

2 � � ( ) , T Rt
r l r q t

3 � � 	 �( ( )) .

Òàê êàê ìàòðèöà M Mt t
	 èäåìïîòåíòíà, òî

T I T
T T

t l r t t t
l l l r

r l t t

( )	
	 � �

�
� �




�
�
�




�
�
�

� � T
T

0 0

0 3 3

,

îòñþäà ñëåäóåò H U M U T I T U T Tt t t t t l r t t t t t t t
	 	

	
	 	� � �( )� � �T T 0.

Ëåììà 3. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

M C C M S V W Vt t t
t

t t t t
	 	 	� 	 � 	(

~ ~
)

~ ~ ~T T� , t N�1, ,� , (16)

~
,

~
,S

S
V

V

I
t

t l r

r l r r
t

t

r

�



�
��




�
�� �




�
��




�
��

�

� �

0

0 0
S Rt

l l� � , V Rt
l r� � , (17)

S S S C I C S C C St t t t m t t t t t� � 	� � �
�

�1 1 1
1

1/ ( ) ( ( ) ) /� � �� � � �T T , S P0 � � , (18)

V I S C I C S C C Vt l t t m t t t t t� � 	 �� �
�

�( ( ) ( ( ) ) )1 1
1

1
� � � ��T T

� 	� �
�S C I C S C Ct t m t t t t1 1

1( ) ( ( ) )� � � ��T T , V l r0 0� � , (19)

W W C V C I C S Ct t t t t m t t t� 	 	 	 �� � �
�� � �� � � �

1 1 1
1( ) ( ( ) )T T

� 	�( )C V Ct t t
� �

1 , W r r0 0� � . (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà P U Mt t t
� � 	1 � óäîâëåòâîðÿåò ðàçíîñòíîìó

óðàâíåíèþ

P P C Ct t t t
�

�
�� 	1

1
1� T , P P I r0

1 1� �� block diag(
�

�, ), t N�1, ,� .

Âîñïîëüçóåìñÿ ìàòðè÷íûì òîæäåñòâîì

A B CD C B BC D C BC C B� � � � �� 	 � � 	1 1 1 1 1( ) ( )T T T (21)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ Pt . Ïîëàãàÿ B P D I C Ct m t� � ��1, ,� T , ïîëó÷àåì

P P C C P P C I C P Ct t t t t t t m t t t� 	 � � 	
�
� �

� � �
�( ) ( ( )� �

1
1 1

1 1 1
T T T 1

1C Pt t� �) / �
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� � 	� � �
�

�P P C I C P C C Pt t t m t t t t t1
2

1 1
1

11 1/ / ( / )� � �T T , (22)

P P I r0 � block diag ( � �, / ), t N�1, ,� .

Îáîçíà÷èì A I r l� 	 / /�1 2 ,
~

/ /C Ct t� �1 2 . Òîãäà (22) ïðèìåò âèä

P AP A AP C I C P C C P At t t t m t t t t t� � 	� � �
�

�1 1 1
1

1
~

(
~ ~

)
~T T . (23)

Ïóñòü
~
Pt è Pt — äâà ïðîèçâîëüíûõ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ðàç-

íîñòü Q P Pt t t� �
~

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ [18]

Q A Q A A Q C I C P C C Qt t t t t t t m t t t t t� � 	� � �
�

�(
~

(
~ ~ ~

)
~

1 1 1
1

1
T T T At

T ) �

� � 	� � �
�

�( (
~

) ) /A Q A A Q C I C P C C Q At t t t t t m t t t t t t1 1 1
1

1
T T T T� �, (24)

Q P P0 0 0� �
~

, t N�1, ,� ,

ãäå
~ ~ ~

(
~ ~

)A A AP C I C P C Ct t t m t t t t� � 	� �
�

1 1
1T T ,

A I P C I C P C Ct r l t t m t t t t� � 		 � �
�

1 1
1T T( )� . (25)

Ïóñòü
~
P P0 0� , P P r r0 0� �block diag( � , ). Òîãäà

~
P Pt t� , P St t�

~
,

ãäå
~ ~

/
~

( /
~

)
~

/S S S C I C S C C St t t t m t t t t t� � 	� � �
�

�1 1 1
1

11� � �T T , (26)

~
, )S P r r0 0� �block diag( � .

Îòñþäà ñëåäóåò áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
~
S t è óðàâíåíèå (18).

Ïîêàæåì, ÷òî

Q V L Vt t t t� �~ ~1 T , (27)

ãäå

L L C V C I C S Ct t t t t m t t t� 	 	 	 �
� � �

�
1 1 1

1/ ( ) ( ( ) )� �� � � �T T

� 	�( ) /C V Ct t t
� � �1 , L I r0

1� � / �. (28)

Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (24), ïîëó÷àåì

~ ~
(

~ ~ ~ ~
V L V A V L V A A V Lt t t t t t t t t t t

�
� �

�
� � �

�� �1
1 1

1
1 1 1

1T T T V C
t t�

�
1

T T

� 	 �
�

� �
�

�
(

~
)

~ ~
) /� �I C P C C V L V Am t t t t t t t t1

1
1 1

1
1

T T T . (29)

Ýòî ðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè Lt è
~

Vt óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

~ ~
V A Vt t t� �1,

~
( , )V Ir l r0 0� � , (30)

L L L V C I C P C C Vt t t t t m t t t t
�

�
�

�
�

� �
�� � 	1

1
1

1
1

1 1
1(

~
(

~
)

~T T T� t t
L� �

�
1 1

1 ) / �, L I r0
1� � �, (31)

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êîòîðûõ ñëåäóþò èç âûðàæåíèé (16), (18), (24). Òàê êàê
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P C S C
S C

t t t t
t t

r l

� �
�

�

� �



�

�
�




�

�
�1 1

1

0

T T
T~

~
( )�

, C P C C S Ct t t t t t

~
( )� ��1 1

T T� � ,

A I
S C N C S C N C

t r l
t t t t t t t t

r l r r

� �	
�

�
�

�

� �

1
1

1
1

0 0

( ) ( )� � � �T T


�

�
�




�

�
�

,

ãäå N I C S Ct m t t t� 	 �� � �
1 ( )T , òî îòñþäà ñëåäóåò (19).

Ïðåîáðàçóåì (31), èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî (21). Ïóñòü

B Lt� �1, C V C
t t�
�

~
1

T T , D I C S Cm t t t� 	 �� � �
1 ( )T .

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
~ ~
P Q St t t� � , ïîëó÷àåì

L L V C I C S C C Vt t t t m t t t t t
�

� � �
�

�
�� � 	1

1 1 1
1

1
1(

~
(

~
)

~
) /T T T� � .

Íî òàê êàê C V C V Ct t t t t
~

� �� 	1 1
� � , òî îòñþäà ñëåäóåò (28).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 3 (ñì. [13]), èç (28) íàõîäèì

L I W W W Ot r t t
T

t
� 	� � 	1 1/ ( ) ( )� � , � � 0.

Ïîñêîëüêó

P U M Q S V L V St t t t t t t t t� 	 � 	 � 	 �� �( )
~ ~ ~ ~1 1 T

� � 	 	 		1/
~

( )
~ ~ ~ ~

( )� �V I W W V V W V S Ot r t t t t t t t
T T T , � � 0, (32)

(16) ñëåäóåò èç ëåììû 2.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

( , ) arg min ( , )* *� � � �� J t , � �R r , � �R l , (33)

ãäå

J x y C C y C Ct
t k

k k k
k

t

k k k
t( ) ( ) ( ) (� � � � � 	�

�
� � � � � � � �� � � �T

1

� ), t N�1, , .� (34)

Ëåììà 4. Ðåøåíèå çàäà÷è (33), (34) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåé

ðåêóððåíòíîé ôîðìå:

� � � �� � �
t t t t t t t tK y C C� 	 � �� � �1 1 1( ), � �0 � , (35)

� � � �� � �
t t t t t t t tK y C C� 	 � �� � �1 1 1( ), � 0 10� �r , t N�1, ,� , (36)

ãäå

K S V W V C V W Ct t t t t t t t t
� � �� 	 		 	( )( ) ( )T T T , (37)

K W V C W Ct t t t t t
� � �� 		 	T T T( ) ( ) . (38)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ x T T T� ( , )� � , ïåðåéäåì ê áîëåå êîìïàêòíîé ôîð-

ìå ïðåäñòàâëåíèÿ êðèòåðèÿ

J x Y C x Y C x x x M x xt t t t t
t( ) (

~
) (

~
) ( ) ( )� � � 	 � �T T� , t N�1, ,� , (39)
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ãäå
~

( , , )( )/ ( )C C C Rt
t

t
mt l r� �� � 	� 1 2

1
T T T

� , Y y y Rt
t

t
mt� �� �( , , )( )/� 1 2

1
1T T T

� ,

x r� �( , )� T T01 , ìàòðèöà M îïðåäåëåíà â ëåììå 1. Ââîäÿ çàìåíó z x x� � , ïî-

ëó÷àåì

J z x Y C z z Mz
Y

t t t
t t

l r

( ) | | (
~ ~

)| |

~

( )

	 � � 	 �



�

�
�




�

�
�

	 �

2

10
� T �




�
�
�




�
�
�

~

/ /

C

M
zt

t� 2 1 2

2

,

ãäå
~ ~
Y Y C xt t t� � , | | .| | — åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè çàäà÷è

îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé

~ ~ ~

/ / / / /

C

M

C

M
z

C

M

t
t

t
t

t
t� � �2 1 2 2 1 2 2 1




�
�
�




�
�
�




�
�
�




�
�
� �

T

/
( )

~

2
10




�
�
�




�
�
�




�

�
�




�

�
�

	 �

T
Yt

l r

èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêâèâàëåíòíîé ôîðìû çàïèñè

(
~ ~

)
~ ~

C C M z C Yt t
t

t t
T T	 �� . (40)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé

z C C M C Yt t
t

t t
* (

~ ~
)

~ ~
� 	 	T T� . (41)

Ïîêàæåì, ÷òî îíî ìîæåò áûòü íàéäåíî ðåêóððåíòíî. Îáîçíà÷èì z zt � * .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 1 èìååì

z C C M C Y yt t t
t

t t t
� 	 �	

� �
(

~ ~
)

~
(

~
, ~ )T T T T T�

1 1

� � �	 �
	

� �
[( )

~
, ](

~
, ~ )I K C M C K Y yl r t t t t t t t1 1 1

T T T

� � 		 �( ) ~I K C z K yl r t t t t t1 , z0 0� , t N�1, ,� ,

ãäå K M C C C M Ct t t t t
t

t� � 		 	T T T(
~ ~

)� .

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé x z xt t� 	 , ïîëó÷èì

x x K y C xt t t t t t� 	 �� �1 1( ), x r0 10� �( , )� T T , t N�1, ,� . (42)

Âûðàæåíèÿ (37) è (38) äëÿ Kt ñëåäóþò èç ëåììû 3.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèå íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñ êðèòåðèåì (7).

Òåîðåìà 1. Ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êðèòåðèÿ (7) ìåòîäîì ÃÍ ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíî ðåêóððåíòíî

x x K y h xt t t t t t� 	 �� �1 1( ( )), x r0 10� �( , )� T T , t N�1, ,� , (43)

ãäå h x zt t t t t( ) ( , )� � ��1 1 1� � � , K K Kt t t� (( ) , ( ) )� �T T T îïðåäåëÿåòñÿ â ëåììå 4
ïðè

C C x zt t t t t t t
� � � � �� � � �� � � �( ) [ ( , ) ] /1 1 1 1� , C C x zt t t t t

� � �� �� �( ) ( , ).1 1� (44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ëèíåàðèçàöèè íåâÿçîê e y zt t t� � �( , )� � â îêðåñòíîñòè

òî÷êè xt�1 èìååì

e y z zt t t t t t t t� � � � �� � � �� �( , ) ( , )( )� � � � �1 1 1 1

�� � � � �� � � �[ ( , ) ] / ( ) ~� z y C xt t t t t t t� � � � �1 1 1 1 ,

ãäå ~ ( , )y y C x zt t t t t t t� 	 �� � �1 1 1� � � , x � ( , )� �T T T .
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Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â êðèòåðèé (7) ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé îïòèìè-

çàöèîííîé çàäà÷å (33), (34), ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä (ñì. ëåììó 4)

x x K y C xt t t t t t� 	 �� �1 1(~ ), x r0 10� �( , )� T T , t N�1, ,� .

Îòñþäà ñëåäóåò (43).

Ïðèâåäåì èòåðàöèîííóþ ìîäèôèêàöèþ ýòîãî àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ, îðèåíòè-

ðîâàííóþ íà ïàêåòíóþ îáðàáîòêó,

x x K y h xt
i

t
i

t
i

t t t
i�

�
�

�
�� 	 �1

1
1

1
1( ( )), t N�1, ,� , i �1 2, ,� , (45)

ñ èíèöèàëèçàöèåé

x xi
N
i

0
1� � , S Si

N
i

0
1� � , V Vi

N
i

0
1� � , W Wi

N
i

0
1� � ,

x
N r
0

10� �( , )� T T , S P
N
0 � � , V

N l r
0 0� � , W

N r r
0 0� � .

Çäåñü i — íîìåð èòåðàöèè, h x zt t
i

t t
i

t
i( ) ( , )

�
�

�
�

�
��

1
1

1
1

1
1� � � , à K K Kt

i
t t� (( ) , ( ) )� �T T T

îïðåäåëÿåòñÿ â ëåììå 4 ïðè C C x zt t t
i

t t
i

t
i

t
i� � � � �� � � �

�
�

�
�

�
�

�
�( ) [ ( , ) ] /

1
1

1
1

1
1

1
1� ,

C C x zt t t
i

t t
i� � �� �

�
�

�
�( ) ( , )

1
1

1
1� .

3. ÄÈÔÔÓÇÍÀß ÈÍÈÖÈÀËÈÇÀÖÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Ïóñòü ïðè âûâîäå àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ äèôôóçíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ, ò.å. � ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ E� � 0, E I r( ) /� � �T � , ãäå � � 0 — ìàëûé

ïàðàìåòð, ïîäáèðàåìûé â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ, è � è � íåêîððåëèðîâàíû.

Òîãäà â (43) K P Ct t t� T , ãäå C C Ct t t� ( , )� � , à Pt îïðåäåëÿåòñÿ èç (22).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî N ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

P V I W W V S V W V Ot t rm t t t t t t t� � 	 	 		 	~
( )

~
/

~ ~ ~
( )T T� � , (46)

K S V W V C Ot t t t t t� 	 		(
~ ~ ~

) ( )T T � , Ct � 0, � � 0, t N�1, ,� . (47)

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (16), óñòàíîâëåííîãî ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå ëåììû 3, à òàêæå ëåìì 2, 3 èç [13].

Èç (46), (47) ñëåäóåò, ÷òî îøèáêè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïðè

t tr� , tr t Wt t� �min { : 0, t N�1, ,� } ìîãóò ïðèâîäèòü ê ðàñõîäèìîñòè àëãîðèòìà

ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ �. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 	Wt
	 — îøèáêà, ñâÿçàííàÿ ñ âû-

÷èñëåíèåì ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû Wt
	 . Òîãäà èñïîëüçîâàíèå (46) äàåò

K P C V I W W W V C Ot t t t rm t t t t t� � � 	 		 	T T T[
~

( ( ))]
~

/ ( )	 � 1 , � � 0, t N�1, ,� .

Óêàçàííûå îñîáåííîñòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè îòñóòñòâóþò â ïðèâåäåííûõ

â ðàçä. 2 àëãîðèòìàõ, ïîñêîëüêó â èõ êîíñòðóêöèè îòñóòñòâóþò äèôôóçíûå êîì-

ïîíåíòû — âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå áîëüøîìó ïàðàìåòðó; áîëåå òîãî,

äàæå ïðè t tr� íåîïðàâäàííûì ìîæåò îêàçàòüñÿ ïåðåõîä ê èñïîëüçîâàíèþ

ïðåäñòàâëåíèÿ

P P P C I C P C C Pt t t t m t t t t t� � 	� � �
�

�1
2

1 1
1

11 1/ / ( / )� � �T T ,

òàê êàê ìàòðèöà Ptr ìîæåò áûòü ïî-ïðåæíåìó ïëîõî îáóñëîâëåííîé è ê òîìó

æå îòëè÷íîé îò äèàãîíàëüíîé.
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Îòìåòèì òàêæå åùå îäíî âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ïðåäëîæåííûõ â ñòàòüå àë-

ãîðèòìîâ — íåò íåîáõîäèìîñòè ïîäáèðàòü âåëè÷èíó �.

4. ÑÂßÇÜ Ñ ELM-ÏÎÄÕÎÄÎÌ

Ïðè óäà÷íîì âûáîðå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè äëÿ � è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

ìîæíî îæèäàòü áûñòðóþ ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ê îäíîé èç ïðèåìëåìûõ òî÷åê

ìèíèìóìà êðèòåðèÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðåäåëüíûé ñëó÷àé: P l l� � �0 . Èç òå-

îðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî

� � ��
t t t t t tK y C� 	 �� �1 1( ), x r0 10� � , t N�1, ,� , (48)

ãäå K W Ct t t� 	 ( )� T , W W C Ct t t
T

t� 	�� � �
1 ( ) , W r r0 0� � .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò tr t W t Nt t� � �min { }: , , ,0 1 � . Òîãäà îøèáêà

îöåíèâàíèÿ âåêòîðà et t� �� � îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè t tr� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîð et óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

e I K C e A et r t t t t t� � ��( )�
1 , e0 � � �. (49)

Ïîêàæåì, ÷òî åãî ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

�t s r t
t i

i is

i s

t

I W C C, ( )� � � �

� 	
�1

1

� � �T , t tr t s� �, . (50)

Ïðîäåìîíñòðèðóåì âíà÷àëå, ÷òî ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

G A Gt s t t s� �1, ,
T , G I s tr t ss s r, , ,� � � , (51)

Z Z C C Wt s t s t t t
s t

�
� �� �1

1
, , ( )� � �T , Z I s trs s r, ,� � , t s� , (52)

ñîâïàäàþò. Èìååì

Z I C C Wt s r
s i

i i

i t

s

s, ( )� � �

� 	

�� � � �T

1

1.
(53)

Ïðè ñðàâíåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé (53) è (51) óñòàíàâëèâàåì âûïîëíèìîñòü óñëî-

âèÿ K Z C Wt t s t s
T

, � �� 1; ïîäñòàâëÿÿ â íåãî (53), ïîëó÷àåì

C W I C C Wt t r
s i

i i

i t

s

s
� � ��	 �

� 	

��



�

�
�




�

�
�

�� ( )T

1

1

� �



�

�
�




�

�
�

�	 �

� 	

� ��C W W C C W W Ct t s
s i

i i

i t

s

s s t
� � � �� ( )T

1

1 1 W W W C Wt t s t s
	 � ��1 1� . (54)

Ïðè âûâîäå (54) èñïîëüçîâàëèñü ñêåëåòíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû C Lt t t� �

è âûðàæåíèå W L Lt t t t�
~
� T , ãäå

~
� � �t t t� T . Òàê êàê �t s t sA A, ...� 	1 è Gt s, �

�
	

A A
t s1
T T... , òî �t s s tG, ,� T . Îòñþäà ñëåäóåò (50), à òàêæå, ÷òî �t ,0 0� ïðè t tr� .

Ðàññìîòðåííûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé èëëþñòðèðóåò åùå îäíó âàæíóþ îñî-

áåííîñòü àëãîðèòìà — íà÷àëüíûé ýòàï îáó÷åíèÿ (t tr� ) ìîæåò îêàçûâàòü ñó-

ùåñòâåííîå âëèÿíèå íà êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ ñõîäèìîñòè íå-

ëèíåéíîé çàäà÷è îáó÷åíèÿ.
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Áîëåå èíòåðåñíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé çíà÷åíèÿ íîðìû P�

îòëè÷íû îò íóëÿ, íî îòíîñèòåëüíî íåâåëèêè. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû ðàçëè÷íûå

âàðèàíòû ïîñòðîåíèè óïðîùåííûõ àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð,

P O� �� ( ), � � 0. Òîãäà S Ot � ( ),� V Ot � ( ),� � � 0 ðàâíîìåðíî ïî t ïðè êîíå÷íûõ N .

Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè â (19), (20), ïîëó÷àåì äâóõýòàï-

íûé àëãîðèòì îáó÷åíèÿ

x x K y h xt t t t t t� 	 �� �1 1( ( )), x r0 10� �( , )� T T , t N�1, ,� , (55)

ãäå K K Kt t t� (( ) , ( ) )� �T T T , K S Ct t t
� �� ( )T , K W Ct t t

� �� 	 ( )T ,

S S S C I C S C C St t t t m t t t t t� � 	� � �
�

�1 1 1
1

1/ ( ) ( ( ) ) /� � �� � � �T T , S P0 � � , (56)

W W C C Wt t t t r r� 	 �� �� � �
1 0 0( ) ,T . (57)

Îòñþäà, ïîëàãàÿ S It l� � , ïîëó÷àåì àíàëîã ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà, ïðåäëîæåí-

íîãî â [7] äëÿ ÍÔÑ.

5. ÂÛÁÎÐ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÇÀÁÛÂÀÍÈß

Ñòàíäàðòíûå ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó � ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì. Íà íà÷àëüíîì

ýòàïå îáó÷åíèÿ âåëè÷èíà � ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìàëîé, îáåñïå÷èâàÿ ýòèì

âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòåïåííî åå óâåëè÷èâàòü

äî åäèíèöû äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Îäèí

èç âàðèàíòîâ âûáîðà �, îáåñïå÷èâàþùèõ ñõîäèìîñòü, ïðåäëîæåí â [19]:

0 1� � �( ) /� i
N c i, c � 0, i �1 2, ,� (58)

Îïèðàÿñü íà ýòîò ðåçóëüòàò, ïðèâåäåì óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî àë-

ãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå. Ïóñòü:

1) äëÿ íåêîòîðîãî L � 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà

| | ( ) ( ) ( ) ( )| | | | | |� �� � �g x g x g y g y L x yt t t t � � 	x y R l r, , t N�1, ,� ,

ãäå g x y h xt t t( ) ( )� � , �g xt ( ) åñòü (( )l r m	 � )-ìàòðèöà ãðàäèåíòîâ g xt ( );

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ xt
i�1, t N�1, ,� , i �1 2, , ... , îãðàíè÷åíà;

3) ñóùåñòâóåò âåêòîð xt
i�1 òàêîé, ÷òî W W xt t t

i� ��( )1 0.

Òåîðåìà 4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (58), à òàêæå ïï. 1–3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

J x y h x y h xt N
i

k t N
i

k

N

k t N
i( ) ( ( ) ( ( ))� � �

�
� T

1

ñõîäèòñÿ è êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }x
N
i ÿâëÿåòñÿ ñòàöè-

îíàðíîé òî÷êîé J xt ( ).

Óòâåðæäåíèå áóäåò ñëåäîâàòü èç [19, ðroposition 2], åñëè

P P x
S V W V V W

W V W
t t t

i t t t t t t

t t t

� �
	


�

�
�




�

�
�

�
� �

� �
( )1

1 1

1 1

T

T
� 0.

Òàê êàê S V W Vt t t t	 ��1 0T , òî | | | | | (P S V W V W W V St t t t t t t t t� 	 � � 	� � �1 1 1T T

	 � � �V W V V Wt t t t t
1 1 1T ) | .
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Ïðåîáðàçóÿ âòîðîé ñîìíî-

æèòåëü â ýòîì âûðàæåíèè ñ ïî-

ìîùüþ òîæäåñòâà (21) è ïîëàãàÿ,

÷òî B Wt� �1, C Vt� , D S t� , ïî-

ëó÷èì | | | |P S V W Vt t t t t� 	 ��1 T

� 	 ��| |W V S Vt t t t
1 0T .

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà-

÷ó èäåíòèôèêàöèè ñòàòè÷åñêîãî

îáúåêòà ïî âõîä–âûõîäíûì äàí-

íûì [20], ïîêàçàííûì íà ðèñ. 1

òî÷êàìè, ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû íå-

÷åòêîãî ëîãè÷åñêîãî âûâîäà Ñó-

ãåíî íóëåâîãî ïîðÿäêà. Èìåþòñÿ

äâà ïèêà, íàáëþäàåìûå íà ôîíå çàòóõàþùåãî òðåíäà è øèðîêîïîëîñíîãî øóìà.

Èñïîëüçîâàëèñü øåñòü ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè. Âñåãî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

n �18, èç íèõ q �12 âõîäÿò â îïèñàíèå ÔÏ. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÔÏ ãàóññîâ-

ñêèå, íåòðóäíî îïðåäåëèòü ìàòðèöó Ct , èñõîäÿ èç (6). Öåíòðû è øèðèíà ÔÏ çàäà-

âàëèñü, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ ìåòîäèêó íà÷àëüíîãî (äî îïòèìèçàöèè) ðàñïîëîæå-

íèÿ ïàðàìåòðîâ ÔÏ [21] (ðèñ. 2), à îòêëîíåíèÿ îò íèõ ïîëàãàëèñü ðàâíûìè 5 è 0.01

ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ïîñëå îïòèìèçàöèè.

Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ ÔÏ ïîñëå îïòèìèçàöèè, ïåðâîíà÷àëüíûé

ëèíãâèñòè÷åñêèé ïîðÿäîê íà ýòèõ ðèñóíêàõ ñîõðàíèëñÿ. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû çàâè-

ñèìîñòè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè îöåíèâàíèÿ îò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé

RMSE M( ) (ýïîõ) ñ ïàðàìåòðîì çàáûâàíèÿ � i i� �{ }max ( . / , . )1 005 099 . Ãðàôèêè êðè-

âûõ 1, 2, 3 ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ñèñòåìû ANFIS, àëãîðèò-

ìà èç òåîðåìû 1 è äâóõýòàïíîãî àëãîðèòìà, îïèñûâàåìîãî âûðàæåíèÿìè (55)–(57)

ñîîòâåòñòâåííî. Âèäíî, ÷òî ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò ïî

áûñòðîäåéñòâèþ ãèáðèäíûé àëãîðèòì ñèñòåìû ANFIS.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âëèÿíèå ïàðàìåòðà çàáûâàíèÿ íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãî-

ðèòìà ñóùåñòâåííà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè � i �1è 40 èòåðàöèÿõ èìååì RMSE ( ) .40 68� .
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ñè-
ñòåìû ANFIS (1), àëãîðèòìà èç òåîðåìû 1 (2), äâóõýòàï-
íîãî àëãîðèòìà, îïèñûâàåìîãî âûðàæåíèÿìè (55)–(57) (3),
îò ÷èñëà íàáëþäåíèé
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Ðèñ. 3. Øåñòü ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè ïîñëå îïòèìèçàöèè â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà íàáëþäåíèé



Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè íåëèíåéíîãî äèíàìè÷åñêîãî

îáúåêòà, îïèñûâàåìîãî ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì [22]

y y y y y y ut t t t t t t� 	 	 	 	� � � � � �1 2 1 1
2

2
2

12 5 1( . ) / ( ) .

Çíà÷åíèÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè âõîäà ut ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà èíòåðâà-

ëå [ , ]�2 2 , à çíà÷åíèÿ òåñòèðóþùåé âûáîðêè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì

u tt � sin ( / )2 250
 . Ìîäåëü îáúåêòà íàõîäèòñÿ â âèäå íåëèíåéíîé ìîäåëè àâòîðåã-

ðåññèè è ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî y f y y ut t t t� � � �( , , )1 2 1 , ãäå f (. ) — ìíîãî-

ñëîéíûé ïåðñåïòðîí ñ ñèãìîèäíîé ÔÀ. Âåñà ñêðûòîãî ñëîÿ è ñìåùåíèé âûáèðà-

þòñÿ èç ðàâíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà èíòåðâàëàõ [ , ]�1 1 è [ , ]0 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû îöåíêè ïî 500 ðåàëèçàöèÿì 90-é ïðîöåíòèëè ñðåäíåêâàä-

ðàòè÷åñêèõ îøèáîê îöåíèâàíèÿ âûõîäà îáúåêòà, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ òðåõ

ñðàâíèâàåìûõ àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ. Â ñòîëáöàõ ïîä íîìåðîì 1 ïðèâåäåíû ðå-

çóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ àëãîðèòìà èç òåîðåìû 1, ïîä íîìåðîì 2 — äâóõýòàïíî-

ãî àëãîðèòìà, îïèñûâàåìîãî âûðàæåíèÿìè (55)–(57), ïîä íîìåðîì 3 — ïàêåòíîé

âåðñèè ELM-àëãîðèòìà [11]. Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå àëãîðèòìû èñïîëüçîâàëèñü

â ðåæèìå ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè (êîëè÷åñòâî ýïîõ ðàâíî åäèíèöå) ïðè � i �1 .

Âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøîì ðàçìåðå âûáîðêè è 20 íåéðîíàõ ñêðûòîãî ñëîÿ âñå

òðè àëãîðèòìà äàþò ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû. Ïðè óìåíüøåíèè

ðàçìåðà âûáîðêè èëè êîëè÷åñòâà íåéðîíîâ ñêðûòîãî ñëîÿ ïðåäëîæåííûå àëãî-

ðèòìû ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿò ELM-àëãîðèòì ïî áûñòðîäåéñòâèþ, à àëãîðèòì

èç òåîðåìû 1 ïðåâîñõîäèò äâóõýòàïíûé àëãîðèòì. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû ãðàôèêè
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Ðèñ. 4. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè îöåíèâàíèÿ RMSE îò êîëè÷åñòâà
èòåðàöèé M

Ðàçìåðû

îáó÷àþùåãî (N) è

òåñòèðóþùåãî (M)

ìíîæåñòâ

Êîëè÷åñòâî

íåéðîíîâ

ñêðûòîãî

ñëîÿ

Îöåíêè 90-é ïðîöåíòèëè îøèáîê àïïðîêñèìàöèè

âûõîäà îáúåêòà

Òî÷íîñòü àëãîðèòìîâ

ïðè îáó÷åíèè

Òî÷íîñòü àëãîðèòìîâ

ïðè òåñòèðîâàíèè

¹1 ¹2 ¹3 ¹1 ¹2 ¹3

N � 2000 ,

M � 500

5 0.13 0.15 0.57 0.06 0.1 0.59

10 0.12 0.13 0.23 0.05 0.05 0.18

15 0.13 0.12 0.14 0.05 0.04 0.08

20 0.13 0.12 0.12 0.05 0.04 0.04

N � 500 ,

M � 500

4 0.16 0.21 0.83 0.11 0.2 0.83

5 0.15 0.19 0.58 0.1 0.15 0.58

6 0.14 0.18 0.48 0.1 0.12 0.46

10 0.14 0.12 0.23 0.09 0.08 0.19

Ò à á ë è ö à 1



çàâèñèìîñòè âûõîäîâ îáúåêòà è ìîäåëåé ñ ïÿòüþ íåéðîíàìè ñêðûòîãî ñëîÿ äëÿ

íåêîòîðîé ðåàëèçàöèè: âûõîäà ELM-àëãîðèòìà, âûõîäà îáúåêòà, âûõîäà ìîäåëè,

ïîñòðîåííîãî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà èç òåîðåìû 1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåíû çàäà÷è îáó÷åíèÿ ÍÑ è ÍÔÑ, ïðèâîäÿùèå ê ñåïàðàáåëüíîé ðåãðåñ-

ñèè, è ïðåäëîæåíû íîâûå àëãîðèòìû èõ îáó÷åíèÿ. Îáó÷åíèå ôîðìóëèðóåòñÿ,

êàê íåëèíåéíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, â ïîñòàíîâêó êîòîðîé ââîäèòñÿ àïðè-

îðíàÿ èíôîðìàöèÿ òîëüêî î íåëèíåéíî âõîäÿùèõ ïàðàìåòðàõ. Äëÿ åå ðåøåíèÿ

èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ÃÍ ñ ëèíåàðèçàöèåé â îêðåñòíîñòè ïîñëåäíåé îöåíêè

è àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïñåâäîèíâåðñèé âîçìóùåííûõ ìàòðèö. Ðåà-

ëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ íå òðåáóåò ïîäáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ ëèíåéíî âõî-

äÿùèõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûé ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðàñõîäèìîñòè. Ïðåäëîæåííûå

àëãîðèòìû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðåæèìàõ ïîñëåäîâàòåëüíîé è ïàêåòíîé

îáðàáîòêè. Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, èç íèõ ñëåäóþò àëãîðèòìû, ïðåäëîæåííûå

â [7], à ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ìîãóò ïðå-

âîñõîäèòü èõ ïî òî÷íîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãà-

åòñÿ îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà äèíàìè÷åñêèå íåéðîííûå ñåòè.
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