
È.Â. ÑÅÐÃÈÅÍÊÎ, Â.Ñ. ÄÅÉÍÅÊÀ

ÓÄÊ 519.6 ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ÇÀÄÀ× ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ–ÊÎÍÑÎËÈÄÀÖÈÈ
ÂËÀÃÎÍÀÑÛÙÅÍÍÛÕ ÌÈÊÐÎÏÎÐÈÑÒÛÕ ÑÐÅÄ

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíà ñëàáàÿ çàäà÷à ðàçíîìàñøòàáíîé ìîäåëè ôèëüòðàöèè–êîíñîëèäàöèè
âëàãîíàñûùåííûõ ìèêðîïîðèñòûõ ñðåä. Ïðåäëîæåíû âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû åå äèñ-
êðåòèçàöèè. Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê äëÿ èäåíòè-
ôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçíîìàñøòàáíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ãðàäè-
åíòíûå ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ýêñòðàãèðîâàíèÿ æèäêîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé èç áèîìàòåðèàëîâ â ïåðåðàáàòûâàþùåé, õèìè÷åñêîé èíäóñòðèè, ôàðìàêî-
ëîãèè è äðóãèõ îòðàñëÿõ ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåêëàññè÷åñêèõ (ðàçíîìàñ-
øòàáíûõ) ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíà èç òàêèõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [1], ãäå ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñåðèè
ëèíåéíûõ ðàçíîìàñøòàáíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ ëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ ðàçíîìàñøòàáíûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ çàäà÷ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåí-
íûå (ñëàáûå) çàäà÷è, ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû èõ äèñêðåòèçàöèè, ñôîðìó-
ëèðîâàíû çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è íà îñíî-
âå ðåçóëüòàòîâ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàñïðåäåëåííûõ
ñèñòåì [2] ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê äëÿ
èäåíòèôèêàöèè ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

ÇÀÄÀ×À ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÉ ÊÎÍÑÎËÈÄÀÖÈÈ
È ËÈÍÅÀÐÈÇÎÂÀÍÍÀß ÅÅ ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ

Â ðàáîòå [1] ïðåäñòàâëåíà íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëîæíîãî ïðîöåññà
ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè âî âëàãîíàñûùåííûõ ìèêðîïîðèñòûõ ñðåäàõ, ãäå
ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé.

Èìååì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
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ãäå p1 — äàâëåíèå â ìàêðîïîðàõ, p2 — äàâëåíèå â ìèêðî÷àñòèöàõ; G ri i, — ìî-
äóëü ñæèìàåìîñòè è êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ìàêðîïîð
( )i �1 è ìèêðî÷àñòèö ( )i � 2 ; � — êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè.
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ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî â (3�) — óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ íà ïîâåðõíîñòè ìèêðî÷àñòèöû.
Â ðàáîòå [1] ïðåäñòàâëåíà ïðîöåäóðà ëèíåàðèçàöèè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
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ëÿåòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è:
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äåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ çàäà÷ âèäà
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Çäåñü èçâåñòíûå ôóíêöèè f t z f t x z1 2( , ), ( , , ) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (4) è ïðåäøåñòâóþùèõ çàäà÷ âèäà (5).

ÑËÀÁÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È (4) È ×ÈÑËÅÍÍÀß ÅÅ ÄÈÑÊÐÅÒÈÇÀÖÈß
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (4) íà ôóíêöèþ w z x( ; ) (âòî-
ðóþ ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà V H� 0) è ðåçóëüòàò ïðîèíòåãðèðóåì ïî îòðåçêó
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Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè �( , )t z âèäà (10�) ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå p t x z2 ( , , ) âèäà (12) çàäà÷è, çàäàííîé âòî-
ðûì, ÷åòâåðòûì, ñåäüìûì è âîñüìûì ðàâåíñòâàìè ñèñòåìû (4) ïðè
p t z t z1 ( , ) ( , )� � .
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êîòîðàÿ èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ïðîèçâåäåíèÿìè � �i j
11 1 , à íåèçâåñò-

íûé âåêòîð �� i i

n
t( )} �1

2 îïðåäåëèì êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, ïîëó÷åííîé íà

îñíîâå (14), ïðîèíòåãðèðîâàâ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà ïî îòðåçêó [ , ]0 h .

Ñîñòàâëÿþùóþ p t z1 ( , ) ðåøåíèÿ U p p� ( , )1 2 çàäà÷è (4) áóäåì íàõîäèòü
â âèäå

p t z t zij i j

j

n

i

n

1
11 1

11

111

( , ) ( ) ( )�
��
�� � � � , (17)

ãäå ïîñòîÿííûå � ij ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè.
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Ó÷èòûâàÿ (17), (12) (ñ îáùèìè íåèçâåñòíûìè ïîñòîÿííûìè � ij i n, ,�1 11,

j n�1 1, ) , íà îñíîâàíèè (6), (10), (11) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïîëó÷àåì

�
�

� � �	 
ij

j

n

i

n
i

hT

j
t

t
z t z

��
�� ��

�
�11

11

00

1 11 1
111 ( )

( ) ( ) ( )dzdt
�

�

�
�






�

�

�

�



�
�� b t

z

z
t

z

z
dzdt

R
i

j
hT

1
11

1

00

11
1

1
�

�
�

�
�	



( )

( )
( )

( ) p t x z

t
dx t z dzdt

ijRhT
2 11 1

000

( , , )
( ) ( )

�

�

�

	
	���� � �	 


� �
�

�
����� � � 		 


1
12

0
11 1

000
R

p t x z

t
dx t z dzdt

RhT ( , , )
( ) ( ) , , , ,n n11 11
 � . (18)

Óñëîâèå (9) ó÷òåíî ïðè íàõîæäåíèè ôóíêöèè p t x z
2
0 ( , , ) , à íà îñíîâà-

íèè (8), (10) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

� � � � �	 	ij i j

h

j

n

i

n

Ez z dz p z11 1

011

1 10
111

( ) ( ) ( ) ( ) (���
��

� z dz n

h

0

11� �) , , ,	

� � �ij i j

j

n

i

n

t t T11 1

11

0 0 0
111

( ) ( ) , [ , ]

��
�� � � . (18�)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ U p pn n n� ( , )1 2 ðåøåíèÿ
U p p� ( , )1 2 çàäà÷è (4) íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

A B� � (19)

ñ îãðàíè÷åíèåì (18�), ãäå ìàòðèöà A ðàçìåðà n n� , à âåêòîðû �, B ðàçìåðà

n n n� �11 1 .

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôèíèòíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé îãðàíè÷å-
íèÿ (18�) ïîíèæàþò ïîðÿäîê ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (19).

2. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îòðåçîê [ , ]0 h ðàçîáüåì íà ýëåìåíòàðíûå îò-

ðåçêè [ , ], ,z z i Ni i
 � �1 0 1 , óçëîâûìè òî÷êàìè z z z z hi N( )0 0 1� � � � �� . Ïðè

êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè p t x z
2

( , , ) íà îñíîâàíèè çàäà÷è (4) ïîëó÷àåì íà-

÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

�
�

�
�

�

 � �

p t z

t
b

p

z
f t z z h t T1

1

2
1

2
0 0

( , )
( , ), ( , ), ( , ] ,

p t z z1 0 0( , )| � � ,
�
�







 � �

�

p

z
t T

z h

1 0 0, ( , ] ,

p t z p z ht E1 0 0( , )| , ( , )� � � , (20)

ãäå

f t z
R t

p t x z dx z h t T

R

( , ) ( , , ) , ( , ), ( , ]� �
�
�

� ���
1

0 0
2

0

. (20�)

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîáùåííûì (ñëàáûì) ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (20)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ p t z H t z W h1 1 2
1 0( , ) { ( , ): ( , )� � �� � ,

�
�

�
�

t
L h2 0( , ) , � ( , )t 0 0� ,

t T�( , ]}0 , êîòîðàÿ � � � � �� � �( ) { ( ) ( , ): ( ) }z H z W h10 2
1 0 0 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâå-

íñòâàì
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�
�



�
�

�
�

�� � �
p t z

t
z dx b

p

z z
dz f t z z

h h h
1

0

2
1

0 0

( , )
( ) ( , ) ( )�

�
� dz t T, ( , ],� 0

p t z p z z ht E1 0 0( , )| ( ), ( , )� � � . (21)

Çàäà÷ó (21) áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ),
ãäå ïðèáëèæåíèå p t zn1 ( , ) èìååò âèä

p t z t zn i

i

n

i1

1

( , ) ( ) ( )�
�
�� � ,

(22)

çäåñü { ( )}� i i
nz �1

— ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé ÌÊÝ.

Íà îñíîâàíèè (21) ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè

� ( ) ( ) ( ) ( )� � � �
� �

i

i

n

i

h

j i

i

n
i j

t z z dz t b
z z

d

� �
� � �


�
�

�

�1 0 1

1 z

h

0

� �

� � �� f t z z dz j n t T

h

j( , ) ( ) , , , ( , ]

0

1 0� , (23)

� � � �i

i

n

i

h

j E j

h

t z z dz p z z dz

�
� � ��

1 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , j n�1, .

Âòîðàÿ ÷àñòü çàäà÷è (4) ïîðîæäàåò äëÿ êàæäîãî z h�[ , ]0 íà÷àëüíî-êðàåâóþ
çàäà÷ó �

�
�

�

�
� � �

p

t
b

p

z
x R z h t T2

2

2
2

2
0 0 0, ( , ), [ , ], ( , ],

�
�







 � � � �

�
�

p

x
p p t z z h t T

x

x R
2

0

2 10 0 0, | ( , ), [ , ], ( , ] ,

p t x z p z x R z ht E2 0 0 0( , , )| ( ), ( , ), [ , ]� � � � . (24)

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì p t z1 ( , ) äëÿ êàæäîãî z h�[ , ]0

îáîáùåííûì (ñëàáûì) ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (24) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ p t x z H2 2( , , ) � , êîòîðàÿ � �w z x H( ; ) 20 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

�
�



�

�
�
�

�� �
p t x z

t
w x dx b

p t x z

x

w

x
dz

R R
2

0

2
2

0

0
( , , )

( )
( , , )

, t T�( , ]0 ,

p t x z p z x R z ht E2 0 0 0( , , )| ( ), ( , ), [ , ]� � � � , (25)

H t x z2 � { ( , , ):� � �W R
2
1 0(( , )) ,

�
�

�
�

t
L R2 0( , ) , p t x z p t zx R2 1( , , )| ( , )� � � �z h[ , ]0 ,

t T�( , ]}0 , H z W R R20 2
1 0 0� � �{ ( ): ( , ), ( ) }� � � .

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî z h�[ , ]0 ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì p t z1 ( , )
çàäà÷ó (24) ìîæåì ðåøèòü ïðèáëèæåííî ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ, ãäå

p t x z t x z hm i

i

m

i2

1

0( , , ) ( ) ( ), [ , ]� �
�
� � � . (26)

Íà îñíîâàíèè (21) ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè

� ( ) ( ) ( ) ( )� � � �
� �

i

i

m

i

R

j i

i

m
i j

t x x dx t b
x x

d

� �
� � �


�
�

�

�1 0 1

2 x

R

0

0� � , z h�[ , ]0 , t T�( , ]0 ,

� � � �i

i

m

i

R

j E

R

jx x dx p z x dx j m

�
� � �� �

1 0 0

0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , . (27)
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî � �i it z t( ) ( ; )� , z h�[ , ]0 .

Ïîñêîëüêó â ÌÊÝ ïàðàìåòðû � i t( ) ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè èñêîìîé ôóíêöèè
p t z1 ( , ) èëè åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì â îïðå-
äåëåííûõ óçëîâûõ òî÷êàõ îòðåçêà [ , ]0 h , à � i t( ) — ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè
p t x z2 ( , , ) â óçëîâûõ òî÷êàõ îòðåçêà [ , ]0 R ïðè ôèêñèðîâàííûõ z h�[ , ]0 , òî, íà-
ïðèìåð, ïðè êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèÿõ ÌÊÝ, ðàçáèâ îòðåçîê [ , ]0 h íà ýëåìåíòàð-
íûå îòðåçêè [ , ]z zi i
1 , ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíî óçëîâûå òî÷êè z z zi i i
 
�1 2 1/ [ , ] .

Ïîñëå êàæäîé óçëîâîé òî÷êè z z z z z zN N N0 1 2 1 1 1 21 1 1
, , , ..., , ,/ /� � (N1— êîëè÷åñòâî

ýëåìåíòàðíûõ îòðåçêîâ [ , ]z zi i
1 ) ââîäèì â ðàññìîòðåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå

ðàçáèåíèå îòðåçêà [ , ]0 R íà ýëåìåíòàðíûå îòðåçêè [ , ], ,x x i Ni i
 � �1 20 1 .

Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (23), (27) ïîðîæäàþò çàäà÷ó Êîøè

A t K t F t t T� ( ) ( ) ( ), [ , ]� �
 � � 0 ,

A F0 00�( ) � , (28)

ãäå

� � � � � � �( ) ( ( ), ( ), ( ), ..., ( ), ( ),
/ /t t t t t t

N
� 0 0

0
1 2
0 0

1 2 02

1 2
1 2
1 2/
/
/( ), ( ), ... )t t� � . (29)

Ó÷èòûâàÿ (29), ïåðâóþ ñòðîêó (áåç ó÷åòà ñëàãàåìîãî f t z z dz

h

j( , ) ( )

0

� � ) ðàçðå-

æåííîé ìàòðèöû A ïîðîæäàþò ýëåìåíòû

� � � � � �1

0

1 2

0

1 3

0

1( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )z z dz z z dz z z dz

h h h

� � � ,

à ìàòðèöû K — ýëåìåíòû

b
z z

dz b
z z

dz b
z z

dz

h h

1
1 1

0

1
2 1

0

1
3 1�

�
�
�

�
�

�
�

�
�

�
�� �

� � � � � �
, ,

0

h

� .

Âòîðóþ ñòðîêó ìàòðèöû À ïîðîæäàþò ýëåìåíòû

� � � � � �1

0

1 2

0

1 3

0

1( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )x x dx x x dx x x dx

R R R

� � � ,

à ìàòðèöû K — ýëåìåíòû

b
x x

dx b
x x

dx b
x x

dx

R R

2
1 1

0

2
2 1

0

2
3 1�

�
�
�

�
�

�
�

�
�

�
�� �

� � � � � �
, ,

0

R

� .

Ïîñëå ïîðîæäåíèÿ ïåðâûõ øåñòè ñòðîê ìàòðèöû À è ìàòðèöû K â ìàòðèöå À ìîæíî

ó÷åñòü ñëàãàåìîå f t z z dz

h

j( , ) ( )

0

� � âûðàæåíèÿ (23), ãäå ôóíêöèÿ f t z( , ) èìååò âèä (20 �).

Ïîñêîëüêó äëÿ òðåõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé z z z z� 0 1 2 1, ,/ ôóíêöèÿ

p t x z
2

( , , )	 , 	 � 0 1 2 1, / , , èìååò âèä

p t x z t xi i

i

m

2

1

( , , ) ( ) ( )	
	� ��

�
� , (30)

òî

f t z
R

t x dxi

i

m

i

R

( , ) � ( ) ( ) , , / ,� � �
�
� �� � � 		1

0 1 2 1

1 0

. (31)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

f t z z dz jj

h

( , ) ( ) ,�

0

1� � , (32)

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå.
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Ñ ó÷åòîì (31) íà îñíîâå (32) ïðè j � 2 3, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåí-
òû ìàòðèöû À òðåòüåé è ïÿòîé ñòðîê.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì âñå ýëåìåíòû ìàòðèö À K, , ïðîäâèãàÿñü ïî îòðåçêó
[ , ]0 h , ñëåäóþùèì îòðåçêîì áóäåò [ , ]z z1 2 . Íà çàâåðøàþùåé ñòàäèè ïîñòðîåíèÿ
ìàòðèö À K, ó÷èòûâàåì åñòåñòâåííûå óñëîâèÿ p t x z p t zx R2 1( , , )| ( , )� � , z h�[ , ]0 ,
t T�( , ]0 .

Ìàòðèöó À0 è âåêòîð F0 ïîëó÷àåì íà îñíîâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ò.å. íà
îñíîâå ðàâåíñòâ (16), (27).

ÇÀÄÀ×À ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ

Ïóñòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé (4) è â òî÷-

êàõ d i mi , ,�1 , èçâåñòíû ñëåäû ðåøåíèÿ U p t z p t x z� ( ( , ), ( , , ))1 2 çàäà÷è (4),

çàäàííûå ðàâåíñòâàìè

p t d f t p t R d f ti i i i1
1

2
22( , ) ( ), ( , / , )) ( )� � , t T�( , ]0 , i m�1, . (33)

Ñîñòàâèì ôóíêöèîíàë-íåâÿçêó

J u p u t d f t p u t R d

i

m

i i i( ) (( ( ; , ) ( )) ( ( ; , / , )� � 
 �
�
�1

2
2

1

1
1 2

2 f t dti

T
2 2

0

( )) )� , (34)

ãäå u u u C T C T C T t C� � � � � �
 
 
( , ) ([ , ]) ([ , ]), ([ , ]) { ( ) (1 2 0 0 0� � [ , ]): }0 0T � � .

Âìåñòî çàäà÷è (4), (33) áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó (6)–(11), (34), ñîñòîÿùóþ
â îïðåäåëåíèè âåêòîðà u, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå U p u t z p u t x z� ( ( ; , ), ( ; , , ))1 2 çà-
äà÷è (6)–(11), ãäå u b u b1 1 2 2� �, , óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

J u J( ) ( )�
�
inf

�
�

�

. (35)

Ïðèáëèæåíèå un
1 ðåøåíèÿ u �� çàäà÷è (6)–(11), (34) áóäåì íàõîäèòü ñ ïî-
ìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

u u p ï ïn n n n
 � � �1 0 1� , , , ...., ,* (36)

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ u0 ��, ãäå íàïðàâëåíèå ñïóñ-
êà pn è êîýôôèöèåíò � n îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè [3]:

• äëÿ ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ îøèáîê

p J
e

J
n u n

n

u
n

n

� � �
�

,
|| ||

|| ||
�

2

2
;

• äëÿ ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà

p Jn un
� � , � n

u

u

J

AJ

n

n

�
�

�

|| ||

|| ||

2

2
; (37)

• äëÿ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

p J p
J

J

J
n u n n n

u

u

nn

n

n

� � 
 � �
�

�
�

�
�

�

� � � �1 0

2

2
0

1

, ,
|| ||

|| ||
,

( u n

n

n
p

Ap

, )

|| || 2
,

ãäå �Juï
— ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà J u( ) â òî÷êå u u e Au f Aun n n n� � � �, ,

� � �({ ( ; , )} , { ( ; , / , )} )p u t d p u t R dï i i
ò

ï i i
ò

1 1 2 1
2 , f f fi i

ò
i i

ò� � �({ } ,{ } )1
1

2
1

.

Äëÿ ïðèðàùåíèÿ � ðåøåíèÿ U çàäà÷è (4), cîîòâåòñòâóþùåãî äîïóñòèìîìó
ïðèðàùåíèþ �u è ( )u è
 �� � ýëåìåíòà u ��, èìååì ðàâåíñòâà

� 

�

� 

� 


�
�

�
�


 �
( )

( )
( )

( ) ,
p

t
u u

p

z R t
p dx z1 1

1 1

2
1 1

2 2 2
1� �

� �� ( , )0

0

h

R

� ,

96 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51, ¹ 2



� 

�

� 

� 


�

( )
( )

( )p

t
u u

p

x

2 2
2 2

2
2 2

2

� �
� , x R z h t T� � �( , ), ( , ), ( , ]0 0 0 ,
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Îïðåäåëåíèå 5. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (41) íà-
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Äëÿ ïðèðàùåíèÿ � ðåøåíèÿ � çàäà÷è (44), cîîòâåòñòâóþùåãî ïðèðàùåíèþ
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Îïðåäåëåíèå 7. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (49) íà-
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Îïðåäåëåíèå 8. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (51) íà-
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Ïóñòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñëàáîé çàäà÷åé (47). Ôóíêöèîíàë-íåâÿç-
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Ïóñòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé
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Ïóñòü ðàâåíñòâàìè (45) çàäàíû ñëåäû ðåøåíèÿ U p t z p t x z� ( ( , ), ( , , ))1 2 çà-

äà÷è (68).

Îïðåäåëåíèå 14. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u u z u x z� � �( ( ), ( , ))1 2 �

� � �C h C R h([ , ]) ([ , ] [ , ])0 0 0 îáîáùåííûì (ñëàáûì) ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è (68) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ U p t z p t x z H� �( ( , ), ( , , ))1 2 , êîòîðàÿ
� �( ( ), ( ; ))w z w z x H1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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Ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó (69), (45) áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòî-
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