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ÒÎ×ÍÛÅ  ÍÈÆÍÈÅ  ÃÐÀÍÈÖÛ  ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ  ÎÒÊÀÇÀ
ÑÈÑÒÅÌÛ  Â  ÈÍÒÅÐÂÀËÅ  ÂÐÅÌÅÍÈ  ÏÐÈ  ÍÅÏÎËÍÎÉ
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ  Î  ÔÓÍÊÖÈÈ  ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû òî÷íûå íèæíèå îöåíêè âåðîÿòíîñòè F F u u( ) ( ),u u- < < < ¥0 ,

â êëàññå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ
óíèìîäàëüíóþ  ïëîòíîñòü  ñ  ìîäîé m u< è  äâà  ïåðâûõ  ôèêñèðîâàííûõ  ìîìåíòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýêñòðåìàëüíûå ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë â òåîðèè íàäåæíîñòè, ìíîæåñòâî ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ óíèìîäàëüíîé ïëîò-
íîñòüþ  è  äâóìÿ  ôèêñèðîâàííûìè  ìîìåíòàìè,  ðàçáèåíèå  îáëàñòè  ïàðàìåòðîâ.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [1], â êîòîðîé íàéäåíû

òî÷íûå âåðõíèå ãðàíèöû ôóíêöèîíàëà, óêàçàííîãî â àííîòàöèè ê äàííîé

ñòàòüå. Â [1] ñîáðàíà òàêæå áèáëèîãðàôèÿ, îòíîñÿùàÿñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷å, âûïîëíåíû âñïîìîãàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ

ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê áîëåå ïðîñòîé.

Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ïîäîáíûõ çàäà÷ â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè íàäåæíîñ-

òè — íàëè÷èå ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñÿò îöåíèâàåìûå ôóíêöèîíàëû. Ýòè-

ìè ïàðàìåòðàìè ìîãóò áûòü ïåðèîäû êîíòðîëÿ, ïðîôèëàêòèê, çàìåí ýëåìåíòîâ,

èíòåðâàëû âðåìåíè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèÿ, ìîäà è ò.ä. Ñëîæ-

íîñòü ðåøåíèÿ òàêèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ðàçáèå-

íèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ íà ïîäîáëàñòè, êàæäîé èç êîòîðûõ îòâå÷àåò ñâîÿ

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, äîñòàâëÿþùàÿ ñóïðåìóì èëè èíôèìóì çàäàííîìó ëè-

íåéíîìó  ôóíêöèîíàëó.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àâòîð ââîäèò ïîíÿòèå ãðàíè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ, ÷òî îáëåã÷àåò íàõîæäåíèå ðàçáèåíèé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ. Îñíîâíîé ðåçóëü-

òàò ñôîðìóëèðîâàí â òåîðåìå 2, åãî èëëþñòðàöèÿ — â òàáë. 1, à ÷èñëåííûé ïðè-

ìåð  ñîäåðæèòñÿ  â  òàáë.  2.
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Ê  ýòîé  çàäà÷å  ñâîäèòñÿ  íàõîæäåíèå  èíôèìóìà  èíòåãðàëà
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â êëàññå À ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþ-

ùèõ óíèìîäàëüíóþ ïëîòíîñòü ñ ìîäîé m è äâà ïåðâûõ ôèêñèðîâàííûõ ìîìåíòà:

m m1 2, . Î ñâÿçè m m1 2, ñ s s1 2, ñì. [1]. Èíòåãðàë (2) ÿâëÿåòñÿ òàêîé õàðàêòåðèñ-

òèêîé íàäåæíîñòè ñèñòåìû, êàê âåðîÿòíîñòü îòêàçà ñèñòåìû â èíòåðâàëå âðåìåíè

( , )u u . Ðåøåíèå çàäà÷è çàâèñèò îò ïÿòè ïàðàìåòðîâ: u m s s, , , ,u 1 2 . Ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ ñëó÷àé m u< . Ïðè ýòîì ðàçáèåíèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííîå â çàäà-

÷å (1), ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ çàäà÷è (2) ïðè m u< è inf ( ) inf ( )
G K F A

R G I F
Î Î

= (ñì. [1]).

Äàëåå â ðàáîòå ÷àñòî áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïðåäûäó-

ùèõ ñòàòüÿõ  àâòîðà:
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Íàïîìíèì  ñìûñë  âûðàæåíèé  (3)–(5).

Òî÷êè ðîñòà x x x x1 2 1 2, ; ( )< äâóõòî÷å÷íîé ô.ð. èç êëàññà K ñâÿçàíû ìîìåíò-

íûìè óñëîâèÿìè òàêèì îáðàçîì: åñëè x s1 1< , òî x B x2 1= ( ); åñëè x B2 0> ( ) , òî

x B x1 2= ( ).

Åñëè òî÷êè x y x y0 0 0 0, ( )< óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ L x y( , )0 0 0= , òî

îíè îïðåäåëÿþò ìíîãî÷ëåí U x0 ( ) âòîðîé ñòåïåíè, êîòîðûé êàñàåòñÿ ôóíêöèè

g x( ) â òî÷êàõ x y0 0, . È íàîáîðîò, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí U x0 ( ) âòîðîé ñòåïå-

íè, êîòîðûé êàñàåòñÿ ôóíêöèè g x( ) â äâóõ òî÷êàõ: x y0 0, , òî ýòè òî÷êè ñâÿçàíû ðà-

âåíñòâîì L x y( , )0 0 0= . Êàê îáðàçîâàëîñü ýòî ðàâåíñòâî? Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò

ìíîãî÷ëåíà U x0 ( ) èìååò  ðàçëè÷íûå  ôîðìû,  íàïðèìåð,  òàêèå:
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Èç  ðàçíîñòè  ýòèõ  ôîðì  ïîëó÷àåì  ðàâåíñòâî
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Âñå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (çà èñêëþ÷åíèåì ãðàíè÷íûõ), êîòîðûå áóäóò

ðàññìîòðåíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1), ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâàìè ôóíêöèé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ,  òàê  êàê  èõ  òî÷êè  ðîñòà  çàâèñÿò  îò  ïàðàìåòðîâ.

Ïî îïðåäåëåíèþ òðåõòî÷å÷íàÿ ô.ð. G x5 ( ) èìååò èçâåñòíóþ ïåðâóþ òî÷êó

ðîñòà: x u5 = ,  è  äâå  òî÷êè: y z5 5, ,  êîòîðûå  íàõîäÿòñÿ  èç  ñèñòåìû  óðàâíåíèé
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u B z y B u z< < < < <( ) ( ) u . (7)

Îãðàíè÷åíèÿ (7) îáåñïå÷èâàþò íåîòðèöàòåëüíîñòü ñêà÷êîâ p p p1 2 3, , â òî÷êàõ

ðîñòà  ô.ð. G5 .

Ñåìåéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ U x5 ( ) , ñîîòâåòñòâóþùåå ô.ð. G x5 ( ), îïðåäåëÿåòñÿ èç

óñëîâèé: U x g u5 5 0( ) ( )= = , U y g y5 5 5( ) ( )= , U z g z5 5 5( ) ( )= , ¢ = ¢U y g y5 5 5( ) ( ) ,

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51,  ¹ 2 109



¢ = ¢U z g z5 5 5( ) ( ) . Ñòàðøèé êîýôôèöèåíòU x5 ( ) èìååò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ýêâèâà-

ëåíòíûõ ôîðì, íàïðèìåð:
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Èç  (8)  ëåãêî  âèäåòü,  ÷òî  òî÷êè y z5 5, óäîâëåòâîðÿþò  ñèñòåìå  (6).

Â çàäà÷å (1), êðîìå ñåìåéñòâà ô.ð. G5 , ýêñòðåìàëüíûì áóäåò òàêæå ñåìåéñòâî

ô.ð. G1, îíî èìååò òî÷êè ðîñòà x u x B u u s B u1 2 1= = < <, ( ), , ( ) u. Ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ìíîãî÷ëåí U x1 ( ) èìååò òîëüêî îäíó ôîðìó äëÿ ñâîåãî ñòàðøåãî êîýôôè-

öèåíòà:
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êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: U u g u1 1( ) ( )= , U B u g B u1 1( ( )) ( ( ))= ,

¢ = ¢U B u g B u1 1( ( )) ( ( )).

Íàêîíåö, ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëüíûõ ô.ð. G x1
* ( ) èìååò äâå òî÷êè ðîñòà: x u1 = ,

y B u1 = ( ) , B u( ) > u . Ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

U x1
* ( ) èìååò  îäíó  ôîðìó  äëÿ  ñâîåãî  ñòàðøåãî  êîýôôèöèåíòà:
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Ó ãðàíè÷íûõ ô.ð. G x G x15 51( ), ( ) ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàíè÷íûå ìíîãî÷ëåíû

ìîãóò  èìåòü  è  äðóãèå  ýêâèâàëåíòíûå  ôîðìû  ñòàðøèõ  êîýôôèöèåíòîâ.

ÃÐÀÍÈ×ÍÛÅ  ÔÓÍÊÖÈÈ  ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß  È  ÈÕ  ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÛ

Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûå ô.ð., êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1). Â îò-

ëè÷èå îò ñåìåéñòâ ýêñòðåìàëüíûõ ô.ð. G G G1 5 1, , * , òî÷êè ðîñòà êîòîðûõ èçìå-

íÿþòñÿ âìåñòå ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ, ãðàíè÷íûå ô.ð. G15 è G51 íå ÿâëÿ-

þòñÿ ñåìåéñòâàìè è êàæäàÿ èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ôèêñèðîâàí-

íûì  íàáîðîì  çíà÷åíèé  âñåõ  ïàðàìåòðîâ.

Íà ãðàíèöå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè îáëàñòÿìè ïàðàìåòðîâ ñîâïàäàþò äâå

ñîñåäíèå ýêñòðåìàëüíûå ô.ð. è ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ èì

ìíîãî÷ëåíîâ. Îáîçíà÷èì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà u : u u= 1 è u u= 2 . Òîãäà

ïðè u u= 1 èìååì G G G1 5 15= = ,  ãäå  ãðàíè÷íàÿ  ô.ð. G15 èìååò  òî÷êè  ðîñòà:

x u y B u z z15 1 15 1 15 0= = =, ( ), , (9)

ïðè÷åì  ñêà÷îê  â  òî÷êå z0 ðàâåí  íóëþ.

Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà U 15 îáîçíà÷èì a15 . Åãî ðàçëè÷íûå ýêâè-

âàëåíòíûå ôîðìû ïîëó÷èì, ïîëàãàÿ â ôîðìóëàõ (8) çíà÷åíèÿ (9), à èìåííî:
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Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîãî÷ëåí U x15 ( ) êàñàåòñÿ ôóíêöèè g x( ) â òî÷êàõ B u( )1 ,

B u( )1 < u è z z0 0, > u è ñîâïàäàåò ñ g x( ) â òî÷êå u u= 1. Èç (4), (5), (10) ñëåäó-

åò,  ÷òî  ãðàíèöà u u= 1 è  òî÷êà z0 óäîâëåòâîðÿþò  ñèñòåìå  óðàâíåíèé
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Àíàëîãè÷íî íà ãðàíèöå u u= 2 èìååì G G G5 51 1= = * è ô.ð. G51 èìååò òî÷êè

ðîñòà

x u y y z B u y B u5 2 5 0 5 2 0 2= = = < >, , ( ), , ( )u u, (11)

ïðè÷åì ñêà÷îê â òî÷êå y0 ðàâåí íóëþ. Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà

U x51 ( ), ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíè÷íîé ô.ð. G51, îáîçíà÷èì a51. Åãî ðàçëè÷íûå

ýêâèâàëåíòíûå  ôîðìû  ïîëó÷èì,  ïîäñòàâèâ  â  ôîðìóëó  (8)  çíà÷åíèÿ  (11):
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( ( ) )

B u g y

B u y

2 0

2 0
2

-

-
. (12)

Èç (4), (5) è (12) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè u y2 0, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

L y B u

M u y B u

( , ( )) ,

( , , ( ))

=

=

ì
í
î

ü
ý
þ

0

0
.

Ìíîãî÷ëåí U x51 ( ) êàñàåòñÿ ôóíêöèè g x( ) â òî÷êàõ y B u0 2, ( ) è ñîâïàäàåò ñ g x( )

â  òî÷êå u u= 2 .

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ  ÑÂÎÉÑÒÂÀ  ÔÓÍÊÖÈÈ M u y z( , , )

Èññëåäóåì ñâîéñòâà ôóíêöèè M u y z( , , ), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ñòðîèòñÿ ðàçáèå-

íèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ è äîêàçûâàåòñÿ (äàëåå) ýêñòðåìàëüíîñòü ñåìåéñòâ ô.ð.

G G G1 5 1, , * .

Ðàññìîòðèì M u B u z M u y B u( , ( ), ), ( , , ( ))0 0 êàê  ôóíêöèè  îò u:

[ ( , ( ), )]M u B u z u u0 1= =

=
¢

-
-

-

-
+

¢g B u

B u u

g B u g u

B u u

g B u1 1 1

2

1( ( ))

( )

( ( )) ( )

( ( ) )

( ( ))

z B u

g z g B u

z B u
u u

0

2 0 1

0
2

1

-
-

-

-

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

=

=
( )

( ) ( ( ))

( ( ))

= -
-

+
¢

-
-

-1

1
2

1 1

0 1

2 0 1 1

( ( ) )

( ( ))

( )

( ) ( ( ))

(B u m

g B u

z B u

g z g B u

z B u
a a

0 1
2 1 15 0

-
= - =

( ))
. (13)

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî u îò ýòîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì ïîäãîòîâè-

òåëüíûå  ôîðìóëû.  Òàê  êàê B u( )< u,  à z0 > u,  òî

g B u
B u u

B u m
1( ( ))

( )

( )
=

-

-
; ¢ =

-

-
g B u

u m

B u m
1 2
( ( ))

( ( ) )
; ( ( ( ))) ( ) ( )

( )
g B u B u g B u

B u m
u1 1

1' = ¢ ¢ -
-

;

( ( ( )))
( ( ) )

( ( )) ( ); ( )¢ =
-

+ ¢¢ ¢ =
-

g B u
B u m

g B u B u g zu1 2 1 2 0
1' u u

z m
g z

z m
u

0
2 0

0

1

-
= -

-
; ( ( ))' ;

[( ( , ( ), )) ]
( )

( ( ) )

( )
M u B u z

B u

B u m

B u

z
u u u0 3

0
1

2
= =

¢

-
+

é

ë
ê
ê

¢

- B u( )
´

´ ¢¢ +
¢

-
-

-
g B u

g B u

z B u

g z g B u

z
1

1

0

2 0 12 2
( ( ))

( ( ))

( )

( ( ) ( ( )))

( 0
2 2

0

1

1
-

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

+
- -

ù

û
ú
ú

=

=B u B u m z m
u u

( )) ( ( ) ) ( )
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=
¢

-
+

¢

-
¢¢ -

2
21

1
3

1

0 1
1 1 15

B u

B u m

B u

z B u
g B u a

( )

( ( ) )

( )

( )
( ( ( ) ) +

- -
=

1

2
0( ( ) ) ( )B u m z m

=
¢

-
+

¢

-
¢¢ +

2 11

1
3

1

0 1
15 1

B u

B u m

B u

z B u
B u

B

( )

( ( ) )

( )

( )
( ( ))

( (
j

u m z m1
2

0

0
) ) ( )- -

> , (14)

ãäå j u15 15 1( ) ( ) ( ), ( )x g x U x B u= - < . Íåïîñðåäñòâåííî ïî ôóíêöèè g x( ) ìîæ-

íî ïðîâåðèòü, ÷òî ¢¢ >j15 1 0( ( ))B u . Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ M u B u z( , ( ), )0

ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó u u= 1, íà êîòîðîé M u B u z( , ( ), )1 1 0 0= , ìåíÿåò

çíàê - íà +.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè M u y B u y B u( , , ( )), , ( )0 0 < >u u. Íà ãðàíèöå

( )u u= 2 èìååì M u y B u( , , ( ))2 0 2 0= â ñèëó ðàâåíñòâà ðàçëè÷íûõ ôîðì ñòàðøåãî

êîýôôèöèåíòà a51 ãðàíè÷íîãî  ìíîãî÷ëåíà U 51 (ñì.  (12)):

[ ( , , ( ))]
( ) ( ) ( )

( )
M u y B u

g y

y u

g y g u

y u

g
u u0

0

0

0

0
22= =

¢

-
-

-

-
+

¢( )

( )

( ( )) ( )

( ( ) )

y

B u y

g B u g y

B u y
u u

0

0

0

0
2

2

-
-

-

-

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

=

=

= -
-

+
¢

-
-

-

-

é

ë

1

0
2

0

0

0

0
2( )

( )

( )

( ( )) ( )

( ( ) )y m

g y

B u y

g B u g y

B u y
ê
ê

ù

û
ú
ú

= - =

=

*

u u

a a

2

51 1 0 . (15)

Ïðè u u= 2 ñîâïàäàþò ô.ð. G5 è G1
* , îíè èìåþò îäíè è òå æå òî÷êè ðîñòà: u2 ,

y B u0 2, ( ) è G G G5 1 51= =* . Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàíè÷íûé ìíîãî÷ëåí U x51 ( )

êàñàåòñÿ g x( ) â òî÷êàõ y B u0 2, ( ). Îòñþäà L y B u( , ( ))0 2 0= . Ñòàðøèå êîýôôèöè-

åíòû ãðàíè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ñòàðøèé êîýôôèöèåíò a1
*

èìååò òàêèå æå ðàçëè÷íûå ôîðìû, êàê è a51. Â ÷àñòíîñòè, çàïèñûâàÿ U x1
* ( )

â  ôîðìå U x g y g y x y a x y1 0 0 0 1 0
2* *= + ¢ - + -( ) ( ) ( )( ) ( ) ,  ïîëó÷àåì

U B u g B u g y g y B u y a B u1 2 0 0 0 1
* *= = + ¢ - + -( ( )) ( ( )) ( ) ( )( ( ) ) ( ( ) y0

2) ,

îòêóäà

a
g y

B u y

g B u g y

B u y
1

0

0

0

0
2

* = -
¢

-
+

-

-

( )

( )

( ( )) ( )

( ( ) )
,

÷òî  è  çàïèñàíî  â  (15).

Íàéäåì  ïðîèçâîäíóþ  îò M u y B u( , , ( ))0 ïî u ïðè u u= 2 .

Âûïèøåì  âñïîìîãàòåëüíûå  ôîðìóëû:

¢ =
-

-
¢ =

-
=g y

u m

y m
g y

y m
g B uu1 0

0
2 1 0

0
2 2

1
( )

( )
; ( ( ))

( )
; ( ( ))' u -

-

u

B u m( )
;

( ( ( )))
( )

( ( )) ( ); ( ( ))g B u
B u m

g B u B u g yu u2 2 1 0
1 1' '= -

-
+ ¢ ¢ = -

y m0 -
;

[( ( , , ( )) ]M u y B u u u u0 2

'
= =

= -
¢

-
+

- -

é

ë
ê
ê

ù

û

B u

B u y
L y B u

y m B u m

( )

( ( ) )
( , ( ))

( ) ( ( ) )0
2 0

0
2

1
ú
ú

=

=u u2

=
- -

>
1

0

0
2( ) ( ( ) )y m B u m

. (16)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ M u y B u( , , ( ))0 ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó u u= 2 ìå-

íÿåò  çíàê - íà +.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ  ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÑÒÈ  ÔÓÍÊÖÈÉ  ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß
Â  ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÓÞÙÈÕ  ÎÁËÀÑÒßÕ

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà R G g x dG x G K( ) ( ) ( ),= Î
¥

ò
0

(g x( ) — íå-

ïðåðûâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, êóñî÷íî äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ) ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî

inf ( ) inf ( )
G K G E

R G R G
Î Î

= ,

ãäå E — ìíîæåñòâî êðàéíèõ ðàñïðåäåëåíèé âûïóêëîãî ìíîæåñòâà K. Îíî ñî-

äåðæèò îäíî-, äâóõ- èëè òðåõñòóïåí÷àòûå ô.ð. Êàæäîé òàêîé ô.ð. G xi ( ) ñîîò-

âåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí U xi ( ) ñòåïåíè, íå âûøå âòîðîé, êîòîðûé ñîâïàäàåò

ñ ôóíêöèåé g x( ) â òî÷êàõ ðîñòà ô.ð. G xi ( ) è êàñàåòñÿ g x( ) â íåêîòîðûõ èç

íèõ.  Îáîçíà÷èì j i ix g x U x( ) ( ) ( )= - .

Ñïðàâåäëèâà  òåîðåìà  1  [2].

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû èíôèìóì ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà R G G E( ), Î ,

äîñòèãàëñÿ íà íåêîòîðîé ô.ð. G Ei Î , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû " ³x 0 :

j i x( ) ³ 0.

Òåîðåìà 1 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû 2.

Òåîðåìà  2. Åñëè s u
1

< ,  òî inf ( ) ,R G G E= Î0 .  Åñëè m u s< < 1,  òî:

1) â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì M u B u z( , ( ), )0 0< , òî÷íàÿ íèæíÿÿ

ãðàíü ôóíêöèîíàëà R G G K( ), Î , äîñòèãàåòñÿ íà ô.ð. G x1 ( ) ñ òî÷êàìè ðîñòà

x u x B u B u1 2= = <, ( ), ( ) u ;

2) â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâàìè M u B u z( , ( ), )0 0> ,

M u y B u( , , ( ))0 0< , èíôèìóì R G G K( ), Î , äîñòèãàåòñÿ íà ô.ð. G x5 ( ) ñ òî÷êàìè

ðîñòà x u x y x z1 2 5 3 5= = =, , ;

3) â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì M u y B u( , , ( ))0 0> , òî÷íàÿ íèæíÿÿ

ãðàíü ôóíêöèîíàëà R G G K( ), Î , äîñòèãàåòñÿ íà ô.ð. G x1
* ( ) ñ òî÷êàìè ðîñòà

x u x B u B u1 2= = >, ( ), ( ) u .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè s u1 < , òî ñóùåñòâóåò ô.ð. ñ òî÷êàìè ðîñòà x1 0= ,

x u2 = , x n3 = , íà êîòîðîé ôóíêöèîíàë R G( ) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, åñëè n ® ¥. Ñëå-

äîâàòåëüíî,  ïðè s u m u1 < <, inf ( ) ,dF x F A

u

= Îò 0

u

.

1. Äîêàæåì, ÷òî â ïåðâîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ýêñòðåìàëüíûì áóäåò ñåìåé-

ñòâî ô.ð. G x1 ( ) ñ òî÷êàìè ðîñòà u B u B u, ( ), ( )< u. Ñîîòâåòñòâóþùåå G1 ñåìåéñòâî

ìíîãî÷ëåíîâ U 1 îïðåäåëÿåòñÿ  òàê:

U u g u1 ( ) ( )= , U B u g B u1 ( ( )) ( ( ))= , ¢ = ¢U B u g B u1 ( ( )) ( ( )).

Åãî  ñòàðøèé  êîýôôèöèåíò  ðàâåí:

a
g B u

B u u

g B u g u

B u u B u
1

1 1

2

1
=

¢

-
-

-

-
= -

-

( ( ))

( )

( ( )) ( )

( ( ) ) ( ( ) m)2
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ j1 1 1( ) ( ) ( )x g x U x= - . Åñëè x uÎ( , )0 , òî j1 0( )x ³ . Ïóñòü

x uÎ( , )u .  Äîêàæåì,  ÷òî " Î ³x u x( , ) : ( )u j1 0.

Âû÷èñëèì

¢¢ = ¢¢ - ¢¢ = -
-

-
+

-
j1 1 1 3 2

2 2
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ( ) )
x g x U x

u m

x m B u m
.
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Ôóíêöèÿ ¢¢j1 ( )x ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òàê êàê ¢¢¢ = ¢¢¢ >j1 1 0( ) ( )x g x . Èç

¢¢ + <j1 0 0( )u , ¢¢ - >j u1 ( )0 0 ñëåäóåò, ÷òî ¢¢j1 ( )x èìååò îäèí êîðåíü: x x= 0 , ïðè-

÷åì " Îx u x( , ) :0 ¢¢ <j1 0( )x è " Î ¢¢ >x x x( , ) : ( )0 1 0u j . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

¢¢ >j1 0( ( ))B u ,  ò.å. B u x( ) ( , )Î 0 u .  Òîãäà

" Î ¢¢ > = ¢ = ® ³x x x B u B u x( , ) : ( ( ) , ( ( )) ( ( )) ) ( )0 1 1 1 10 0 0u j j j j , ( )j1 0 0x > ,

" Î ¢¢ < = > ® ³x u x x u x x( , , ): ( ) , ( ) , ( ) ( )0 1 1 1 0 10 0 0 0{ }j j j j .

Èòàê, j u1 0( ) ( , )x x u³ " Î .

Ïóñòü òåïåðü x Î ¥( , )u . Ïî óñëîâèþ â ïåðâîé îáëàñòè M u B u z( , ( ), )0 0< . Èç

(13) è (14) ñëåäóåò, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî a a1 15< , ãäå a15 — ñòàðøèé

êîýôôèöèåíò ãðàíè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà U x15 ( ) . Ýòîò ìíîãî÷ëåí ñîâïàäàåò ñ ôóíê-

öèåé g x( ) â òî÷êå x u= è êàñàåòñÿ g x( ) â òî÷êàõ x B u x z= =( ), 0 . Òîãäà äëÿ ôóíê-

öèè j15 2 15( ) ( ) ( )x g x U x= - èìååì

{ }¢¢ > = ¢ = ® ³ " >j j j j u15 15 0 15 0 150 0 0( ) , ( ) ( ) ( )x z z x x .

Îáðàçóåì  ðàçíîñòü V x U x U x( ) ( ) ( )= -15 1 .  Èìååì

{ }¢¢ = - > = ¢ = ® ³ " >V x a a V z V z V x x( ) , ( ) ( ) ( )15 1 0 00 0 0 u .

Äàëåå, j j1 2 1 15 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )x g x U x x V x= - = + ³ . Ñëåäîâàòåëüíî, j1 0( )x ³ ,

x > u . Îáúåäèíèâ âñå ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, ïîëó÷èì j1 0 0( ) ,x x³ ³ , ÷òî è äî-

êàçûâàåò  ýêñòðåìàëüíîñòü  ô.ð. G1 â  îáëàñòè  1  (ñîãëàñíî  òåîðåìå  1).

2. Âî âòîðîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, çàäàâàåìîé íåðàâåíñòâàìè M u B u z( , ( ), )0 0> ,

M u y B u( , , ( ))0 0< , ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ô.ð. G x5 ( ). Ýòî ñëåäóåò èç óêàçàííûõ

íåðàâåíñòâ è òåîðåì î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ [3, ñ. 181, 188; 4, ñ. 145, 146], à èìåííî,

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì íàáîðå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè 2 ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6), (7), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé òî÷êè ðîñòà

ô.ð. G5 : u y z, ,5 5 .

Äîêàæåì ýêñòðåìàëüíîñòü ñåìåéñòâà G5 . Ñ ô.ð. G x5 ( ) ñâÿçàí ìíîãî÷ëåí

U x5 ( ), ñîâïàäàþùèé ñ g x( ) â òî÷êå x u= è êàñàþùèéñÿ g x( ) â òî÷êàõ y y= 5 ,

z z= 5 , y z5 5< <u .  Åãî  ñòàðøèé  êîýôôèöèåíò  ðàâåí

a
g y

y u

g y g u

y u y m
5

1 5

5

5

5
2

5
2

1
=

¢

-
-

-

-
= -

-

( ) ( ) ( )

( ) ( )
.

Ïóñòü x uÎ( , )0 . Òîãäà j5 5( ) ( )x U x= - . Ìíîãî÷ëåí U x5 ( ) ìîæíî çàïèñàòü

â  âèäå

U x g y g y x y a
x y

5 1 5 1 5 5 5
5

2

2
( ) ( ) ( )( )

( )
= + ¢ - +

-
;

¢ = ¢ + - ® ¢ > ÎU x g y a x y U x x u5 1 5 5 5 5 0 0( ) ( ) ( ); ( ) , ( , ) .

Èç U u5 0( ) = è ¢ > ÎU x x u5 0 0( ) , ( , ) ñëåäóåò U x x x u5 50 0 0( ) ( ) , ( , )£ « ³ Îj .

Â  èíòåðâàëå x uÎ( , )u âûïîëíÿþòñÿ  ñëåäóþùèå  íåðàâåíñòâà:

¢¢ < ¢¢ > ¢¢ > ¢¢¢ >j j u j j55 5 5 50 0 0 0( ) , ( ) , ( ) , ( )u y x

(ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì). Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî

j u5 0( ) , ( , )x x u³ Î ,  ïîâòîðÿåò  äîêàçàòåëüñòâî j u1 0( ) , ( , )x x u³ Î .

Ïðè x > u äëÿ j5 2 5( ) ( ) ( )x g x U x= - ñïðàâåäëèâî

{ }j j j u j5 5 5 5 5 2 5 50 2 0( ) ( ) , ( ) ( ) , ( )z z x g x a x x= ¢ = ¢¢ = ¢¢ - > > ® ³ >0, x u .
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Îáúåäèíèâ âñå ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, ïîëó÷èì j5 0 0( ) ,x x³ ³ , ÷òî è äîêà-

çûâàåò  ýêñòðåìàëüíîñòü  ô.ð. G x5 ( ) â  îáëàñòè  2  (ñîãëàñíî  òåîðåìå  1).

3. Äîêàçàòåëüñòâî ýêñòðåìàëüíîñòè ñåìåéñòâà ô.ð. G x1
* ( ) ñ òî÷êàìè ðîñòà

u B u B u, ( ), ( )u < àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ýêñòðåìàëüíîñòè ñåìåéñòâà G x1 ( ) .

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé çàäà÷å ýêñòðåìàëüíûìè ñåìåéñòâàìè ô.ð. ìîãóò áûòü

òîëüêî ô.ð., óêàçàííûå â îáëàñòÿõ 1–3. Äåéñòâèòåëüíî, îñíîâûâàÿñü íà èññëåäîâà-

íèÿõ â [5–8], ðàññìîòðèì, êàêèå ìîãóò áûòü ïåðåõîäû îò ô.ð. G G G1 5 1, , * . Îò ô.ð.

G1, ãäå B u( )< u, íåâîçìîæíî ïåðåéòè ê ô.ð. G2 , òàê êàê èç íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-

âåðêè íåðàâåíñòâà L u B u( , ( )) > 0 ñëåäóåò, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Òàêæå îò ô.ð. G1 íåâîçìîæíî ïåðåéòè ê ô.ð. G4 , êîòî-

ðàÿ èìååò òî÷êè ðîñòà x u4 = , y4 — êîðåíü óðàâíåíèÿ M u y Q( , , ) = 0, z Q4 = ,

F Q( )+ =0 1, ïîñêîëüêó â äàííîì ïðèìåðå òî÷êè Q íå ñóùåñòâóåò. Îñòàåòñÿ

åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé ïåðåõîä îò ô.ð. G1 ê ô.ð. G5 ïðè óñëîâèè èçìåíåíèÿ

çíàêà M u B u z( , ( ), )0 ñ – íà + â îêðåñòíîñòè òî÷êè u1, M u B u z( , ( ), )1 1 9 0= .

Îò ô.ð. G5 íåâîçìîæíî ïåðåéòè ê ô.ð. G2 , òàê êàê L u B u( , ( )) > 0 äëÿ âñåõ çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ô.ð. G2 íå ñóùåñòâóåò. Òàêæå íåâîçìîæåí ïå-

ðåõîä G G5 4® , òàê êàê G4 íå ñóùåñòâóåò. Êðîìå òîãî, L u y( , )5 0> äëÿ âñåõ çíà÷å-

íèé ïàðàìåòðîâ è ïîýòîìó íåâîçìîæåí ïåðåõîä G G5 7® . Îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé

âîçìîæíûé ïåðåõîä G G® *
1 ïðè óñëîâèè èçìåíåíèÿ çíàêà M u y B u( , , ( ))0 ñ – íà +.

Òàêèì  îáðàçîì,  çàäà÷è  (1)  è  (2)  ðåøåíû  ïîëíîñòüþ  äëÿ  ñëó÷àÿ m u< .

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 1 (èíôèìóì ôóíêöèî-

íàëà R G( ) , G KÎ , â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ: 0
1
2

2< <s s , 0 1< < <m u s ).

Âåðîÿòíîñòè p p2 3, íàõîäÿòñÿ  èç  ìîìåíòíûõ  óñëîâèé

p
s s u z uz

y u z y
p

s s u y uy
2

2 1 5 5

5 5 5
3

2 1 5=
- + + -

- -
=

- + +( )

( )( )
,

( ) 5

5 5 5( )( )z u z y- -
.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðåçóëüòàòîâ òàáë. 1 ïðèâåäåì ÷èñëåííûé ïðèìåð íàõîæäå-

íèÿ èíôèìóìà ôóíêöèîíàëà R G G K( ), Î , â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ (òàáë. 2:

èñõîäíûå äàííûå — s s m u s1 2 18 70 2 12= = = = <, , , ,u ). ×èñëà â ñðåäíåé êîëîíêå

òàáë. 2 ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ïî

îïðåäåëåííîé ïðîãðàììå. ×èñëà äëÿ x u= âñå òî÷íûå, îíè çàäàþòñÿ â ïåðâîé êî-

ëîíêå òàáëèöû. ×èñëà äëÿ y z p p p, , , ,1 2 3 èìåþò îäíó èëè äâå, èëè òðè òî÷íûå

öèôðû. Çíà÷åíèÿ B u( ) âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëå (3) ñ íåîáõîäèìûì êîëè÷åñòâîì

òî÷íûõ  öèôð.
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Ò à á ë è ö à 1

Ýêâèâàëåíòíûå  ðàçáèåíèÿ  îáëàñòè
ïàðàìåòðîâ 0 1< <u s

Òî÷êè  ðîñòà
ýêñòðåìàëüíîé  ô.ð.

Èíôèìóì  ôóíêöèîíàëà
R G( )

Îáëàñòü  1:

m u u< < 1

M u B u z( , ( ), )0 0<

u B u, ( ) ;

B u( ) < u

s u

B u m

1 -

-( )

Îáëàñòü  2:

u u u1 2< <

M u B u z( , ( ), )0 0> , M u y B u( , , ( ))0 0<

u y z, ,5 5

y u

y m
p

u

z m
p5

5
2

5
3

-

-
+

-

-

u

Îáëàñòü  3:

u u s2 1< <

M u y B u( , , ( ))0 0>

u B u, ( ) ;

u <B u( )

( )( )

( ( ) )( ( ) )

u - -

- -

u s u

B u m B u u

1



Çàìåòèì, ÷òî ïðè 3 511 1£ < =u u u, . ñåìåéñòâîì ýêñòðåìàëüíûõ ô.ð. ÿâëÿåòñÿ
ô.ð. G x1 ( ) ñ òî÷êàìè ðîñòà u B u B u, ( ), ( )< u. Â âû÷èñëåíèÿõ èìååì òðè òî÷êè ðîñòà,
îäíàêî, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äâå èç íèõ î÷åíü áëèçêè ìåæäó ñîáîé è áëèçêè ê B u( ).
Òî÷íî ýòî æå íàáëþäàåì ïðè u u u u: , , .2 27 4 689< < = . Òîëüêî çäåñü B u( ) > u è ô.ð.

åñòü G x1
* ( ). Äëÿ u u u u: 1 2£ £ ýêñòðåìàëüíûì ñåìåéñòâîì ô.ð. ÿâëÿåòñÿ ô.ð. G x5 ( )

ñ òî÷êàìè ðîñòà x u y y z z= = =, ,5 5 . Â òàáë. 2 z y0 013375 9 75= =. , . .
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Ò à á ë è ö à 2

Çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà u

Òî÷êè  ðîñòà  ýêñòðåìàëüíûõ  ô.ð. x y z, ,
è  ñêà÷êè  â  íèõ p p p1 2 3,

Çíà÷åíèÿ B u( )

3
x y z= = =3 9 19 9 25, . , . ,

p p p1 2 30 19 0 67 013= = =. , . , .
B ( ) .3 9 2=

3.5
x y z= = =3 5 9 31 9 34. , . , . ,

p p p1 2 30 23 0 17 0 6= = =. , . , .
B ( . ) .3 5 9 33=

4
x y z= = =4 9 5 9 516, . , . ,

p p p1 2 30 27 0 73 0 00= = =. , . , .
B ( ) .4 9 5=

5.09
x y z= = =5 09 9 92 10 06. , . , . ,

p p p1 2 30 41 0 00 0 59= = - =. , . , .
B ( . ) .5 09 10 6=

5.1
x y z= = =5 1 10 06 13 3750. , . , . ,

p p p1 2 30 42 0 58 0 00= = =. , . , .
B ( . ) .5 1 10 07=

6
x y z= = =6 9 94 13 4. , . , . ,

p p p1 2 30 57 0 35 0 08= = =. , . , .
B ( )6 11=

6.4
x y z= = =6 4 9 87 13 4. , . , . ,

p p p1 2 30 66 0 22 012= = =. , . , .
B ( . ) .6 4 11 75=

6.6
x y z= = =6 6 9 84 13 42. , . , . ,

p p p1 2 30 72 0 14 014= = =. , . , .
B ( . ) .6 6 12 28=

6.89
x y z= = =6 89 9 75 13 470. , . , . ,

p p p1 2 30 83 0 01 016= = =. , . , .
B ( . ) .6 89 13 4=

6.91
x y z= = =6 91 13 5 13 56. , . , . ,

p p p1 2 30 83 0 15 0 01= = =. , . , .
B ( . ) .6 91 13 5=

6.93
x y z= = =6 93 13 55 13 62. , . , . ,

p p p1 2 30 84 0 03 013= = =. , . , .
B ( . ) .6 93 13 6=

7
x y z= = =7 13 94 14, . , ,

p p p1 2 30 857 0 00 0 143= = - =. , . , .
B ( )7 14=

7.4
x y z= = =7 4 17 9 18 1. , . , . ,

p p p1 2 30 94 0 03 0 03= = =. , . , .
B ( . )7 4 18=


