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Àííîòàöèÿ. Ðåøåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ òðåõìåðíûì ïîëåì ïîïåðå÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñìåùåíèé òî÷åê ïðîèçâîëüíîé â ïëàíå òîëñòîé óïðóãîé ïëèòû. Æåëàåìîå ñîñòîÿíèå ïëè-
òû çàäàíî âåêòîðîì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèè åå ïîïåðå÷-
íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà óïðàâëåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïîâåð-
õíîñòíî ðàñïðåäåëåííûìè óñèëèÿìè, íà÷àëüíî îïðåäåëåííûìè è ãðàíè÷íûìè âîçäåéñòâè-
ÿìè, âûáðàííûìè âî âñåõ äîïóñòèìûõ êîìáèíàöèÿõ. Èññëåäîâàíû âîïðîñû òî÷íîñòè
è  îäíîçíà÷íîñòè  ïîëó÷åííûõ  ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëåíèå, òîëñòûå óïðóãèå ïëèòû, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ìàòåìà-
òè÷åñêîå  ìîäåëèðîâàíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [1], â êîòîðîé ñôîðìóëèðîâà-
íû ïðîáëåìû èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé äèíàìèêè óïðóãèõ ïëèò êîíå÷íîé
òîëùèíû, à òàêæå ïîñòàâëåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ýòîé äèíàìèêîé ïîñðåäñòâîì
ïîâåðõíîñòíî ðàñïðåäåëåííûõ óñèëèé è íà÷àëüíî-êðàåâûõ âîçìóùàþùèõ ôàê-
òîðîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ óïðàâëÿþ-
ùèõ ôàêòîðîâ äîñòóïíû äëÿ íàáëþäåíèÿ è ðåøåíèå çàäà÷è ïî ñðåäíåêâàäðàòè-
÷åñêîìó êðèòåðèþ ñîãëàñóåòñÿ ñ íèìè. Â [1] ðåøåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íåïðå-
ðûâíî íàáëþäàåìûìè ïëèòàìè äëÿ âûâîäà èõ ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòü çàðàíåå
çàäàííûõ çíà÷åíèé, îäíàêî íå ðåøåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïëèòàìè, æåëàåìîå
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ñîñòîÿíèå êîòîðûõ çàäàíî äèñêðåòíî. Ïðîáëåìû
óïðàâëåíèÿ òàêèìè ïëèòàìè ïðè äèñêðåòíî îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ
íàáëþäåíèÿõ  çà  íèìè  èññëåäîâàíû  â  íàñòîÿùåé  ðàáîòå.

Äàëåå ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ îäíîãî, äâóõ è îäíîâðåìåííî
òðåõ èç äîñòóïíûõ äëÿ ýòîãî óïðàâëÿþùèõ ôàêòîðîâ: ïîâåðõíîñòíûõ âíåøíåäè-
íàìè÷åñêèõ íàãðóçîê, íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ; äàíû îöåí-
êè òî÷íîñòè è îäíîçíà÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, à òàêæå èññëåäîâàíà ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ èì òðåõìåðíàÿ êàðòèíà ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé ïëèòû. Â îñíîâó èñ-
ñëåäîâàíèÿ, êàê è â [1, 2], ïîëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü [3] äèíàìèêè
òîëñòûõ óïðóãèõ ïëèò è ìåòîäèêà [4, 5] ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè ðàñïðåäåëåí-
íûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñèñòåì, ñôîðìóëèðîâàííûõ íåêîððåêòíî ïî
êîëè÷åñòâó  è  êà÷åñòâó  íà÷àëüíî-êðàåâûõ  óñëîâèé.
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Èññëåäóåì äèíàìèêó îïðåäåëåííîé â [1, 2] óïðóãîé ïëèòû, êîòîðàÿ ïëîñêîñ-
òÿìè z h= ± äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x, y, z âûðåçàíà èç óïðóãîãî öè-
ëèíäðà G( , )x y . Êàê è â [1, 2], áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà
t TÎ[ , ]0 , à ãðàíè÷íûå ïîâåðõíîñòè ïëèòû íàõîäÿòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì íîð-

ìàëüíûõ q x y t
1
± ( , , ) è  êàñàòåëüíûõ q x y t

2
± ( , , ) ê  íèì  äèíàìè÷åñêèõ  óñèëèé.

Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî òðåõìåðíàÿ ôóíêöèÿ w x y z t( , , , ) ñìåùåíèé òî-
÷åê  ïëèòû  óäîâëåòâîðÿåò  ñîîòíîøåíèÿì  [3]

Q w x y z t d z q
l

x y t k
l

k
l

x y t k
l( ) ( ) ( ) (( , , ) ( , , , ) ( , , , )¶ ¶ ¶ = ¶ ¶ ¶ ) ( , , ) ( , , )x y t k l =1 2 , (1)
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k km

q S S z h
± ± ±= Î = Ç = ± ´{ ( ( ))0

´ = ±[ , ], , }0 1T m M
k

, M M M
k

l
k k

( ) = ++ - .

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñîñòàâëÿþùèìè w s
k
l

0
( ) ( ) è w s

k
l

G
( ) ( ) ( , , )k l =1 2 îïèñûâàåòñÿ âëèÿíèå

íà÷àëüíî-êðàåâûõ âîçäåéñòâèé (2), (3) íà ñîñòîÿíèå ïëèòû, îïðåäåëÿåì èõ (ñîîò-
âåòñòâåííî  (13),  (14))  ñîîòíîøåíèÿìè

w s G z q d
k
l

k
l

k
l

S

0 0
0

( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( )= - ¢ ¢ ¢ò x x x x ,

w s G z q d
k
l

k
l

k
l

S

G G
G

( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( )= - ¢ ¢ ¢ò x x x x ( , , )k l =1 2 (15)

èëè
w s G z q

k
l

k
l

km
l

km
l

m

M
k

l

0
0

0
1

0
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , )

( )

= -
=

å x x ,

w s G z q
k
l

k
l

km
l

m

M

km
l

k

l

G
G

G

G
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , )

( )

= -
=

å x x
1

( , , )k l =1 2 (16)

ïðè
x

km
l

k k k
0 0 0 0( ) Î = È+ -X X X ( , )( )

m M
k
l=1

0
,

x
km

l
k k k

G G G GX X X( ) Î = È+ - ( , )( )
m M

k
l=1 G ( , , )k l =1 2 ,

ãäå
X

k km k
S S z h m M

0 0 0
0 0

0 1± ± ± ±= Î = Ç = ± ´ - ¥ ={ ( { }) ( , ], , }x ,
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XG G G
Gk km k

S R S z h T m M
± ± ± ±= Î = Ç = ± ´ ={ (( \ ) { }) [ , ], , }x 3

0 0 1 ,

à M M M
k
l

k k0 0 0
( ) = ++ - , M M M

k
l

k kG G G
( ) = ++ - , S S S

0 0 0= È+ - , S S S
G G G= È+ - .

Ôóíêöèè q
k
l

0
( ) ( )x , q

k
l

G
( ) ( )x èëè  âåêòîðû

q col q m M
k
l

km
l

k
l

0 0 0
1( ) ( ) ( )( , , )= = ,

q col q m M
k
l

km
l

k
l

G G G
( ) ( ) ( )( , , )= =1

èõ  çíà÷åíèé

q q m M
km
l

k
l

km
l

km
l

k k
l

0 0
0 0 0

0
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , , )= Î =x x X ,

q q m M
km
l

k
l

km
l

km
l

k k
l

G G
G G G

GX( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , , )= Î =x x 1 ,

êàê è ôóíêöèè q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =12 ïîâåðõíîñòíî îïðåäåëåííûõ âíåøíåäèíàìè÷åñ-

êèõ âîçäåéñòâèé q
k
± ( )x ( , )k =12 , à òàêæå âåêòîðû q col q q

k
l

km
l

k
l

km
l( ) ( ) ( ) ( )( ( )= = x ,

m M
k

l=1, )( ) ( , , )k l =12 , åñëè ýòè âîçäåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè, îïðåäå-

ëèì  ñîãëàñíî  (7)  èëè  (÷òî  ýêâèâàëåíòíî)

F ® min
( )q x

, (17)

F ® min
q

, (18)

ãäå

q col q S
k
l( ) (((( ( ), )( )x x x= Î , ( ( )( )

q
k
l

0
x , x ÎS

0 ) ,

( ( ) ))( )
q S

k
l

G
Gx x Î , k =1 2, ) , l =1 2, ) , (19)

q col q
k

l= ((( ( ) , q
k
l

0
( ) , q

k
l

G
( ) ) , k =1 2, ) , l =1 2, ) . (20)

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè q( )x èëè âåêòîðà q óïðàâ-

ëÿþùå-ìîäåëèðóþùèõ ôàêòîðîâ q
k
l( ) ( )x , q

k
l( ) è q

k
l

0
( ) ( )x , q

k
l

0
( ) , q

k
l

G
( ) ( )x , q

k
l

G
( )

( , , )k l =12 , êàê è â [1, 2], áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ  [6]  ìàòåìàòè÷åñêîé  ìîäåëè  (1):

w s G z q d
k
l

k
l

k
l( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( )= - ¢ ¢ ¢

-¥

+¥

ò x x x x ( , , )k l =1 2 ,
(21)

ãäå

G z
i

d p p z q

Q p p q
k

l k
l

l

( )
( )

( )
( , )

( )

( , , , )

( , , )
x x

p
- ¢ = 1

2 3

1 2

1 2- ¥

+ ¥
- ¢ + - ¢ + - ¢ò

i

i

p x x p y y q t t
e dp dp dq1 2

1 2
( ) ( ) ( )

( , , )k l =1 2

ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôóíêöèè Ãðèíà òîëñòîãî óïðóãîãî ñëîÿ, èññëåäóåìîãî íà
áåñêîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå, ìåòîäèêà ïðàêòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé
áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè èíòåãðàëüíûõ âû÷åòîâ [7] è äåòàëüíî îïèñàíà â [8].

ÄÈÍÀÌÈÊÀ  ÏËÈÒ,  ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÕ  ÏÎÑÐÅÄÑÒÂÎÌ  ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÎ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ  ÂÍÅØÍÅÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ  ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÉ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòíî ðàñïðåäåëåííûõ äèíàìè÷åñêèõ

óñèëèé q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 , êîòîðûå ïðè çàäàííûõ ñîîòíîøåíèÿìè (2), (3)
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âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ Wr
0 ( )s ( , )r R=1 0 , W sr

G ( ) ( , )r =1 RG ñîãëà-

ñîâàëè áû ñîñòîÿíèå w s( ) óïðóãîé ïëèòû ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó êðèòåðèþ

(7),  (8)  ñî  çíà÷åíèÿìè Wij ( j J i=1, , i I=1, ),  çàäàííûìè  ñîãëàñíî  (4).

Ïðåäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ w s( ) , óäîâëåòâîðÿþùóþ [4, 5] óðàâíåíèþ (1), ñîîòíî-
øåíèÿìè (12), (13), (15), çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé óïðàâëÿþùèõ ïîâåðõíîñò-

íûõ äèíàìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 ñâåäåì ê çàäà÷å (17) ïðè q( )x ,

îïðåäåëåííîì ñîãëàñíî (19). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (17), (19), (8) ñîîòíîøåíèÿ
(12), (13), (15) ïîäñòàâèì â (2)–(4). Â ðåçóëüòàòå çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþ-

ùèõ q
k
l( ) ( )x , q

k
l

0
( ) ( )x , q

k
l

G
( ) ( )x ( , , )k l =1 2 âåêòîð-ôóíêöèè q( )x ñâåäåì ê ðåøåíèþ

ñèñòåìû  ëèíåéíûõ  èíòåãðàëüíûõ  óðàâíåíèé

A q d W( ) ( )

( )

x x x¢ ¢ ¢ =
×
ò , (22)

â êîòîðîé çíàêîì ( )× îáîçíà÷åíî èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè èçìåíåíèÿ àðãó-
ìåíòà  ïîäûíòåãðàëüíîé  ôóíêöèè,

A str A
k

l( ) (((( ( )( )x x=
1

, x ÎS ) , ( ( )( )
A

k
l
2

x , x ÎS
0 ) ,

( ( )( )
A

k
l
3

x , x ÎS
G )) , k =1 2, ) , l =1 2, ) ,

A col A
kn

l
kin

l( ) ( )( ) ( ( )x x= , i n k l= = =1 3 1 3 1 2, ) ( , , , , ) , (23)

W col W W W= ( , , )0 G , (24)

ïðè  ýòîì

W col Wij= (( , j J i=1, ) , i I=1, ) ,

W col Wrj
0 0= (( , j J r=1, ) , r R=1 0, ) ,

W col W j
G G= (( r , j J=1, )r , r =1, )RG ,

A col L G z j J
k n

l
i s k

l

s s i
ij

1
1( ) ( )( ) ( ) ( , ) , ,x x x¢ = ¶ - ¢ =æ

è = ÎSç ö
ø
÷ =æ

è
ç

ö
ø
÷, ,i I1 ,

A col L G z
k n

l
r t k

l
t

j

2
0

0
0

0

( ) ( )( ) ( ) ( , ) ,x x x

s s

¢ = ¶ - ¢ =
= Î

½
½
½

S

j J r Rr=
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

=
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1 1 0, , , ,

A col L G z j J
k n

l
k

l

s sj
3

1( ) ( )( ) ( ) ( , ) , ,x x xr s r¢ = ¶ - ¢ =
= Î

G
SG

G

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

æ

è
çç

ö

ø
÷÷, ,r 1 RG

( , , , , )k l n= =1 2 1 3 .

Ðåøåíèåì  (22)  òàêèì,  ÷òî

A q d W
q

( ) ( ) min

( )
( )

x x x
x

- ®
×
ò

2

, (25)

áóäåò  [4,  5]

q q q A P W A P A( ) { ( ): ( ) ( ) ( ) ( ) }x x x x u x x uÎ = = + -+ +W T T
1 1

(26)

ïðè ïðîèçâîëüíîé èíòåãðèðóåìîé â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ âåê-
òîð-ôóíêöèè

u x u x x u x x u( ) (((( ( ), ), ( ( ), ), (( ) ( ) ( )= Î Îcol S S
k
l

k
l

k
l

0
0

G ( ), )), , ), , )x x Î = =S k l
G 1 2 1 2 ,
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ïðè  ìàòðèöå P
1
+ ,  ïñåâäîîáðàòíîé  ê

P A A d A A
k

l
k

l

S

k
l

k
l

1 1 1 2 2
= +ò ( ) ( ) ( ) ( )( )( ( )) ( )( ( ))x x x x xT T

d A A d
k

l
k

l

SSk l

x x x x+
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷òòå

=
3 3

1

2

0

( ) ( )

,

( )( ( ))T

G

è

A A d A d A
k

l
k
l

S

k
l

k
l

S

u x u x x x u x x= + +ò ò1 2 0
0

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
k

l
k
l

Sk l

d
3

1

2
( ) ( )

,

( ) ( )x u x xG
G
òå

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

=
.

Çàìåòèì,  ÷òî  ïðè F ,  îïðåäåëåííîì  â  (8):

min min ( ) ( )
( ) ( )

( )
w s q

A q d W W W W P P WF = - = -
×

+ò
x

x x x

2

1 1
T T , (27)

à u x( ) º 0 ,  åñëè

lim [ ( ) ( )]
,

N
i j i j

N
A A

®¥ = >det T x x
1

0 . (28)

Èç  (26)  íàõîäèì  óïðàâëÿþùèå  ôóíêöèè

q q q A P
k
l

k
l

k
l

k
l

k
l( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) { ( ) : ( ) ( ( )) (x x x xÎ = = +W T
1 1

W A
k
l

k
l- + "u u x u x) ( ) ( )}( ) ( )

( )x ÎS ( , , )k l =1 2 (29)

ïîâåðõíîñòíî  ðàñïðåäåëåííûõ  äèíàìè÷åñêèõ  âîçäåéñòâèé  è  ôóíêöèè

q q q A
k
l

k
l

k
l

k
l

k
l

0 0 0 0 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) { ( ) : ( ) ( ( ))x x x xÎ = =W T

P W A
k
l

1 0
+ - +( ) ( )( )

u u x

"u x
0k
l( ) ( )} ( )x ÎS

0 ,

q q q A
k
l

k
l

k
l

k
l

k
l

G G G G
TW( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) { ( ) : ( ) ( ( ))x x x xÎ = =

3
P W A

k
l

1
+ - +( ) ( )( )

u u xG

"u xGk
l( ) ( )} ( )x ÎS

G ( , , )k l =1 2 ,

ñîãëàñíî (17), (8) ìîäåëèðóþùèå íà÷àëüíî-êðàåâûå äèíàìè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ
(2),  (3).

Åñëè óïðàâëÿþùèå äèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 ïî ïåðåâîäó

ðàññìàòðèâàåìîé ïëèòû â ñîñòîÿíèå, îïðåäåëåííîå ñîãëàñíî (4), ïðåäñòàâëåíû

âåêòîðàìè q col q m M
k

l
km
l

k
l( ) ( ) ( )( , , )= =1 ( , , )k l =1 2 çíà÷åíèé q

km
l( ) ( , )( )

m M
k

l=1

ôóíêöèé q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 â òî÷êàõ x

km
l

k k
l

m M
( ) ( )( , )Î =X 1 , òî ñîñòàâëÿþùèå

w
k

l
¥
( ) ( )x , w

k
l

0
( ) ( )x è w

k
l

G
( ) ( )x ( , , )k l =1 2 ôóíêöèé w

k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 ñîñòîÿíèÿ ïëèòû

âûáåðåì â âèäå (14), (16). Â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ñâåäåòñÿ ê ïîñòðîåíèþ âåêòîðà q ñîãëàñíî êðèòåðèþ (18), (8). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè

(12), (14), (16) â (2)–(4) äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò q
k

l( ) , q
k
l

0
( ) , q

k
l

G
( ) ( , , )k l =1 2 âåê-

òîðà q ïîëó÷èì  ñèñòåìó  ëèíåéíûõ  àëãåáðàè÷åñêèõ  óðàâíåíèé

Bq W= , (30)

â  êîòîðîé  ïðè  îïðåäåëåííîì  ðàíåå  âåêòîðå W

B str B
k

l= ((( ( )
1

, B
k

l
2

( ) , B
k

l
3

( ) ) , k =1 2, ) , l =1 2, ) ,

B col B
kn

l
kin

l( ) ( )(= , i n= =1 3 1 3, ) ( , , k l, , )=1 2 , (31)

ïðè  ýòîì
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|B col str L G z m
k n

l
i s k

l
km
n l

s sij1
1( ) ( ) ( )( ( ) ( , ) ,= ¶ - == Îx x S , , , , ,( )

M j J i I
nk

l
i

æ
è
ç

ö
ø
÷ =æ

è
ç

ö
ø
÷ =æ

è
ç

ö

ø
÷1 1 ,

B col str L G z
k n

l
r t k

l

km

n l
t

j

2
0

0
0

0

( ) ( ) ( )( ) ( , )= ¶ - =
= Î

x x

s s S
½
½
½

=
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

=
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

=
æ

è

, , , , , ,( )
m M j J r R

nk

l
r1 1 1 0

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

B
k n

l
3

( ) =

= ¶ - =
= Î

col str L G z m M
k

l
km
n l

s s nk
l

j

r s x xG
SG

G

( ) ( , ) , ,( ) ( ) (1 ) , , , ,
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷j J R1 1r r G

ïðè x x
km

l
km
l1( ) ( )= , x x

km
l

km
l2 0( ) ( )= , x x

km
l

km
l3( ) ( )= G , M M

k
l

k
l

1
( ) ( )= , M M

k
l

k
l

2 0
( ) ( )= ,

M M
k
l

k
l

3
( ) ( )= G , k l, ,=1 2 , n =1 3, .

Ðåøåíèåì  (30)  òàêèì,  ÷òî

|| || minBq W
q

- ®2 , (32)

áóäåò  [4,  5]

q q q B P W B P BÎ = = + -+ +W T T{ :
2 2

u u} (33)

ïðè  ïðîèçâîëüíîì  âåêòîðå

u u u u= Î Î Îcol R R R
k
l M

k
l M

k
l M

k
l

k

l

k

l

((( , ,( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0
0

G
G ), , ), , )k l= =1 2 1 2

è P BB2 = T.  Îòêóäà

q q q B P W B
k

l
k
l

k
l

k
l

k
l

k
l

k
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ({ : ( ) (Î = = + -+W T

1 2 1
u l

P B
) )T

2
+ u} ,

q q q B P W
k
l

k
l

k
l

k
l

k
l

k
l

0 0 0 0 2 2 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ : ( )Î = = + -+W T u ( ) }( )

B P B
k

l
2 2

T + u , (34)

q q q B P W
k
l

k
l

k
l

k
l

k
l

k
l

G G G G
T

GW( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ : ( )Î = = + -+
3 2

u ( )( )
B P B

k
l
3 2

T + u} .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè w s
k
l( ) ( ) ( , , )k l =12 , îïðåäåëåííûõ ñîãëàñíî (12), (14), (16),

è  ïðè F ,  îïðåäåëåííîì  ñîîòíîøåíèåì  (8):

min min || ||
( )w s q

Bq W W W W P P WF T T= - = - +2
2 2

. (35)

Ðåøåíèå  (33)  áóäåò  îäíîçíà÷íûì ( )u º 0 ,  åñëè  [5,  6]

detB B
T > 0 . (36)

Ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è âûâîäà èññëåäóåìîé ïëèòû â ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêóþ îêðåñòíîñòü îïðåäåëåííûõ ñîãëàñíî (4) çíà÷åíèé Wij

( ,j J i=1 , i I=1, ) äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà óïðàâëåíèå äèíàìèêîé ïëèòû âûïîëíÿåòñÿ

ïîâåðõíîñòíûìè äèíàìè÷åñêèìè íàãðóçêàìè q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 â ïàðå ñ íà÷àëü-

íûìè èëè êðàåâûìè âîçìóùàþùèìè ôóíêöèÿìè Wr
0 ( )s ( , )r R=1 0 è W sr

G ( )

( , )r =1 RG . Çàìåòèì, ÷òî óïðàâëÿþùèå äèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ Wr
0 ( )s

( , )r R=1 0 , W sr
G ( ) ( , )r =1 RG ñîãëàñíî (4) îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ

w s( ) . Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïîñëåäíåé ïîëó÷èì èç (12), (13), (15), åñëè çàäà-
÷à ðåøàåòñÿ ïðè íåïðåðûâíî îïðåäåëåííûõ óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóþùèõ ôàêòî-

ðàõ q
k
l( ) ( )x , q

k
l

0
( ) ( )x , q

k
l

G
( ) ( )x ( , , )k l =1 2 , è èç (12), (14), (16), åñëè ýòè ôàêòîðû

îïðåäåëåíû  äèñêðåòíî.
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Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè q( )x èëè âåêòîðà q çíà÷åíèé îïðåäåëåí-
íûõ â íåé óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóþùèõ ôàêòîðîâ ðåøèì ñîãëàñíî (17) èëè (18)
ñîîòâåòñòâåííî. Âûðàæåíèå ôóíêöèè F çàïèøåì â âèäå (9), åñëè óïðàâëåíèå âû-

ïîëíÿåòñÿ ôóíêöèÿìè q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 ñîâìåñòíî ñ íà÷àëüíûìè âîçìóùåíèÿ-

ìè (2), è â âèäå (10), åñëè óïðàâëÿþùèìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2

è W sr
G ( ) ( , )r =1 RG . Ðåøåíèå çàäà÷ (17), (9) è (17), (10), êàê è ðàíåå, ñâåäåòñÿ

ê ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó îáðàùåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé (22), â êîòîðîé òåïåðü íåò âåêòîðà W
0 è áëîêîâ A

k n
l
2

( ) ( )x ( , , , , )k l n= =1 2 1 3

ìàòðè÷íîé ôóíêöèè A( )x , åñëè óïðàâëåíèå âûïîëíÿåòñÿ ôóíêöèÿìè q
k
l( ) ( )x

( , , )k l =1 2 , Wr
0 ( )s ( , )r R=1 0 , à òàêæå âåêòîðà W

G âìåñòå ñ áëîêàìè A
k n

l
3

( ) ( )x

( , , , , )k l n= =1 2 1 3 ìàòðè÷íîé ôóíêöèè A( )x , åñëè ôóíêöèè q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 ,

W sr
G ( ) ( , )r =1 RG óïðàâëÿþùèå. Àíàëîãè÷íî äëÿ çàäà÷ (18), (9) è (18), (10) íåò

âåêòîðà W
0 è áëîêîâ B

k n
l
2

( ) ìàòðèöû B, åñëè óïðàâëÿþùèìè ÿâëÿþòñÿ q
k

l( )

( , , )k l =1 2 , Wr
0 ( )s ( , )r R=1 0 , è âåêòîða W

G âìåñòå ñ áëîêàìè B
k n

l
3

( )

( , , , , )k l n= =1 2 1 3 ìàòðèöû B ïðè óïðàâëåíèè âåêòîðàìè q
k

l( ) ( , , )k l =1 2 è ôóíêöè-

ÿìè W sr
G ( ) ( , )r =1 RG . Â ñëó÷àå ñîâìåñòíîãî óïðàâëåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûìè

âîçìóùåíèÿìè è ôóíêöèÿìè q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 , îïðåäåëåííûìè íåïðåðûâíî (çà-

äà÷à (17), (11)) èëè äèñêðåòíî (çàäà÷à (18), (11)), â ìàòðè÷íîé ôóíêöèè A( )x ,

ìàòðèöå B è âåêòîðå W íåò áëîêîâ A
k n

l
2

( ) ( )x , A
k n

l
3

( ) ( )x , B
k n

l
2

( ) , B
k n

l
3

( )

( , , , , )k l n= =1 2 1 3 , W
0 , W

G .

Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ äëÿ óïðàâëÿþùèõ ïîâåðõíîñòíûõ äèíàìè÷åñêèõ âîçäåé-

ñòâèé q
k
l( ) ( )x èëè q

k
l( ) ( , , )k l =1 2 áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (29), (34).

Ïîñëåäíèå âìåñòå ñ îïðåäåëåííûìè ðàíåå êîìïîíåíòàìè q
k
l

0
( ) ( )x , q

k
l

G
( ) ( )x , q

k
l

0
( ) ,

q
k
l

G
( ) ( , , )k l =1 2 âåêòîð-ôóíêöèè q( )x è âåêòîðà q ìîäåëèðóþùèõ âíåøíåäèíàìè-

÷åñêèõ ôàêòîðîâ ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè (12) ñîîòíîøåíèÿìè (2), (3) ïîçâîëÿþò

ïîñòðîèòü  óïðàâëåíèÿ Wr
0 ( )s ( , )r R=1 0 è W sr

G ( ) ( , )r =1 RG ñîîòâåòñòâåííî.

Òî÷íîñòü è îäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ñ ó÷åòîì âûáîðà
ôóíêöèè F , à òàêæå îïèñàííûõ óïðîùåíèé â îïðåäåëåíèè ìàòðèöû B è ìàòðè÷-
íîé ôóíêöèè A( )x , êàê è ðàíåå, áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ óñëîâèÿìè (27), (28) è (35),
(36) ïðè íåïðåðûâíî è äèñêðåòíî çàäàííûõ óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóþùèõ
ôàêòîðàõ  ñîîòâåòñòâåííî.

ÄÈÍÀÌÈÊÀ  ÏËÈÒ,  ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÕ  ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÛÌÈ
ÂÍÅØÍÅÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÌÈ  ÂÎÇÌÓÙÅÍÈßÌÈ

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ îïèñàííîé ïëèòîé ïðè èçâåñòíûõ

ïîâåðõíîñòíûõ äèíàìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ q
k
± ( )x ( , )k =1 2 . Â ýòîì ñëó÷àå ïðè

ðåøåíèè çàäà÷è âûâîäà ôóíêöèè w s( ) ñîñòîÿíèÿ ïëèòû â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñ-

êóþ îêðåñòíîñòü çíà÷åíèé Wij ( j J i=1, , i I=1, ), îïðåäåëåííûõ ñîãëàñíî (4),

èìåþòñÿ äâà âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðà: íà÷àëüíîå âîçìó-
ùåíèå  ïëèòû  (2)  è  åå  êðàåâîå  ñîñòîÿíèå  (3).

Âûðàæåíèÿ äëÿ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé Wr
0 ( )s ( , )r R=1 0 è W sr

G ( )

( , )r =1 RG , êàê è ðàíåå, îïðåäåëèì èç (2), (3) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ ôóíêöèé
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w s( ) ñìåùåíèé òî÷åê ïëèòû, ñîñòàâëÿþùèå w s
k

l
¥
( ) ( ) ( , , )k l =1 2 êîòîðîé èçâåñòíû.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ w s
k
l

0
( ) ( ) , w s

k
l

G
( ) ( ) ( , , )k l =1 2 ôóíêöèé w s

k
l( ) ( )

( , , )k l =1 2 çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿìè (15) èëè (16) â çàâèñèìîñòè îò íåïðåðûâíîãî

èëè äèñêðåòíîãî îïðåäåëåíèÿ ìîäåëèðóþùèõ ôóíêöèé q
k
l

0
( ) ( )x , q

k
l

G
( ) ( )x

( , , )k l =1 2 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàçðåøàþùèìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ äëÿ
íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ (22), à äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ — óðàâíåíèÿ (30),
ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó óðàâíåíèé (22), (30) è îïðåäåëÿåìûõ èìè âåêòîð-ôóíêöèè
q( )x è âåêòîðà q äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ íà÷àëüíî-êðàåâûõ óïðàâëåíèé ïëèòîé, èñ-
õîäÿ èç îïðåäåëåíèé (19), (20) ñòðóêòóðû âåêòîð-ôóíêöèè q( )x , âåêòîðà q , à òàê-

æå ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà W , ìàòðè÷íîé ôóíêöèè A( )x è ìàòðèöû B.

Óïðàâëåíèå íà÷àëüíî-äèíàìè÷åñêèìè âîçìóùàþùèìè ôóíêöèÿìè.
Ïðè íåïðåðûâíî îïðåäåëåííûõ ìîäåëèðóþùèõ ôóíêöèÿõ q

k
l

0
( ) ( )x , q

k
l

G
( ) ( )x

( , , )k l =1 2 â  ðàçðåøàþùåé  ñèñòåìå  èíòåãðàëüíûõ  óðàâíåíèé  (22)

q col q S q S k
k
l

k
l( ) (((( ( ), ), ( ( ), )), ,( ) ( )x x x x x= Î Î =

0
0 1G

G 2 1 2), , )l = , (37)

A str A S A S k
k

l
k

l( ) (((( ( ), ), ( ( ), )), ,( ) ( )x x x x x= Î Î =
2

0
3

1G 2 1 2), , )l = ,

A col A A n k l
kn

l
k n

l
k n

l( ) ( ) ( )( ) ( ( ), ( )) ( , , , ,x x x= = =
1 3

2 3 1 2) ,

W col W W= (
~

,
~

)G , (38)

ãäå
~

(( , , ), , )W col W j J i Iij i= = =1 1 ,
~

(( , , ), , )W col W j J Rj
G G

G= = =r r r1 1

ïðè

W W L w sij ij i t s sij

= - ¶ ¥ = Î
( ) ( )

S
( j J i=1, , i I=1, ),

W W L w sj j
s sj

r r r s
G G G

SG
G

= - ¶ ¥
= Î

( ) ( ) ( j J=1, r , r =1, RG )

è w s w s
k

l

k l

¥ ¥
=

= å( ) ( )( )

, 1

2

. Ðåøåíèåì ñèñòåìû (22) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (26),

â  êîòîðîì  ïðè  ïðîèçâîëüíîé  âåêòîð-ôóíêöèè

u x u x x u x x( ) (((( ( ), ), ( ( ), )), ,( ) ( )= Î Î =col S S k
k
l

k
l

0
0 1G

G 2 1 2), , )l = , (39)

P A A d A A d
k

l
k

l
k

l
k

l
1 2 2 3 3

= +( ) ( ) ( ) ( )( )( ( )) ( )( ( ))x x x x x xT T

SSk l G
òòå

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

= 01

2

,

,

A A d A d
k

l
k
l

S

k
l

k
l

S

u x u x x x u x x= +ò ò2 0 3
0

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )G
G

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

=
å

k l, 1

2

.

Ïðè äèñêðåòíî îïðåäåëåííûõ ìîäåëèðóþùèõ ôóíêöèÿõ ðàçðåøàþùåé ñèñ-
òåìîé  áóäåò  ñèñòåìà  àëãåáðàè÷åñêèõ  óðàâíåíèé  (30),  â  êîòîðîé

q col q q k l
k
l

k
l= = =((( , ), , ), , )( ) ( )

0
1 2 1 2G , (40)

B str B B k l
k

l
k

l= = =((( , ), , ), , )( ) ( )
2 3

1 2 1 2 ,
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B col B B n k l
kn

l
k n

l
k n

l( ) ( ) ( )( , ) ( , , , , )= = =
1 3

2 3 1 2 , (41)

à âåêòîð W îïðåäåëåí ñîãëàñíî (38). Ðåøåíèåì (30), íàéäåííûì ñîãëàñíî (32),
ÿâëÿåòñÿ  ñîîòíîøåíèå  (33),  ãäå

u u u= Î Î = =col R R k l
k
l M

k
l M

k

l

k

l

((( , ), , ), ,( ) ( )
( ) ( )

0
0 1 2 1G

G 2)
(42)

åñòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, à P BB2 = T ïðè îïðåäåëåííîé ñîãëàñíî (41) ìàòðèöå B.

Òî÷íîñòü è îäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ñ ó÷åòîì ïðèâå-

äåííûõ èçìåíåíèé â îïðåäåëåíèè âåêòîðà W , ìàòðèöû B è ìàòðè÷íîé ôóíêöèè
A( )x ñëåäóþò  èç  ñîîòíîøåíèé  (27),  (28)  è  (35),  (36)  äëÿ  êàæäîé  èç  íèõ.

Óïðàâëåíèå êðàåâûìè âîçìóùàþùèìè ôóíêöèÿìè. Ïðè íåïðåðûâíî

îïðåäåëåííûõ ìîäåëèðóþùèõ ôóíêöèÿõ q
k
l

0
( ) ( )x è q

k
l

G
( ) ( )x ( , , )k l =1 2 â ðàçðåøàþ-

ùåé  ñèñòåìå  óðàâíåíèé  (22)

A col A A n k l
kn

l
k n

l
k n

l( ) ( ) ( )( ) ( ( ), ( )) ( , , , ,x x x= = =
1 2

2 3 1 2) ,

W col W W= (
~

,
~

)0 , (43)

ãäå  âåêòîð-ôóíêöèÿ q( )x îïðåäåëåíà  ñîãëàñíî  (37),

~
(( , , ), , )W col W j J r Rrj r

0 0
01 1= = =

ïðè

W W L w srj rj r t t

j

0 0 0
0

0
0

= - ¶ ¥ =
= Î

½
½
½

( ) ( )

s s S

( j J r=1, , r R=1, ).

Ðåøåíèåì çàäà÷è (22), (25) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (26) ïðè îïðåäåëåííîé ñî-
ãëàñíî (39) ïðîèçâîëüíîé èíòåãðèðóåìîé â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ñâîèõ àðãóìåí-
òîâ âåêòîð-ôóíêöèè u x( ) , ìàòðèöå P1 è âåêòîðå Au , çàïèñàííûõ ñ ó÷åòîì èç-
ìåíåíèé  (43)  â  ìàòðè÷íîé  ôóíêöèè A( )x .

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ðàçðåøàþùåé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà q , îïðåäåëåííîãî

ñîãëàñíî (40), áóäåò ñèñòåìà (30), â êîòîðîé B col B B
kn

l
k n

l
k n

l( ) ( ) ( )( , )=
1 2

( , , , , )n k l= =2 3 1 2 ïðè îïðåäåëåííîì ñîãëàñíî (43) âåêòîðå W . Ðåøåíèåì (30),

íàéäåííûì ñîãëàñíî (32), åñòü âåêòîð (33), â êîòîðîì u ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå (42).
Â ðàìêàõ ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèé íåèçìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ (27), (28) è
(35), (36) äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòè è îäíîçíà÷íîñòè ðàññìîòðåííûõ çàäà÷.

Îäíîâðåìåííîå óïðàâëåíèå íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè âíåøíåäèíàìè-
÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ (22) è (30) åùå
áîëüøå óïðîñòÿòñÿ. Äëÿ íåïðåðûâíî ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëèðóþùèõ ôóíêöèé

q
k
l

0
( ) ( )x , q

k
l

G
( ) ( )x â ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (22) ïðè îïðåäåëåííîé ñî-

ãëàñíî  (37)  âåêòîð-ôóíêöèè q( )x :

A str A S A S k
k

l
k

l( ) (((( ( ), ), ( ( ), )),( ) ( )x x x x x= Î Î =
12

0
13

G 1 2 1 2, ), , )l = , W W=
~

.

Ðåøåíèåì (22), íàéäåííûì ñîãëàñíî (25), åñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ (26), â êîòî-
ðîé ïðè ïðîèçâîëüíî îïðåäåëåííîé, èíòåãðèðóåìîé â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ñâîèõ
àðãóìåíòîâ  âåêòîð-ôóíêöèè  (39)

P A A d A A
k

l
k

l
k

l
k

l
1 12 12 13 13

= +( ) ( ) ( ) ( )( )( ( )) ( )( ( )x x x x xT )

,

T

G

d

SSk l

xòòå
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

= 01

2

,

A A d A d
k

l
k
l

S

k
l

k
l

S

u x u x x x u x x= +ò 12 0 13
0

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )G
G
òå

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

=k l, 1
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.
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Äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëèðóþùèõ ôóíêöèé â óðàâíåíèè (30)

B str B B k l
k

l
k

l= = =((( , ), , ), , )( ) ( )
12 13

1 2 1 2 , W W=
~

, à âåêòîð q îïðåäåëåí ñîãëàñíî (40).

Ðåøåíèåì çàäà÷è (30), (32) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð (33), çàïèñàííûé ñ ó÷åòîì ïðèâåäåí-

íûõ  èçìåíåíèé  â  ìàòðèöå B è  âåêòîðàõ q , W .

Êàê è ðàíåå, îïðåäåëÿþùèìè äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè è îäíîçíà÷íîñòè ðåøå-
íèÿ áóäóò ñîîòíîøåíèÿ (27), (28) è (35), (36), çàïèñàííûå ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ
óïðîùåíèé.

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ  ÓÏÐÀÂËÅÍÈß  ÄÈÍÀÌÈÊÎÉ  ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ
Â  ÏËÀÍÅ  ÓÏÐÓÃÈÕ  ÏËÈÒ

Ïðåäñòàâèì ïîñòàíîâêó è ðåøåíèå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ îïèñàííîé ïëèòîé äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà êðàåâûìè âîçìóùàþùèìè ôàêòîðàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è äèíà-
ìèêó ïëèòû ðàññìàòðèâàòü áåç êðàåâûõ óñëîâèé (3). Òîãäà ïðè îïðåäåëåííûõ

â  (13)–(16)  ôóíêöèÿõ w s
k

l
¥
( ) ( ) , w s

k
l

0
( ) ( ) ( , , )k l =1 2

w s w s w s
k
l

k
l

k
l( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )= +¥ 0

( , , )k l =1 2 ,

è ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé ïëèòû ïî äîñòèæåíèè ôóíêöèåé w s( )

çàäàííûõ â (4) çíà÷åíèé Wij ( j J i=1, , i I=1, ) ñâåäåòñÿ ê ïîñòðîåíèþ âåê-

òîð-ôóíêöèè  (íåïðåðûâíîé  óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóþùåé  ôóíêöèè)

q col q S q S k
k
l

k
l( ) (((( ( ), ), ( ( ), ), , ),( ) ( )x x x x x= Î Î =

0
0 1 2 l =1 2, )

è  âåêòîðà  (äèñêðåòíîé  óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóþùåé  ôóíêöèè)

q col q q k l
k

l
k
l= = =((( , ), , ), , )( ) ( )

0
12 12 ,

åñëè ôóíêöèè q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 çàäåéñòâîâàíû â óïðàâëåíèè. Â ñëó÷àå èçâåñ-

òíûõ âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ óñèëèé q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 âåêòîð-ôóíêöèÿ q( )x è

âåêòîð q èìåþò  âèä:

q col q S k l
k
l( ) ((( ( ), ), , ), , )( )x x x= Î = =

0
0 1 2 1 2 ,

q col q k l
k
l= = =(( , , ), , )( )

0
1 2 1 2 .

Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì âåêòîð-ôóíêöèþ q( )x è âåêòîð q , êàê è ðàíåå,
íàéäåì ñîãëàñíî (17), (18) ïðè F, çàïèñàííîì ñîîòíîøåíèåì (10), åñëè óïðàâ-

ëÿþùèìè ôàêòîðàìè åñòü ôóíêöèè q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 , è ñîîòíîøåíèåì (11),

åñëè óïðàâëåíèå âûïîëíÿåòñÿ ôóíêöèÿìè íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé Wr
0 ( )s

( , )r R=1 0 ñîâìåñòíî ñ ïîâåðõíîñòíî ðàñïðåäåëåííûìè âîçìóùåíèÿìè q
k
l( ) ( )x

( , , )k l =1 2 èëè  áåç  íèõ.

Ðàçðåøàþùèìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè q( )x è âåêòîðà q , êàê è ðàíåå,
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (22) è ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ (30). Ïðè óïðàâëåíèè ïîâåðõíîñòíûìè âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè íàãðóç-

êàìè ñ èçâåñòíûìè íà÷àëüíî îïðåäåëåííûìè âîçìóùåíèÿìè Wr
0 ( )s ( , )r R=1 0

A str A S A S k
k

l
k

l( ) (((( ( ), ), ( ( ), )), ,( ) ( )x x x x x= Î Î =
1 2

0 1 2), , )l =1 2 ,

A col A A n k l
kn

l
k n

l
k n

l( ) ( ) ( )( ) ( ( ), ( )) ( , , , ,x x x= = =
1 2

1 2 1 2) ,

B str B B k l
k

l
k

l= = =((( , ), , ), , )( ) ( )
1 2

1 2 1 2 ,

B col B B n k l
kn

l
k n

l
k n

l( ) ( ) ( )( , ) ( , , , , )= = =
1 2

1 2 1 2 , W col W W= ( , )0 .
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Êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè q( )x è âåêòîðà q , íàéäåííûå êàê ðåøåíèå çà-
äà÷  (22),  (30),  îïðåäåëÿòñÿ  ñîîòíîøåíèÿìè  (26),  (33),  ãäå  ïðè  ïðîèçâîëüíûõ

u x u x x u x x( ) (((( ( ), ), ( ( ), )), , )( ) ( )= Î Î =col S S k
k
l

k
l

0
0 1 2 , , )l =1 2 ,

u u u= Î Î = =col R R k l
k
l M

k
l M

k
l

k

l

((( , ), , ), , )( ) ( )
( ) ( )

0
0 1 2 1 2 ,

(44)

P A A d A A
k

l
k

l

S

k
l

k
l

1 1 1 2 2
= +ò ( ) ( ) ( ) ( )( )( ( )) ( )( ( ))x x x x xT T

d

Sk l

x
01

2

òå
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

=,

,

A A d A d
k

l
k
l

S

k
l

k
l

S

u x u x x x u x x= +
æ

è
ò ò1 2 0

0

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ç
ç

ö

ø

÷
÷

=
å

k l, 1

2

â ðåøåíèè (26) è P BB2 = T â (33). Ñ ó÷åòîì âíåñåííûõ èçìåíåíèé òî÷íîñòü è îä-

íîçíà÷íîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îïðåäåëèì âûðàæåíèÿìè (27), (28) è (35), (36).

Ïðè óïðàâëåíèè ïîâåðõíîñòíûìè äèíàìè÷åñêèìè óñèëèÿìè q
k
± ( , )k =1 2 ñî-

âìåñòíî  ñ  íà÷àëüíûìè  âîçìóùåíèÿìè,  êîòîðûå  îïðåäåëåíû  ñîãëàñíî  (2)

A str A S A S k
k

l
k

l( ) (((( ( ), ), ( ( ), )),( ) ( )x x x x x= Î Î =
11 12

0 1, ), , )2 1 2l =

â  (22),

B str B B k l
k

l
k

l= = =((( , ), , ), , )( ) ( )
11 12

1 2 1 2

â (30) è W W= â (22), (30). Ðåøåíèåì çàäà÷ (22), (30) ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
(26),  (33)  ïðè

P A A d A A
k

l
k

l

S

k
l

k
l

1 11 11 12 12
= +ò ( ) ( ) ( ) ( )( )( ( )) ( )( (x x x xT x x))

,

T
d

Sk l 01

2

òå
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

=
,

A A d A d
k

l
k
l

S

k
l

k
l

S

u x u x x x u x x= +ò ò11 12 0
0

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

=
å

k l, 1

2

äëÿ  ñèñòåìû  (22),

P B B B B
k

l
k

l
k

l
k

l

k l

2 11 11 12 12
1

2

= +
=

å ( ( ) ( ) )( ) ( ) ( ) ( )

,

T T

äëÿ ñèñòåìû (30) è ïðîèçâîëüíûõ âåêòîð-ôóíêöèè u x( ) è âåêòîðå u , îïðåäå-
ëåííûõ ñîãëàñíî (44). Òî÷íîñòü è îäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷è îïðåäåëÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (27), (28) è (35), (36) ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ

çäåñü  îáîçíà÷åíèé  âåêòîðà W ,  ìàòðèöû B è  ìàòðè÷íîé  ôóíêöèè A( )x .

Â ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ íà÷àëüíî îïðåäåëåííûìè âîçìóùåíèÿìè ïðè çàäàííûõ

ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçêàõ q
k
± ( )x ( , )k =1 2 óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè Wr

0 ( )s

( , )r R=1 0 ïîëó÷èì  èç  (2)  ïîñëå  ïîäñòàíîâêè  òóäà  ôóíêöèè

w s w w
k
l

k
l

k l

( ) ( )( ) ( )

,

= +¥
=

å 0
1

2

,

â êîòîðîé w s
k
l

¥
( ) ( ) îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (13), à w s

k
l

0
( ) ( ) — ñîîòíîøåíèÿìè

(15),  (16),  ãäå

q A P W A
k
l

k
l

k
l

0 12 1 0
( ) ( ) ( )( ) ( ( )) ( ) ( )x x u xu= - ++T " Î =( ( ), ) ( , , )( )u x x

0
0 1 2

k
l

S k l ,
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q B P W B
k
l

k
l

k
l

0 12 2 0
( ) ( ) ( )( ) ( )= - ++T u u " = Î = =u ucol R k l

k
l M
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(( , , ), , )( )
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0
0 1 2 1 2
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~
, A str A S k l
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,
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k

l
A q d W W W W

0
1 2

2

x
x x x T T

P P W
1 1

+ ~
,

min ( ) ( )
( )w s

i s s s ij

j

J

i

I

L w s W
ij

i

¶ -æ
è
ç

ö
ø
÷

æ

è

ç
ç = Î

==
åå S

2

11

ö

ø

÷
÷

= - = -
=

+min ||
~

||
~ ~ ~ ~

( )
( , , )q k l

k

l
Bq W W W W P P W

0
1 2

2
2 2

T T ,

à u x
0

0
k
l( ) ( ) º ( , , )k l =1 2 , u º 0 , åñëè lim [ ( ) ( )]

,
N

i j i j
N

A A
®¥ = >det T x x

1
0 è detB B

T > 0

ñîîòâåòñòâåííî.

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ  ÓÏÐÀÂËÅÍÈß  ÄÈÍÀÌÈÊÎÉ  ÏËÈÒ
Â  ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÅÌÑß  ÂÎ  ÂÐÅÌÅÍÈ  ÐÅÆÈÌÅ

Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè ïëèò, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå êîòîðûõ ìàëî âëèÿåò

íà èõ ïîñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå, ôóíêöèÿìè Wr
0 ( )s ( , )r R=1 0 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü

è òàêèì îáðàçîì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàòü áåç óñëîâèÿ (2). Â ýòîì

ñëó÷àå w s w s w s
k
l

k
l

k
l( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )= +¥ G ( , , )k l =1 2 , ãäå w s

k
l

¥
( ) ( ) , w s

k
l

G
( ) ( ) ( , , )k l =1 2 îïðå-

äåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (13), (15) è (14), (16) ïðè ðåøåíèè çàäà÷è óïðàâëå-
íèÿ  â  íåïðåðûâíîé  è  äèñêðåòíîé  ïîñòàíîâêàõ  ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé ïëèò â óñòà-
íîâèâøåìñÿ  âî  âðåìåíè  ðåæèìå  ñâåäåòñÿ  ê  ïîñòðîåíèþ  âåêòîð-ôóíêöèé

q col q S q S k
k
l

k
l( ) (((( ( ), ), ( ( ), )), , )( ) ( )x x x x x= Î Î =G

G 1 2 , , )l =1 2

èëè âåêòîðà q col q q k l
k

l
k
l= = =((( , ), , ), , )( ) ( )

G 1 2 1 2 èõ çíà÷åíèé, åñëè ôóíêöèè

q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê óïðàâëÿþùèå. Â ñëó÷àå èçâåñòíûõ ïî-

âåðõíîñòíî ðàñïðåäåëåííûõ äèíàìè÷åñêèõ óñèëèé q
k
l( ) ( )x ( , , )k l =1 2 íåèçâåñò-

íûìè áóäóò âåêòîð-ôóíêöèÿ q col q S k l
k
l( ) ((( ( ), ), , ), , )( )x x x= Î = =G

G 1 2 1 2 è âåê-

òîð q col q k l
k
l= = =(( , , ), , )( )

G 1 2 1 2 .

Êðèòåðèè îïðåäåëåíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëó÷èì èç (17), (18) ïðè ôóíê-
öèè F , çàäàííîé ñîãëàñíî (9), åñëè êðàåâûå âîçìóùåíèÿ (3) èçâåñòíû, è ñîãëàñ-
íî  (11),  åñëè  êðàåâûå  âîçìóùåíèÿ  ÿâëÿþòñÿ  óïðàâëÿþùèìè.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (17), (9) è (18), (9), êàê è ðàíåå, ñâåäåòñÿ ê ñðåäíåêâàäðàòè-
÷åñêîìó  îáðàùåíèþ  ñèñòåì  (22),  (30),  â  êîòîðûõ
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W col W W= ( , )G ,

A str A S A S k
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l
k

l( ) (((( ( ), ), ( ( ), )), ,( ) ( )x x x x x= Î Î =
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A col A A n k l
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ïðè óïðàâëåíèè ïëèòîé ïîñðåäñòâîì ïîâåðõíîñòíî îïðåäåëåííûõ âíåøíåäèíàìè-

÷åñêèõ âîçäåéñòâèé. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êðàåâûå âîçìóùåíèÿ W sr
G ( ) ( , )r =1 RG

ÿâëÿþòñÿ  óïðàâëÿþùèìè

A str A S A S k
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11 13

1G , ), , )2 1 2l = ,
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l= = =((( , ), , ), , )( ) ( )
11 13

1 2 1 2 , W W= ,

åñëè  ôóíêöèè q
k
± ( )x ( , )k =1 2 ó÷àñòâóþò  â  óïðàâëåíèè,  à  òàêæå

A str A S k l
k

l( ) ((( ( ), ), , ), , )( )x x x= Î = =
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B str str B k l
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1 2 1 2 , W W=
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,

åñëè  ïîâåðõíîñòíûå  íàãðóçêè q
k
± ( )x ( , )k =1 2 èçâåñòíû.

Èç óðàâíåíèé (22), (30), ðàçðåøàþùèõ îïèñàííûå çàäà÷è, â ðàìêàõ ïðèíÿ-
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æåëàåìîå ñîñòîÿíèå (4) áóäåò äîñòèãíóòî ïðè q( )x , q , îïðåäåëåííûõ ñîãëàñ-
íî  (26),  (33),  â  êîòîðûõ
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Îäíîçíà÷íîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è ðàíåå, ñîîòíîøå-
íèÿìè  (28),  (36)  ñ  ó÷åòîì  îïèñàííûõ  â  íèõ  óïðîùåíèé.

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ  ÐÅØÅÍÈß  ÇÀÄÀ×  ÓÏÐÀÂËÅÍÈß  ÓÏÐÓÃÎÉ  ÏËÈÒÎÉ
ÏÐÈ  ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÈ  ÍÀÁËÞÄÅÍÈÉ  ÇÀ  ÈÕ  ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÛÌ  ÑÎÑÒÎßÍÈÅÌ

Îñîáåííîñòü ïîñòàíîâîê ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà÷àëü-

íûå è êðàåâûå âíåøíåäèíàìè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ íàáëþäàåìûìè

(åñëè îíè íå ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè) ñîãëàñíî (2), (3). Çàäà÷è ðåøàëèñü ïðè
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âîçìóùåíèÿ  íåíàáëþäàåìûå,  ò.å.  êîãäà R0 0= èëè RG = 0.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äàííàÿ ñòàòüÿ çàâåðøàåò ñåðèþ ïóáëèêàöèé [1, 2], â êîòîðûõ ãëóáîêî è âñå-
ñòîðîííå èçó÷åíà äèíàìèêà ñëîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ îáúåêòîâ — òîëñòûõ
óïðóãèõ ïëèò êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ñ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèåé ãðàíèöû, îãðà-
íè÷èâàþùåé òåëî ïëèòû. Òðåõìåðíîå ïîëå ïîïåðå÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñìåùå-
íèé òàêèõ ïëèò èññëåäîâàíî êàê â ïðÿìîé ïîñòàíîâêå [2], òàê è ñ òî÷êè çðå-
íèÿ óïðàâëåíèÿ èì. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè, ïîëîæåííàÿ â îñíîâó
ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåíà äâóõìåðíûìè ëèíåéíûìè äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñèìûìè îò âûðîæäåííîé êîîð-
äèíàòû ïëèòû. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå [6] ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé è
ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà [4, 5] ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà÷àëüíî-êðàå-
âûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ (íå çàâèñèìàÿ îò èõ êîëè÷åñòâà è êà÷åñòâà) ïî-
çâîëèëè ïîñòðîèòü [2] òðåõìåðíîå ïîëå äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé ïëèòû, ñîãëà-
ñîâàííîå ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó êðèòåðèþ ñ íà÷àëüíî-êðàåâûìè íàáëþäå-
íèÿìè çà ñîñòîÿíèåì ïëèòû. Ñîãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ ðåøåíû òàêæå çàäà÷è
óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé óïðóãîé ïëèòû ïî äîñòèæåíèè ôóíêöèåé ïîïåðå÷íûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé çíà÷åíèé, çàäàííûõ íåïðåðûâíî [1] è äèñêðåòíî. Ðàñ-
ñìîòðåí øèðîêèé ñïåêòð óïðàâëÿþùèõ ôàêòîðîâ: ïîâåðõíîñòíî ðàñïðåäåëåí-
íûå âíåøíåäèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè, íà÷àëüíûå è êðàåâûå âîçìóùàþùèå ôàêòî-
ðû, äåéñòâóþùèå ïî îäíîìó, ïî äâà è òðè îäíîâðåìåííî. ×àñòíûì ñëó÷àåì ðå-
øåííûõ çàäà÷ åñòü çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïëèòàìè íåîãðàíè÷åííûìè â ïëàíå,
ôóíêöèîíèðóþùèìè â óñòàíîâèâøåìñÿ âî âðåìåíè ðåæèìå, à òàêæå ïëèòàìè
ñ íåíàáëþäàåìûì íà÷àëüíûì, êðàåâûì è íà÷àëüíî-êðàåâûì ñîñòîÿíèÿìè. Ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ïîëó÷åíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ÷èñëåííî-êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ
êîòîðîãî íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûõ ïðîáëåì. Àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíû òàêæå
âîïðîñû òî÷íîñòè è îäíîçíà÷íîñòè ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé.
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