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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíî ïðåîáðàçîâàíèå âõîäíûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ â âûõîäíûå
áèíàðíûå âåêòîðû ïóòåì ïðîåöèðîâàíèÿ áèíàðíîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè
{ , }0 1 è ïîðîãîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èññëåäîâàíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
êîìïîíåíòîâ âåêòîðîâ äî áèíàðèçàöèè ê ãàóññîâîìó, à òàêæå îøèáêà îöåíêè óãëà ìåæäó
âõîäíûìè âåêòîðàìè ïî áèíàðèçîâàííûì âûõîäíûì âåêòîðàì. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûáîðå
ïàðàìåòðîâ ïðîåöèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ áëèçîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ê ãàóññîâî-
ìó, ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ îøèáêè áëèçêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîåêöèè, ñõîäèìîñòü ê ãàóññîâó ðàñïðåäåëåíèþ,
îöåíêà ñõîäñòâà âåêòîðîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîèñê, êëàññèôèêàöèÿ, êëàñòåðèçàöèÿ ïî ñõîäñòâó (ñì. [1–3] è ññûëêè ê íèì)

øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ êàê â òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (ïîèñêîâûå ñèñòåìû èíòåð-

íåò è èíòðàíåò, ýêñïåðòíûå ñèñòåìû íà îñíîâå ðàññóæäåíèé ïî ïðåöåäåíòàì

è äð.), òàê è ëþäüìè (ïàìÿòü, ðàññóæäåíèÿ ïî àíàëîãèè è ò.ï.) [1, 4, 5]. Ìíî-

ãèå âèäû èñïîëüçóåìîé äëÿ ýòîãî èíôîðìàöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âåêòîð-

íîì ôîðìàòå. Ýòî êàñàåòñÿ íå òîëüêî äàííûõ â âèäå îäíîðîäíûõ ïðèçíàêîâ

è ïîëåé [6–8], íî è ñëîæíûõ ñòðóêòóð ñ èåðàðõè÷åñêèìè ñèñòåìàìè îòíîøå-

íèé [9–17], êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â áàçàõ çíàíèé (â òîì ÷èñëå ïðè ìîäåëèðî-

âàíèè ðàññóæäåíèé ïî àíàëîãèè [1, 4, 11, 16, 17]). Âåêòîðíûå îïåðàöèè ëåãêî

ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñèñòåìû ðàñïðåäåëåííûõ âû-

÷èñëåíèé äëÿ îáðàáîòêè (íàïðèìåð, Grid [18, 19]).

Ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ àäåêâàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëîæ-

íûõ îáúåêòîâ, ìîæåò áûòü î÷åíü áîëüøîé; âåëèêî è ÷èñëî îáúåêòîâ â áàçå. Ýòî

çàìåäëÿåò îáðàáîòêó, òðåáóþùóþ âûïîëíåíèÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé

(âû÷èñëåíèå ìåð ñõîäñòâà–ðàçëè÷èÿ âåêòîðîâ, ïîñòðîåíèå ëèíåéíûõ ìîäåëåé,

àññîöèàòèâíàÿ ïàìÿòü è ò.ï.). Îäíî èç íàïðàâëåíèé ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè

ðàáîòû ñ âåêòîðíûìè äàííûìè — ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíûõ âåêòîðîâ â äðóãîé

ôîðìàò (íàïðèìåð, â âåêòîðû ñîêðàùåííîé ðàçìåðíîñòè èëè èç âåùåñòâåííûõ

âåêòîðîâ â áèíàðíûå), êîòîðûé ïîçâîëÿë áû áîëåå ýêîíîìíî èõ õðàíèòü è áûñ-

òðåå îáðàáàòûâàòü, ïîëó÷àÿ áëèçêèå ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè. Ïðè ýòîì

íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ìàëûå çàòðàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è ïàìÿòè íà

âûïîëíåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñàìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ê ïðåîáðàçîâàíèÿì, ïîçâîëÿþùèì îöåíèòü ìåðû ñõîäñòâà–ðàçëè÷èÿ âõîä-

íûõ âåêòîðîâ ïî âûõîäíûì, îòíîñèòñÿ ïðîåöèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ

ìàòðèö, ýëåìåíòû êîòîðûõ — ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûå ÷èñëà èç íåêîòîðîãî
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ðàñïðåäåëåíèÿ [20–24]. Ñëó÷àéíûå ïðîåêöèè èìåþò òàêæå ìíîæåñòâî äðóãèõ

ïðèìåíåíèé, íàïðèìåð, äëÿ óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé íåêîððåêòíîé

îáðàòíîé çàäà÷è [25, 26].

Â ðàáîòàõ [20–22] èññëåäîâàíî ïðîåöèðîâàíèå ñëó÷àéíûìè ìàòðèöàìè ñ ãà-

óññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì, òåðíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ýëåìåíòàìè èç { }� �1 0 1, ,

è { }� �1 1, . Â [24] ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí ïðîñòîé è âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâ-

íûé ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåíåðàöèè è èñïîëüçîâàíèÿ âàðèàíò ñëó÷àéíîé ìàòðèöû —

áèíàðíàÿ ñ ýëåìåíòàìè { }0 1, . Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü îöåíêè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ, åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ, íîðìû âõîäíûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ ïî âûõîä-

íûì âåùåñòâåííûì.

Â ðàáîòàõ [21–23] èññëåäîâàíî ôîðìèðîâàíèå áèíàðíûõ âûõîäíûõ âåêòî-

ðîâ, ïî êîòîðûì ìîæíî îöåíèòü ñõîäñòâî âõîäíûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Â [21, 22] ðàññìîòðåíû «ïëîòíûå» áèíàðíûå âåêòîðû (ñ ïîëîâèíîé åäèíè÷íûõ

êîìïîíåíòîâ), à â [23] — áèíàðíûå âåêòîðû ñ ðåãóëèðóåìîé äîëåé åäèíè÷íûõ

êîìïîíåíòîâ (ðàçðåæåííîñòüþ). Ðàçðåæåííûå áèíàðíûå âåêòîðû òðåáóþòñÿ äëÿ

ðÿäà ïàðàäèãì îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, íàïðèìåð, â àññîöèàòèâíî-ïðîåêòèâíûõ

íåéðîííûõ ñåòÿõ [11, 12, 27–29], à òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ âàðèàíòîâ [30–34] àññî-

öèàòèâíîé ïàìÿòè ìàòðè÷íîãî òèïà [3, 17, 30–37].

Ôîðìèðîâàíèå îòðàæàþùèõ ñõîäñòâî áèíàðíûõ âûõîäíûõ âåêòîðîâ ñ ðåãó-

ëèðóåìîé ðàçðåæåííîñòüþ ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ áèíàðíîé ñëó÷àéíîé ìàòðè-

öû ñ ýëåìåíòàìè { }0 1, ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëîñü. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà

èññëåäîâàíèþ ýòîãî âîïðîñà.

1. ÏÐÎÅÖÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÁÈÍÀÐÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÅÉ
È ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÁÈÍÀÐÍÛÕ ÂÅÊÒÎÐÎÂ

Êàê è â [24], ðàññìîòðèì ïðîåöèðîâàíèå âåêòîðîâ ñëó÷àéíîé áèíàðíîé ìàòðè-

öåé R ñ ýëåìåíòàìè rij èç ìíîæåñòâà { }0 1, . Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ñ.â.), ðåàëè-

çàöèåé êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû R (åäèíèöû è íóëè), íåçàâèñèìû è èìåþò

îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå (i.i.d.). Çíà÷åíèå 1 êàæäûé rij ïðèíèìàåò ñ âåðîÿò-

íîñòüþ q, à çíà÷åíèå 0 — ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� q. Îáîçíà÷èì x y, âõîäíûå âå-

ùåñòâåííûå âåêòîðû (ðàçìåðíîñòè D ), u Rx� , v Ry� — ðåçóëüòàò èõ ïðîåöè-

ðîâàíèÿ (ðàçìåðíîñòè d). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü R ðàâíà ( )d D� .

Ïðè ïðîåöèðîâàíèè êàæäûé êîìïîíåíò u i di , , ,�1 � , âåêòîðà u ïåðâîíà-

÷àëüíî ôîðìèðóåòñÿ êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè ri ìàòðèöû R íà x :

u r xi i j

D
ij j� � � � �	r x,

1
. Ïîñêîëüêó ñ.â. ui òàêæå ÿâëÿþòñÿ i.i.d., èíîãäà áóäåì

ðàññìàòðèâàòü u r x
j

D
j j� �	 1

, ãäå rj — ýëåìåíòû ñòðîêè R , êîòîðàÿ óìíîæàåòñÿ

íà âõîäíîé âåêòîð. Ñòàíäàðòèçàöèÿ u îñóùåñòâëÿåòñÿ âû÷èòàíèåì ìàòåìàòè÷åñ-

êîãî îæèäàíèÿ (ì.î.) (öåíòðèðîâàíèå) è äåëåíèåì íà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëî-

íåíèå. Ââåäåì òàêæå ñ.â. � j j jx r
 . Äëÿ j k� ñ.â. � �j k, íåçàâèñèìû.

Ôîðìèðîâàíèå áèíàðíîãî âûõîäíîãî âåêòîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ áèíàðèçèðóþ-

ùèì ïîðîãîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì u z� :

z u t

z

i i i

i

� 


�

1

0

ïðè , i d�1, ,� , (1)

ãäå ti — âåëè÷èíà ïîðîãà äëÿ i-ãî êîìïîíåíòà âûõîäíîãî âåêòîðà. Áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü îäèíàêîâûå âåëè÷èíû ïîðîãîâ äëÿ âñåõ êîìïîíåíòîâ, t ti 
 . Çàäàí-

íàÿ âåðîÿòíîñòü p åäèíè÷íîãî êîìïîíåíòà z áèíàðíîãî âûõîäíîãî âåêòîðà z
îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðîãà t p . Äëÿ ñòàíäàðòèçîâàííîé

ñ.â. u c ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì
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ãäå � — ãàóññîâà êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Âåëè÷èíà t p äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ íóæíîé p îïðåäåëÿåòñÿ êàê êâàíòèëü ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ 1� p. Âåêòîðû ïðè p� 0 5. ÿâëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè.

Äëÿ îöåíêè óãëà � ìåæäó âõîäíûìè âåêòîðàìè x y, â [23] ïðåäëîæåíî èñ-

ïîëüçîâàòü îöåíêè âåðîÿòíîñòè ñîâïàäåíèÿ åäèíè÷íûõ êîìïîíåíòîâ z i1 1, � è

z i2 1, � â âåêòîðàõ z1 è z2ïîñëå áèíàðèçàöèè u z� 1 ñ ïîðîãîì t1 è v z� 2 ñ ïî-

ðîãîì t2 . Äëÿ ñòàíäàðòèçîâàííûõ ui i, � ýòó âåðîÿòíîñòü ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò äâóìåðíîãî ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ:

p z z t t p u t ti i i i( , | , , ) ( , | ), ,1 2 1 2 1 21 1� � � 
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21

1 2� � . (3)

Ïîýòîìó � ìîæíî îöåíèòü ïî ýìïèðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè ñîâïàäåíèÿ åäèíè÷-

íûõ êîìïîíåíòîâ ðåçóëüòèðóþùèõ âåêòîðîâ � �z z1 2, / d, ãäå � �z z1 2, — ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìèðîâàíèå áèíàðíûõ ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ ñ çàäàííîé

ñòåïåíüþ ðàçðåæåííîñòè ïóòåì ïîðîãîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) ñ çàðàíåå âû÷èñëåí-

íûì ïîðîãîì t p è àíàëèç èõ ñâîéñòâ äëÿ îöåíêè ìåð ñõîäñòâà âõîäíûõ âåêòîðîâ ñî-

ãëàñíî ïîäõîäó [23] îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè î ãàóññîâîì ðàñïðåäåëåíèè êîì-

ïîíåíòîâ âûõîäíûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ äî áèíàðèçàöèè ïîðîãîâûì ïðåîáðàçî-

âàíèåì. Èññëåäóåì ýòî ïðåäïîëîæåíèå äëÿ áèíàðíîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû R .

2. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ Ê ÃÀÓÑÑÎÂÓ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÞ È ÑÊÎÐÎÑÒÜ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ

2.1. Ñõîäèìîñòü ê ãàóññîâó ðàñïðåäåëåíèþ. Ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå (è íå îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûå) ñ.â. � �1 , ,� D ñ ì.î. E j{ }� , äèñïåðñèÿìè � �j jV2 
 �{ }

� �E Ej j{ { } }( )� � 2 , àáñîëþòíûìè öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè E Ej j{ { } }| |� � �� �2

ïîðÿäêà 2� �, �
 0 . Îáîçíà÷èì ñóììó ýòèõ ñ.â. S uD j

D
j
 � �	 1

� , åå ì.î., ðàâ-

íîå ñóììå ì.î. ñëàãàåìûõ E S AD D j

D
j{ } 
 � �	 1

� , åå äèñïåðñèþ, ðàâíóþ ñóì-

ìå äèñïåðñèé íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ V S BD D j

D
j{ } 
 � �	2

1
2� , ñóììó àáñî-

ëþòíûõ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ ñëàãàåìûõ
j

D
j jE E�

�	 �
1

2{ { } }| |� � � .

Öåíòðàëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû (ÖÏÒ) òåîðèè âåðîÿòíîñòåé óòâåðæäàþò,

÷òî ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé ñòàíäàðòèçîâàííûå ñ.â.

( ) / ,S A B B BD D D D D
� 
 2 (ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ) ñõîäÿò-

ñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîé ãàóññîâîé ñ.â. �( , )0 1 ïðè D � � . Èíûìè

ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè êóìóëÿòèâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ê ñòàíäàðòíîé ãàóññîâîé �.

Óñëîâèå Ëÿïóíîâà (îáîáùåííîå) [38]. Ïóñòü êîíå÷íû àáñîëþòíûå öåí-

òðàëüíûå ìîìåíòû ïîðÿäêà 2� � : E Ej j{ { } }| |� �� � �3 (ñîîòâåòñòâåííî êîíå÷-

íû ì.î. E j{ }� è äèñïåðñèè V j{ }� ). Ñïðàâåäëèâà ÖÏÒ, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî �
 0

ïðè D � � âûïîëíÿåòñÿ

1
0

2

2

1B
E E

D

j j

j

D

�
�

�

� �	�

�� �{ { } }| | , (4)
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ãäå âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè — äðîáü Ëÿïóíîâà ïîðÿäêà 2� �. Çàìåòèì, ÷òî

âåëè÷èíà ýòîé äðîáè íå èçìåíèòñÿ ïðè îäèíàêîâîì ìàñøòàáèðîâàíèè è ñäâèãå

âñåõ ñ.â. â ñóììå.

Óñëîâèå Ëÿïóíîâà îãðàíè÷èâàåò ñêîðîñòü ðîñòà àáñîëþòíûõ öåíòðàëüíûõ

ìîìåíòîâ ïîðÿäêà 2 0� 
� �, .

Óñëîâèå Ëèíäåáåðãà [38]. Ïóñòü êîíå÷íû ì.î. E j{ }� è äèñïåðñèè V j{ }� �

� �E Ej j{ { } }( )� � 2 . Ñïðàâåäëèâà ÖÏÒ, åñëè äëÿ ëþáûõ 	
 0 ïðè D � � âûïîë-

íÿåòñÿ
1

0
2

2

1B
E E I E B

D

j j

j

D

j j D{ { } } { { } }( ) | |� � � � 	� � � �
�
	 , (5)

ãäå I{ }� — èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1 ïðè âûïîëíå-

íèè óñëîâèÿ â ñêîáêàõ è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñìûñë óñëîâèÿ Ëèíäåáåðãà â òîì, ÷òî íè îäíî èç ñëàãàåìûõ â ñóììå íå äî-

ìèíèðóåò, ò.å. åãî âêëàä ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóììîé.

Óñëîâèå Ëÿïóíîâà áîëåå ñèëüíîå, ÷åì óñëîâèå Ëèíäåáåðãà. Òàê êàê

| |� � 	j j DE B� �{ } , òî
� �

	

�
j j

D

E

B

�
�

{ }
1. Ïîýòîìó

1
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E E I E

D

j j

j

D

j j{ { } } { { } }( ) | |� � � �� � �
�
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�

�

�
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2
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1	
� � � �

� �
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B
E E I E

D

j j

j

D

j j{ { } } { { } }| | | |

� �
�

�

�
	1

2

2

1	
� �

� �
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B
E E

D

j j

j

D

{ { } }| | .

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëÿïóíîâà, òî ïðè D � � ïîñëåäíåå âûðàæåíèå

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ëþáîì 	
 0 (ïîñòîÿííàÿ 1/ 	� íå âëèÿåò íà ïðåäåë).

Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ è óñëîâèå Ëèíäåáåðãà.

Íà ïðàêòèêå óäîáíåå ïðîâåðÿòü óñëîâèå Ëÿïóíîâà äëÿ � �1. Ñîîòâåòñòâåííî

íàéäåì äðîáü Ëÿïóíîâà 3-ãî ïîðÿäêà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí. Òàê êàê E E r x E r xj j j j j{ } { } { }� � � , òî

E E E r x E r x x E r E rj j j j j j j j j{ { } } { { } } { { }| | | | | | |� �� � � � �3 3 3 |3 }.

Èòàê, ÷èñëèòåëü äðîáè
j

D
j j j j j

D
jE E E r E r x� �	 	� � �

1
3 3

1
3{ { } } { { } }| | | | | |� � ,

çíàìåíàòåëü B E E
D j

D
j j

D
j j

3
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2
3 2
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2

3 2

� �
�
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�
� � ��

�
�
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�
�� �	 	� � �

/ /

| |{ { } } 
 
V u3 2/ { }


V SD
3 2/ { }. Òàê êàê � � �j j j j j jE E x E r E r2 2 2 2� � � �{ { } } { { } }| | | | | | , òî

B x E r E r
D j j
3

2
3 2 3 2� �|| || ( | | ) /{ { } } .

Òàêèì îáðàçîì, äðîáü Ëÿïóíîâà 3-ãî ïîðÿäêà äëÿ ñóììû ñ.â., ïîëó÷åííûõ

ïðè óìíîæåíèè âõîäíîãî âåêòîðà x íà ñòðîêó ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê

L
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ãäå Lx çàâèñèò îò âõîäíîãî âåêòîðà x è îò D, íå çàâèñèò îò âèäà ñëó÷àéíîé

ìàòðèöû R ; Lr çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â., èñïîëüçîâàííûõ äëÿ ãåíåðàöèè

ýëåìåíòîâ R .

Äëÿ áèíàðíîé R : E r E r E r q{ { } } { }| | | |� � �3 3 , òàê êàê E r q q q{ } � � � �1 0 1( ) .

Ï î ý ò î ì ó E r q q q q q q q q q q{ }| | ( ) | | ( ) ( )(( ) ) (� � � � � � � � � � �3 3 3 2 2 21 0 1 1 � �q2 )

� � �( ( ))1 2 2q q , E r q q q q q q q{| | } ( ) | | ( ) ( )� � � � � � � �2 2 2 21 0 1 , à òàêæå

L
q q

q q
r �

� �

�

1 2 2

2

( )

( )

. (7)

Ñîãëàñíî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë ýìïèðè÷åñêîå (âûáîðî÷íîå)

ñðåäíåå D ðåàëèçàöèé ñ.â. 
 j èç îäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (i.i.d.)
j

D
j D�	 1


 / ñõîäèò-

ñÿ ïî÷òè íàâåðíîå (almost surely) ê ì.î. (åñëè îíî ñóùåñòâóåò è êîíå÷íîå, ò.å.

E j{ }
 � � ) ïðè D � �. Ïðåäñòàâèì Lx èç (6) êàê L
D

x D

x D

x
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D
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D
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�
�

�

�
�
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�

	

	

1 1
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| | /

| | /

/
.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïîíåíòû x j âõîäíîãî âåêòîðà x ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè ñ.â.

ñ êîíå÷íûì òðåòüèì àáñîëþòíûì öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì E x j{ }| |3 � � . Òîãäà ìî-

ìåíòû ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ òàêæå êîíå÷íû, â ÷àñòíîñòè E x E xj j{ } { }2 2
 � �| | .

Ïðèìåíÿÿ óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ 
 j jx
 | | 3 è äëÿ 
 j jx
 | | 2 , ïîëó-

÷àåì, ÷òî ïðè D � �
j

D
j jx D E x�	 � � �

1
3 3| | / | |{ } ,

j

D
jx D�	 �

1
2| | /

� � �E x j{ }| |2 . Ïîýòîìó (îáîçíà÷èâ ïîñòîÿííóþ a
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. (8)

Òàê êàê 0 1� �q , òî 0 5 1 2 12. ( )� � � �q q è èç (7) L q qr � �1 2/ ( ) . Ïîýòîìó

äëÿ áèíàðíîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû ïîâåäåíèå LD ïðè D � � îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-

æåíèåì
1 2/ ( )q q

D

�
, êîòîðîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, åñëè 1 2/ ( ) ( )q q o D� � .

2.2. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê ãàóññîâó ðàñïðåäåëåíèþ. Îöåíèòü ñêîðîñòü

ñõîäèìîñòè êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ê � ïîçâîëÿåò íåðàâåíñòâî Áåðè–Ýññååíà (ÍÁÝ), ïðåäëîæåííîå

â [39, 40]. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èçìåðÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ðàññòîÿíèåì (ðàññòîÿ-

íèåì Êîëìîãîðîâà) � D ìåæäó F tD ( ) — êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòàíäàðòèçîâàííîé ñóììû D ñ.â., è �( )t — ñòàíäàðòíîé ãàóññîâîé êóìóëÿòèâíîé

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ: � �D t DF t t
 �sup | ( ) ( ) | .

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ëÿïóíîâà (4) 3-ãî ïîðÿäêà (ò.å. � �1) ñîãëàñíî ÍÁÝ

äëÿ âñåõ D :

� �D t D DF t t C L
 � �sup | ( ) ( ) | 0 . (9)



Àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà C0íå çàâèñèò îò D (íî çàâèñèò îò �, â äàííîé ñòàòüå

C C0 0 1
 �( )� ). Íèæíÿÿ îöåíêà (ãðàíèöà) C0 : CE ( C CE0 � ) îïðåäåëåíà â [41]:

CE �
�

� � �
10 3

6 2

1

2
0 01079 0 40973

� �
. . .

Âåðõíÿÿ îöåíêà (ãðàíèöà) íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ C0 îïðåäåëå-
íà â [40] êàê C0 7 59� . è ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé. Â ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ áîëüøèíñòâî óëó÷øåíèé ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ àâòîðîâ [42–44]. Íà-
èìåíüøèå èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ C0 0 5583 0 4690� . ( . ) äëÿ íåîäèíàêîâî (îäèíàêîâî)
ðàñïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ ïðèâåäåíû â [43]. Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèé îöåíêè íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ: C0 0 5582 0 4676� . ( . ).

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå ñëàãàåìûå ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ
è ðàñïðåäåëåíèå ñëàãàåìûõ íå îáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷íî, â [45] ïîëó÷åíî
C0 0 4215� . , ÷òî áëèçêî ê CE è âïîñëåäñòâèè óëó÷øåíî äî 0.4138. Îäíàêî ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñëàãàåìûõ â [45] îäèíàêîâî â îòëè÷èå îò ðàññìàòðèâàåìûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé ñ.â. Ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü C0 0 5583� . .

Äëÿ ïðîåöèðîâàíèÿ áèíàðíîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé L L LD r x
 îïðåäåëÿåò-

ñÿ (6), (7). Äëÿ äðóãèõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, òàê êàê C0 è Lx (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî

âõîäíîãî âåêòîðà) ïîñòîÿííû, îòëè÷èå â âåëè÷èíå ïðàâîé ÷àñòè ÍÁÝ (9) îïðåäå-

ëÿåòñÿ Lr . Äëÿ òåðíàðíîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè { }� �1 0 1, ,

L
E r E r

E r E r q
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�
�

{ }

{ }

| ( ) |

( | ( ) | ) /

3

2 3 2

1
, (10)

òàê êàê E r{ } � 0 è E r q q q q{ }| | / | | / ( )3 3 3 31 2 1 2 0 1� � � � � � , E r q{ }| | /2 21 2� �

� � � � �| | / ( )1 2 0 12 2q q q .

Èíòåðåñíî òàêæå ïðîâåðèòü, êàêîé ðåçóëüòàò äàåò ÍÁÝ (9) äëÿ ãàóññîâîé
ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, ò.å. ïðè Lr äëÿ ñóìì ñòàíäàðòíûõ ãàóññîâûõ ñ.â. (E r{ } � 0,

E r{ }| |2 1� ), êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, èìåþò ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ëþáîãî D.

Öåíòðàëüíûå (îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî, ò.å. íå çàâèñÿùèå îò ñðåäíåãî) àáñîëþò-
íûå ìîìåíòû ãàóññîâîé ñ.â. îïðåäåëÿþòñÿ êàê â [46, c. 120]

E r
k

k

k
k

k
{ }

2 /
| |

( )!!

( )!!
� �

�

�
�
�

1

1

�

� �

ãäå äâîéíîé ôàêòîðèàë k !! — ïðî-

èçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

â [ , ]1 k , èìåþùèõ òàêóþ æå ÷åò-

íîñòü, ÷òî è k. Äëÿ k � 3 ïîëó÷àåì

Lr � 2 2 / �. (11)

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñ-

òè (7), (10) Lr îò q äëÿ ñ.â. èç { , }0 1

(Bin) è èç {– , , }1 0 1� (Tern). Ïîêàçàíî

òàêæå çíà÷åíèå Lr (11) äëÿ ãàóññîâà

ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âèäíî,

÷òî Lr äëÿ áèíàðíîé è òåðíàðíîé ñëó-

÷àéíûõ ìàòðèö áëèçêè äëÿ âñåõ q

(äëÿ Bin íåñêîëüêî ìåíüøå). Äëÿ ìà-

ëûõ q âåëè÷èíà Lr ñèëüíî ðàñòåò,

è ìîæíî îæèäàòü çíà÷èòåëüíîãî óâå-

ëè÷åíèÿ îòëè÷èé ðàñïðåäåëåíèé îò

ãàóññîâà ïðè òåõ æå D.
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ñîìíîæèòåëÿ Lr
â äðîáè Ëÿïóíîâà 3-ãî ïîðÿäêà oò âåðîÿòíîñòè q
íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ áèíàðíîé (Bin) è òåðíàðíîé
(Tern) ñ.â.; Gauss — çíà÷åíèå Lr äëÿ ãàóññîâîé
âåëè÷èíû

äëÿ ÷åòíûõ k ,

äëÿ íå÷åòíûõ k ,



Çàìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèÿ ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ( , )ui i� ê äâóìåðíîìó ãàóññîâó ðàñïðåäåëåíèþ (3) ãîðàçäî
áîëåå òðóäîåìêè, ÷åì äëÿ ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, è â äàííîé ðàáîòå
íå ðàññìîòðåíû. Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ ïî ìíîãîìåðíîé
ÖÏÒ [47–49]. Íàèëó÷øàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äëÿ ìíîãîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ðàçìåðíîñòè a: O a( )/1 4 íàéäåíà â [47], îäíàêî âêëþ÷àåò íåîïðåäåëåííóþ àáñîëþò-

íóþ ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó. Ýêñïåðèìåíòàëüíóþ îöåíêó ëåâîé ÷àñòè ÍÁÝ (9)
äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òàêæå îïðåäåëèòü ñëîæíî, òàê êàê ýòî òðåáóåò äîñòàòî÷íî òî÷íîé
îöåíêè ýìïèðè÷åñêîé äâóìåðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

3. ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ

3.1. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê ãàóññîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ïðîâåäåíî ñðàâíè-
òåëüíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè è îöåíêè
ëåâîé ÷àñòè ÍÁÝ â çàâèñèìîñòè îò D äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö.
Êîìïîíåíòû âõîäíûõ âåêòîðîâ ðàçíîé ðàçìåðíîñòè D ãåíåðèðîâàëèñü èç ðàâ-
íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â [ , ]� �D D .

Âåëè÷èíà Lx (6) çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè D, à ïðè ôèêñèðîâàííîì D — îò ðå-
àëèçàöèè âõîäíîãî âåêòîðà x . Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çàâèñè-
ìîñòè Lx îò D, ïîëó÷åííûå ïî 10000 ðåàëèçàöèé âõîäíûõ âåêòîðîâ x , äëÿ ñðåä-
íåãî çíà÷åíèÿ Lx (mean), ìèíèìàëüíîãî (min), ìàêñèìàëüíîãî (max), mean-std
è mean+std (std — ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå). Âèäíî, ÷òî äèàïàçîí ðàçáðî-
ñà çíà÷åíèé Lx íåâåëèê è áûñòðî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì D. Ïîýòîìó â ïîñëåäóþ-
ùèõ ýêñïåðèìåíòàõ çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè ÍÁÝ ( C LD0 ) è îöåíêà çíà÷åíèÿ ëå-
âîé ÷àñòè ÍÁÝ âû÷èñëÿëèñü äëÿ îäíîãî x äëÿ êàæäîãî D. Íà ðèñ. 2 òàêæå ïîêàçà-

íà âåëè÷èíà DLx äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ Lx (mean). Â ñîîòâåòñòâèè ñ (8) îíà

(ïðèáëèçèòåëüíî) ïîñòîÿííà ïðè ðàçëè÷íûõ D.
Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè C LD0

(ïðàâîé ÷àñòè ÍÁÝ) îò D (îáîçíà÷åíèÿ êðèâûõ íà÷èíàþòñÿ ñ T-), âû÷èñëåííûå
äëÿ ïðîåöèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûìè ìàòðèöàìè ñ ýëåìåíòàìè èç { , , }�1 0 1 (Tern), èç
{ , }0 1 (Bin) ñ âåðîÿòíîñòÿìè íåíóëåâîãî ýëåìåíòà q � { }0 5 0 1 0 01. , . , . , à òàêæå äëÿ
ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëåâîé ÷àñòè ÍÁÝ � D (9) íåîáõîäèìî çíàòü êóìóëÿòèâíóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FD , àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êîòîðîé äëÿ ðàçëè÷íûõ
D , x è ðàñïðåäåëåíèé ýëåìåíòîâ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö òðóäîåìêî. Ïîýòîìó áóäåì
îïðåäåëÿòü è èññëåäîâàòü îöåíêó � D :

� �D D N
*

,
 
 sup | ( ) ( ) |,u D NF u u�� , (12)

ãäå FD N, — ýìïèðè÷åñêàÿ (âûáî-

ðî÷íàÿ) êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, êîòîðóþ áóäåì ïîëó-

÷àòü ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

Äëÿ îäíîãî è òîãî æå âõîäíîãî

âåêòîðà x ðàçìåðíîñòè D ïîëó÷èì

âûáîðêó N ñòàíäàðòèçîâàííûõ çíà÷å-

íèé u ïóòåì ïðîåöèðîâàíèÿ x íà N

ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ — ñòðîê ìàòðè-

öû R ñ èññëåäóåìûì ðàñïðåäåëåíèåì

ýëåìåíòîâ, à òàêæå ïîëó÷èì ýìïèðè-

÷åñêóþ êóìóëÿòèâíóþ ôóíêöèþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ FD N, . Äëÿ ýòîãî óïîðÿäî-

÷èì N çíà÷åíèé u ïî âîçðàñòàíèþ.

Äàëåå äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ u âû÷èñ-

ëèì çíà÷åíèå F uD N, ( ) êàê F uD N, ( ) �
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� �	 I u u Ni
i

{ }/ (I{ }� — èíäèêàòîð, êàê â (5)). Â êà÷åñòâå u èñïîëüçóåì ïî î÷å-

ðåäè âñå çíà÷åíèÿ ui . Âåëè÷èíà I u ui
i

{ }�	 îïðåäåëÿåòñÿ èíäåêñîì i çíà÷åíèÿ u

â óïîðÿäî÷åííîì ìàññèâå. Ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé u ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èíäåêñà i. Ñîãëàñíî óñèëåííîìó çàêîíó
áîëüøèõ ÷èñåë ýìïèðè÷åñêàÿ êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FD N, ñõîäèò-
ñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ê òåîðåòè÷åñêîé êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ FD
ïðè N � �, à ïî òåîðåìå Ãíåäåíêî–Êàíòåëëè ñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåð-
íîé. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî D ìîæíî âûáèðàòü áîëüøèå N (N D

 ).

Ïî ïîëó÷åííîé ýìïèðè÷åñêîé êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F uD N, ( ) ìîæíî âû÷èñëèòü îöåíêó ðàññòîÿíèÿ Êîëìîãîðîâà � D N, (12) ïî âñåì

ui , äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ çíà÷åíèÿ äàííîé ôóíêöèè. Äëÿ äðóãîé ðåàëèçàöèè N

çíà÷åíèé u ïîëó÷èì (â îáùåì ñëó÷àå) äðóãèå çíà÷åíèÿ â F uD N, ( ) è äëÿ � D N, .

Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè ëåâîé ÷àñòè ÍÁÝ áóäåì èñïîëüçîâàòü Q ðåàëèçàöèé ýìïèðè-

÷åñêîé êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F l QD N l, , , , ,�1 � , ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè � �D N l u D N lF u u, , , ,sup | ( ) ( ) |
 � . Â êà÷åñòâå îöåíêè ëåâîé ÷àñòè ÍÁÝ

áóäåì èñïîëüçîâàòü

� �D N Q l D N l, , , ,sup� . (13)

Çíà÷åíèÿ N , Q âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü FN — ýìïèðè÷åñêàÿ
êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, F — êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ;  — ìàëàÿ âåëè÷èíà; � — ÷èñëî, áëèçêîå ê 1, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
sup | ( ) ( ) |F FN � �� �  : P F FN(sup | ( ) ( ) | )� � �� �  � . Ñîîòâåòñòâåííî âåðîÿò-
íîñòü 1�� — ÷èñëî, áëèçêîå ê 0, îïðåäåëÿåòñÿ êàê P FN(sup | ( )� �
� 
  � �F ( ) | )� �1 . Âåðîÿòíîñòü � íàçûâàþò óðîâíåì çíà÷èìîñòè èëè äîâåðè-
òåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ. Åé ñîîòâåòñòâóåò êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà

K� . Äëÿ �, áëèçêèõ ê 1, K�
�

� �
�1

2

1

2
ln . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáúåìà âûáîðêè N

èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå N K � � . Òàêèì îáðàçîì, N K�  ( / )�
2 . Ïóñòü

 �0 01. , � �0 995. , òîãäà K� �1 73. , N � 30000. Ñîîòâåòñòâèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ ýêñ-
ïåðèìåíòó ìîæíî ïðîâåðèòü äëÿ èçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ñãåíåðèðîâàííîé
ïî íåìó âûáîðêè, íàïðèìåð, äëÿ ãàóññîâûõ ýìïèðè÷åñêèõ êóìóëÿòèâíûõ ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ �N è êóìóëÿòèâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ �. Äëÿ îöåíêè
� áóäåì èñïîëüçîâàòü Q �10000. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî N ïðè óâåëè-
÷åíèè D çíà÷åíèå (13) ñòàíîâèòñÿ ñîèçìåðèìûì ñ  , òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå D
íå èìååò ñìûñëà (âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ îøèáêè ìîäåëèðîâàíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ êó-
ìóëÿòèâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äàííîãî N ).

Â ýêñïåðèìåíòàõ ïðè N � 30000, Q �10000 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû
(ñì. ðèñ. 3, îáîçíà÷åíèÿ êðèâûõ íà÷èíàþòñÿ ñ E-): äëÿ ïðîåöèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé
ãàóññîâîé ìàòðèöåé (Gauss), êàê è ïðåäïîëàãàëîñü, îöåíêà (13) ëåâîé ÷àñòè ÍÁÝ
íå çàâèñèò îò D ââèäó ãàóññîâîñòè ñóììû äëÿ ëþáîãî D; äëÿ áèíàðíîé è òåðíàð-
íîé ñëó÷àéíûõ ïðîåêöèé îøèáêè (13) î÷åíü áëèçêè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ q, D. Äëÿ q � 0 5. è D � 20 îøèáêà íå ïðåâûøàåò 0.014 è íàõîäèòñÿ íà óðîâíå
îøèáêè äëÿ ãàóññîâîé ìàòðèöû (ò.å. ìèíèìàëüíîé äëÿ âûáðàííîãî N ). Äëÿ
q � 0 1. è D � 100 îøèáêà íå ïðåâûøàåò 0.017, à ïðè D �1000 íàõîäèòñÿ íà óðîâíå
îøèáêè äëÿ ãàóññîâîé ìàòðèöû (ò.å. ïðèáëèçèòåëüíî 0.01). Äëÿ q � 0 01. è
D �1000 çíà÷åíèå îøèáêè íå ïðåâûøàåò 0.015. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòèõ ïàðàìåò-
ðàõ ñòðîêè áèíàðíîé è òåðíàðíîé ìàòðèö ñîäåðæàò â ñðåäíåì òîëüêî 10 íåíóëå-

âûõ ýëåìåíòîâ, ò.å. â ñóììå u r x
j

D
j j� �	 1

èìååòñÿ òîëüêî 10 êîìïîíåíòîâ âõîä-

íîãî âåêòîðà. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ q � 0 01. è D �100 â ñóììå â ñðåäíåì èìååòñÿ
òîëüêî îäèí êîìïîíåíò âõîäíîãî âåêòîðà, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå âõîäíîãî âåêòîðà
îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå u.
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Ñîãëàñíî ðèñ. 3 ïðè èññëåäîâàííûõ ïàðàìåòðàõ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà

îøèáêè ãàóññîâîé àïïðîêñèìàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå òîëüêî íå ïðå-

âîñõîäèò ïðàâîé ÷àñòè ÍÁÝ (9), íî è ÿâëÿåòñÿ íàìíîãî ìåíüøåé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

äëÿ ãàóññîâîé ìàòðèöû ïðàâàÿ ÷àñòü ÍÁÝ óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì D, â òî âðåìÿ êàê

ðåàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ãàóññîâî äëÿ ëþáîãî D. Ýòî íåóäèâèòåëüíî, òàê êàê

ïðàâàÿ ÷àñòü ÍÁÝ ðàññ÷èòàíà íà õóäøèé ñëó÷àé.

Êðîìå òîãî, êàê âèäíî íà ðèñ. 3 è â ñîîòâåòñòâèè ñ çàâèñèìîñòüþ äëÿ Lx (6) íà

ðèñ. 2, ïðàâàÿ ÷àñòü ÍÁÝ íåñêîëüêî (íåçíà÷èòåëüíî) ìåíüøå äëÿ áèíàðíîé ìàòðèöû

ïî ñðàâíåíèþ ñ òåðíàðíîé. Ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé îöåíêå ëåâîé ÷àñòè ÍÁÝ (13) áè-

íàðíàÿ ìàòðèöà äàåò ðåçóëüòàòû íå ëó÷øå òåðíàðíîé. Ýòî ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñëåäñòâèåì

òîãî, ÷òî öåíòðèðîâàíèå ðåàëüíûõ ñóìì ui (äëÿ ðàçëè÷íûõ i) îñóùåñòâëÿåòñÿ âû÷èòà-

íèåì îäíîé è òîé æå âåëè÷èíû ì.î. q x
j

D
j�	 1
, à ðåàëüíàÿ ÷àñòü åäèíè÷íûõ ýëåìåí-

òîâ â ñòðîêàõ R ìîæåò çàìåòíî îòëè÷àòüñÿ îò q, îñîáåííî äëÿ ìàëûõ âåëè÷èí qD.

3.2. Îøèáêà îöåíêè óãëà. ×òîáû ïðîâåðèòü, êàê ðàçìåðíîñòü âõîäíûõ âåê-

òîðîâ D âëèÿåò íà îøèáêó îöåíêè óãëà ìåæäó íèìè, ïðîâåäåí ýêñïåðèìåíò. Ðå-

çóëüòàòû (òàáë. 1) ïðèâåäåíû äëÿ îäíîé ïàðû âõîäíûõ âåêòîðîâ äëÿ êàæäîãî D.

Âûáèðàëèñü ïàðû ñ óãëîì ïðèáëèçèòåëüíî 60! . Âûõîäíûå áèíàðíûå âåêòîðû ãå-

íåðèðîâàëèñü ïîðîãîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ïðîåöèðîâàíèÿ (1). Ïî-

ðîã óñòàíàâëèâàëñÿ ïî (2) â ïðåäïîëîæåíèè ãàóññîâà ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âåðîÿòíîñòü åäèíè÷íîãî êîìïîíåíòà â âûõîäíûõ âåêòî-

ðàõ p � { }0 5 0 1. , . (ò.å. èñïîëüçîâàëèñü êâàíòèëè t p � { }0 0 1 282. , . ñîîòâåòñòâåííî).

Óãîë ìåæäó âõîäíûìè âåêòîðàìè îöåíèâàëñÿ ïî îöåíêàì âåðîÿòíîñòè ñîâïàäå-

íèÿ åäèíè÷íûõ êîìïîíåíòîâ (3) (ñì. òàêæå [23]).
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé C LD0 (9) (T-) è îöåíîê ëåâîé ÷àñòè � (13) (E-) îò ÷èñëà ñëàãàåìûõ D

T-Tern q � 0 5.

E-Tern q � 0 5.

T-Tern q � 0 1.
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Ðàçìåðíîñòü âõîäíûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ ñîñòàâëÿëà D � {10 20 40, , ,

100 250 500 1000, , , }, à âûõîäíûõ áèíàðíûõ âåêòîðîâ ñîñòàâëÿëà d �1000. Â òàáë. 1

ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà îøèáêè îöåíêè óãëà

(E-) äëÿ 1000 ïàð âûõîäíûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ îäíîé âõîäíîé ïàðû âåê-

òîðîâ ïî 1000 ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, à òàêæå äèñïåðñèè çíà÷åíèé

óãëîâ äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ (T-), âû÷èñëåííûå ïî âûðàæåíèÿì èç [23].

Ðåçóëüòàòû, ñèëüíî îòëè÷àþùèåñÿ äëÿ T- è E-, â òàáë. 1 äàíû æèðíûì øðèôòîì.

Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðèñ. 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî â öåëîì ñîîòâåòñòâèå T- è E- ñó-

ùåñòâóåò ïðè ìàëûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îòëè÷èÿõ ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé îò

ãàóññîâûõ. Äëÿ D �1000 ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ (E-) è òåîðåòè÷åñêàÿ (T-) îøèáêè ñîîò-

âåòñòâóþò äëÿ âñåõ èññëåäîâàííûõ q è p. Äëÿ D � 100 ñîîòâåòñòâèå íàáëþäàåòñÿ

ïðè q � { }0 1 0 5. , . è p � { }0 5 0 1. , . , à äëÿ q � 0 5. — ïðè D � 20 è p � { }0 5 0 1. , . . Çàìå-

òèì, ÷òî â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ îæèäàåìûå çíà÷åíèÿ D — òûñÿ÷è è ìèëëèîíû

(ïî êðàéíåé ìåðå ñîòíè), à ìåíüøèå çíà÷åíèÿ D èññëåäîâàëèñü çäåñü äëÿ èëëþñòðàöèè

îñîáåííîñòåé ñõîäèìîñòè ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ê ãàóññîâó.

184 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51, ¹ 2

Ò à á ë è ö à 1. Çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà îøèáêè îïðåäåëåíèÿ óãëà (ãðàä2)

ìåæäó âõîäíûìè âåêòîðàìè (E-) è ðàñ÷åòíîé äèñïåðñèè óãëà (T-)

Ïàðàìåòðû
ïðåîáðàçîâàíèÿ

âõîäíûõ âåêòîðîâ

Çíà÷åíèÿ îøèáêè îïðåäåëåíèÿ óãëà (â ãðàä 2) äëÿ D

10 20 40 100 250 500 1000

T-Tern q p� �0 5 0 5. , . 28.7 28.5 28.1 27.8 29.0 28.8 28.8

E-Tern q p� �0 5 0 5. , . 28.1 29.3 28.7 27.2 31.6 28.9 29.2

T-Bin q p� �0 5 0 5. , . 28.8 28.5 28.0 27.8 29.0 28.8 28.8

E-Bin q p� �0 5 0 5. , . 29.0 28.4 28.4 27.5 28.8 30.4 29.4

T-Tern q p� �0 5 0 1. , . 36.6 35.8 35.2 35.0 36.6 36.4 36.4

E-Tern q p� �0 5 0 1. , . 39.7 38.6 36.8 32.9 37.4 35.5 37.6

T-Bin q p� �0 5 0 1. , . 34.7 35.8 35.1 34.9 36.6 36.3 36.3

E-Bin q p� �0 5 0 1. , . 113.9 37.4 35.6 37.5 37.7 38.6 35.6

T-Tern q p� �0 1 0 5. , . 31.7 31.3 29.3 27.9 29.0 28.8 28.8

E-Tern q p� �0 1 0 5. , . 7430.6 898.1 120.5 27.9 29.8 27.8 27.0

T-Bin q p� �0 1 0 5. , . 31.8 31.4 28.8 28.2 29.2 28.9 28.8

E-Bin q p� �0 1 0 5. , . 7103.3 970.2 61.3 36.5 31.8 27.1 27.9

T-Tern q p� �0 1 0 1. , . 41.0 36.5 36.2 35.1 36.6 36.3 36.4

E-Tern q p� �0 1 0 1. , . 385.5 42.7 59.6 36.2 35.1 37.9 36.1

T-Bin q p� �0 1 0 1. , . 33.8 33.9 35.1 34.5 36.3 36.4 36.4

E-Bin q p� �0 1 0 1. , . 487.9 233.0 38.3 46.2 41.3 34.0 35.4

T-Tern q p� �0 01 0 5. , . 7.5 13.9 20.9 31.7 31.3 29.3 28.9

E-Tern q p� �0 01 0 5. , . 47633.6 39165.4 29886.3 8993.8 688.5 46.6 27.4

T-Bin q p� �0 01 0 5. , . 8.1 14.6 21.3 31.8 31.1 29.1 28.9

E-Bin q p� �0 01 0 5. , . 46822.0 38201.8 29259.1 8408.0 539.3 35.2 26.7

T-Tern q p� �0 01 0 1. , . 33.7 37.3 44.3 40.6 38.2 36.9 36.5

E-Tern q p� �0 01 0 1. , . 526.2 77.8 1162.9 639.2 82.6 42.6 34.6

T-Bin q p� �0 01 0 1. , . 33.9 33.9 40.2 36.9 36.4 36.8 36.7

E-Bin q p� �0 01 0 1. , . 284.2 276.7 469.5 135.2 41.2 40.6 38.5

T-Gauss p � 0 5. 28.8 28.6 28.1 27.9 29.0 28.823 28.8

E-Gauss p � 0 5. 29.1 26.6 28.2 27.8 28.1 30.785 28.6

T-Gauss p � 0 1. 36.3 35.9 35.3 35.0 35.8 36.3 36.4

E-Gauss p � 0 1. 39.0 36.1 36.0 33.7 36.6 37.8 40.6



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîäíûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ (â ôîðìàòå ñ ïëàâàþùåé çà-
ïÿòîé) â âûõîäíûå áèíàðíûå âåêòîðû ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ïðîåöèðîâàíèå
ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé ñ áèíàðíûìè ýëåìåíòàìè { }0 1, � è ïîðîãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå
ñ ðåãóëèðóåìûì ïîðîãîì. Âûõîäíûå áèíàðíûå âåêòîðû ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü ìåðû
ñõîäñòâà–ðàçëè÷èÿ èñõîäíûõ âåêòîðîâ. Âåëè÷èíó (êîñèíóñà) óãëà ìîæíî îöåíèòü,
íàïðèìåð, ïî âåëè÷èíå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûõîäíûõ áèíàðíûõ âåêòîðîâ.

Àíàëèòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòîâ âåùåñòâåííîãî âåêòîðà — ðåçóëüòàòà ïðîåöèðîâàíèÿ —
ê ãàóññîâó. Äëÿ áèíàðíûõ è òåðíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ýêñïåðèìåíòàëüíûå
îöåíêè îòëè÷èÿ îò ãàóññîâîñòè äëÿ âñåãî äèàïàçîíà èññëåäîâàííûõ ïàðàìåòðîâ
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïðåäåëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, ðàññ÷èòàííûõ ïî ïðà-
âîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà Áåðè–Ýññååíà. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è àíàëèòè÷åñêèå ðå-
çóëüòàòû äëÿ áèíàðíûõ è òåðíàðíûõ ìàòðèö áëèçêè è ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì,
÷òî ïðè ðàçìåðíîñòè âõîäíîãî âåêòîðà D �1000 äëÿ âñåõ èññëåäîâàííûõ âåðîÿò-
íîñòåé íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñëó÷àéíûõ ìàòðèöàõ q � { }0 5 0 1 0 01. , . , . îòëè÷èå ýì-
ïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé îò ãàóññîâîãî ñòàíîâèòñÿ áëèçêî ê óðîâíþ îøèáêè
âñëåäñòâèå îöåíêè ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ïî êîíå÷íîé âûáîðêå.

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ àíàëèòè÷åñêè íåñêîëüêî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ê ãàóññîâó ïîëó÷åíû äëÿ ïðîåöèðîâàíèÿ áèíàðíûìè ìàò-
ðèöàìè, â ýêñïåðèìåíòå íåñêîëüêî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû íàáëþäàëèñü äëÿ òåðíàð-
íûõ ìàòðèö. Ïðåäïîëîæèòåëüíî ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì äëÿ
öåíòðèðîâàíèÿ êîìïîíåíòîâ âûõîäíîãî âåêòîðà, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïðîåöèðîâàíèè
áèíàðíîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ èõ ì.î. êîòîðîå ìîæåò îò-
ëè÷àòüñÿ îò ðåàëüíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ îöåíîê îòëè÷èÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòîâ âûõîä-
íîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðà îò ãàóññîâîãî íà îøèáêó îöåíêè óãëà ìåæäó âõîä-
íûìè âåêòîðàìè ïî áèíàðèçîâàííûì âûõîäíûì âåêòîðàì ïðîâåäåíû ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ ïàðàìåòðàõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ðàç-
ëè÷íîãî òèïà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðîâ, äëÿ
êîòîðûõ íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷èå ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé îò ãàóññîâîãî,
ìàëî è îòëè÷èå ýêñïåðèìåíòàëüíîé è àíàëèòè÷åñêîé îøèáîê â îïðåäåëåíèè óãëà.
Ïðè ðàçìåðíîñòè âõîäíîãî âåêòîðà D �1000 ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ
îøèáêè áëèçêè äëÿ âñåõ èññëåäîâàííûõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî òðåáóåò âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ Dq 
10 â ïðèëîæåíèÿõ.

Î÷åâèäíî, ÷åì ìåíüøå q, òåì áîëüøå âîçìîæíîñòü óñêîðåíèÿ ðåàëèçàöèè
ïðîåöèðîâàíèÿ âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì ïðîåöèðîâàíèå áèíàðíîé ìàòðèöåé ïîòåíöè-
àëüíî áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì òåðíàðíîé è ãàóññîâîé. Ðàçðàáîòêà òåõíè÷åñêèõ ðå-
øåíèé äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ïðîåöèðîâàíèÿ (è îïåðèðîâàíèÿ áèíàðíûìè
âåêòîðàìè) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàïðàâëåíèé ïåðñïåêòèâíûõ ðàáîò. Ïðåäñòàâëÿåò
òàêæå èíòåðåñ äàëüíåéøåå ñðàâíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå îöåíîê ìåð ñõîäñòâà–ðàç-
ëè÷èÿ èñõîäíûõ âåêòîðîâ ïî áèíàðíûì âåêòîðàì â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ èõ òî÷íîñòè.
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