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Àííîòàöèÿ. Ââåäåíî ïîíÿòèå íåïðèâîäèìîãî àâòîìàòà è ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé íåïðèâî-
äèìûé àâòîìàò ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì. Äîêàçàíà íåïðèâîäèìîñòü äëÿ âîçâðàòíûõ ïðèìè-
òèâíûõ àâòîìàòîâ ñ åäèíè÷íûì äåôåêòîì. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî òåîðåìó Ìàííà–Ïîíèçîâ-
ñêîãî î íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ïîëóãðóïï ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ëèíåéíûõ
ïðåäñòàâëåíèé  àâòîìàòîâ

Êëþ÷åâûå  ñëîâà: êîíå÷íûå  àâòîìàòû,  ìîíîèäû,  ïîëóãðóïïû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòå [1] É. ×åðíû ñôîðìóëèðîâàë ñâîþ çíàìåíèòóþ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî
â ëþáîì âîçâðàòíîì àâòîìàòå ñ n ñîñòîÿíèÿìè ñóùåñòâóåò âîçâðàòíîå ñëîâî,
äëèíîé íå áîëüøåé ÷åì ( )n -1 2 . Íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ,
ïðîáëåìà äî ñèõ ïîð íå ðåøåíà. Åñëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà íå ðåøàåòñÿ,
çíà÷èò, íå õâàòàåò «õîðîøåé» òåîðèè. Äëÿ ïðîáëåìû ×åðíû ýòà ìûñëü òåì áî-
ëåå àêòóàëüíà, ïîñêîëüêó óæå äàâíî ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî òîëüêî êîìáèíàòîðíû-
ìè ìåòîäàìè åå ðåøèòü íå óäàñòñÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíÿòü òåî-
ðèþ ïîëóãðóïï, êàê íàèáîëåå áëèçêóþ ê àâòîìàòàì àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèþ.
Íåäàâíî ðåøåíèåì ïðîáëåìû ×åðíû çàíÿëàñü ãðóïïà àëãåáðàèñòîâ èç Èçðàè-
ëÿ, Êàíàäû, Ïîðòóãàëèè, Ðîññèè è ñèòóàöèÿ íà÷àëà ìåíÿòüñÿ. Â ÷àñòíîñòè,
Àëüìåéäà è Ñòåéíáåðã â ðàáîòå [2] èñïîëüçîâàëè òåîðåìó Ìàííà–Ïîíèçîâñêî-
ãî î ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ïîëóãðóïï äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáîáùåííîé ãè-
ïîòåçû ×åðíû äëÿ îäíîãî êëàññà àâòîìàòîâ. Â èõ ðàáîòå èíòåðåñíû íå òîëüêî
ïîëó÷åííûå  ðåçóëüòàòû,  íî  è  ìåòîäû  èññëåäîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íåïðèâîäèìîãî àâòîìàòà è ïîêàçàíî,
÷òî òåîðèþ Ìàííà–Ïîíèçîâñêîãî ìîæíî òàêæå ïðèìåíèòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëè-
íåéíûõ  ïðåäñòàâëåíèé  íåïðèâîäèìûõ  àâòîìàòîâ.

ÊÎÍÅ×ÍÛÅ  ÀÂÒÎÌÀÒÛ  È  ÌÎÍÎÈÄÛ

Ïóñòü S — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, òîãäà S n — ìíî-
æåñòâî âñåõ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé (ïðåîáðàçîâàíèé) íà ýòîì ìíîæåñòâå
S f f S Sn

= ®{ }| : . Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò nn ýëåìåíòîâ è

íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì âñåõ âåêòîðîâ,
äëèíîé n, êîìïîíåíòû êîòîðûõ áåðóòñÿ èç S . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî S n ìîæíî
ñ÷èòàòü  äåêàðòîâîé  ñòåïåíüþ  ìíîæåñòâà S .

Îáîçíà÷èì ( )s f çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ f íà ýëåìåíòå s èç S . Çäåñü ïðåîá-
ðàçîâàíèå ðàñïîëîæåíî ñïðàâà îò àðãóìåíòà, ÷òî ïîçâîëÿåò íå ìåíÿòü ïîðÿäêà èõ
ñëåäîâàíèÿ ïðè ñóïåðïîçèöèè. Îáëàñòü çíà÷åíèé (îáðàç) ïðåîáðàçîâàíèÿ f

îáîçíà÷èì Im( ) ( )f S f= , à åãî ÿäðî Ker { }( ) ( , ) | ( ) ( )f s t s f t f= = . Çàìåòèì, ÷òî
ðàíã ýêâèâàëåíòíîñòè Ker( )f ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì | ( )|Im f , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
ðàíãîì ïðåîáðàçîâàíèÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ rk( )f . ×èñëî n f- rk( ) íàçîâåì äåôåê-
òîì  ïðåîáðàçîâàíèÿ f è  îáîçíà÷èì df ( )f .

Èçâåñòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïåðåóìíîæàòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè
ñóïåðïîçèöèè (ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ). Òàê, åñëè f S S: ® è g S S: ® —
äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå f g× îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

( ) (( ) )s f g s f g× = " Îs S . (1)
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Íàïîìíèì, ÷òî ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ àññîöèàòèâíîé îïåðà-
öèåé, à ìîíîèäîì — ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé. Ìíîæåñòâî S n âìåñòå ñ ââåäåííîé
îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ (1) — ìîíîèä (íåêîììóòàòèâíûé), ïîñêîëüêó àññîöèàòèâ-
íîñòü ýòîé îïåðàöèè î÷åâèäíà, à åäèíèöà — òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ýòîò
ìîíîèä íàçîâåì ïîëíûì ìîíîèäîì ïðåîáðàçîâàíèé íà ìíîæåñòâå S èëè ãëîáàëü-
íûì ìîíîèäîì, à åãî ýëåìåíòû — ïîäñòàíîâêàìè n-ãî ïîðÿäêà. Ïîäìîíîèäû ïîë-
íîãî ìîíîèäà íàçûâàþòñÿ ìîíîèäàìè ïðåîáðàçîâàíèé íà ìíîæåñòâå S .

Êîíå÷íûì àâòîìàòîì (áåç âûõîäà) íàçûâàåòñÿ òðîéêà A S X F= ( , , ), ãäå S —
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, X — êîíå÷íûé âõîä-
íîé àëôàâèò, à F — îòîáðàæåíèå âèäà F X S n: ® , êîòîðîå êàæäîìó ñèìâîëó x

èç X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïðåîáðàçîâàíèå F x( ) èç S n . ×èñëî n íàçûâàåòñÿ
÷èñëîì  ñîñòîÿíèé  àâòîìàòà.

Ñâîáîäíûì ìîíîèäîì X * íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ (ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé) â àëôàâèòå X âìåñòå ñ îïåðàöèåé êîíêàòåíàöèè (ïðèïèñûâàíèÿ) ñëîâ.
Ýòî åäèíñòâåííûé áåñêîíå÷íûé ìîíîèä, ðàññìàòðèâàåìûé â íàñòîÿùåé ñòàòüå.
Îòîáðàæåíèå F X S n: ® åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà ìî-
íîèäîâ

F X S n: *
® , (2)

êîãäà êàæäîìó âõîäíîìó ñëîâó w x xm= ¼1 , x Xi Î , 1 £ £i m, ñîïîñòàâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèå áàçîâûõ ïîäñòàíîâîê F w F x F xm( ) ( ) ( )= × ×1 K â ìîíîèäå S n . Áó-

äåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ïóñòîìó ñëîâó (åäèíèöå ñâîáîäíîãî ìîíîèäà) ñîîò-
âåòñòâóåò òîæäåñòâåííîå  ïðåîáðàçîâàíèå  íà S .

Îáëàñòü çíà÷åíèé F X( )* ãîìîìîðôèçìà (2) íàçîâåì ìîíîèäîì ïåðåõîäîâ
àâòîìàòà A è îáîçíà÷èì M A . Äàííûé ìîíîèä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåá-
ðàè÷åñêîå çàìûêàíèå áàçîâîãî íàáîðà ïîäñòàíîâîê F X( ) â ïîëíîì ìîíîèäå S n ,
ò.å. M F XA = á ñ( ) . Îòìåòèì, ÷òî ìîíîèä ïåðåõîäîâ êîíå÷åí, ïîñêîëüêó
M SA

n
Í ,  è  ñîäåðæèò  íå  áîëåå nn ýëåìåíòîâ.

Îòîáðàæåíèå F îïðåäåëÿåò  ôóíêöèþ  ïåðåõîäîâ  àâòîìàòà  ïî  ôîðìóëå

F s w s f( , ) ( )= , (3)

ãäå f F w= ( ), s SÎ , w XÎ
* . Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ ñâîäèòñÿ ê àï-

ïëèêàöèè, ò.å. ê ïðèìåíåíèþ ïîäñòàíîâêè f èç M A ê ñîñòîÿíèþ s. Ïðè ýòîì
êîñâåííîå äåéñòâèå ñâîáîäíîãî ìîíîèäà íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé äàëåå áóäåì
çàìåíÿòü  ïðÿìûì  äåéñòâèåì  ìîíîèäà  ïåðåõîäîâ.

Ïóñòü T — ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé èç S è W XÍ
* , òîãäà ïîëîæèì

F T W F s w s T w W( , ) ( , )| ,= Î Î{ }. Àíàëîãè÷íî, åñëè Y M AÍ , òî ñ÷èòàåì, ÷òî
( ) ( ) | ,T Y s f s T f Y= Î Î{ } . Íàïîìíèì, ÷òî ïîäàâòîìàòîì àâòîìàòà A íàçûâàåòñÿ
ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé T , êîòîðîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ìîíîè-
äà, ò.å. ( )T M TA Í èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, F T X T( , ) Í . Åñëè ñîñòîÿíèå s îáðàçóåò
ïîäàâòîìàò, ò.å. ( )s M sA = { }, òî s íàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì (íåïîäâèæíûì)
ñîñòîÿíèåì.

Åñëè t s M AÎ( ) , òî ñîñòîÿíèå t íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìûì èç s. Ñîñòîÿíèÿ s è t
íàçûâàþòñÿ âçàèìíî äîñòèæèìûìè, åñëè êàæäîå èç íèõ äîñòèæèìî èç äðóãîãî
ñîñòîÿíèÿ. Îòíîøåíèå âçàèìíîé äîñòèæèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé, à åãî êëàññû íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè
ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.

Àâòîìàò A íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì (ñèëüíî ñâÿçíûì), åñëè äëÿ ëþáîãî åãî
ñîñòîÿíèÿ s âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ( )s M SA = . Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
â àâòîìàòå íå èìååòñÿ ñîáñòâåííûõ ïîäàâòîìàòîâ, îòëè÷íûõ îò âñåãî àâòîìàòà.

ßäðîì àâòîìàòà íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü åãî ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäàâòîìàòàìè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ àâ-
òîìàòà ìîæíî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî âõîäíîãî ñëîâà ïåðåéòè â ÿäðî àâòîìàòà.
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Ïóñòü p — áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé S è Y M AÍ , òîãäà
ñ÷èòàåì, ÷òî ( ) (( ) , ( ) ) | ( , ) ,p pY s f t f s t f Y= Î Î{ }. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè s
íà S íàçûâàåòñÿ êîíãðóåíöèåé àâòîìàòà A, åñëè îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ  ìîíîèäà  àâòîìàòà,  ò.å.  åñëè ( )s sM A Í .

Îïðåäåëåíèå 1. Òðàíçèòèâíûé àâòîìàò íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè îí
íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ êîíãðóåíöèé, ò.å. îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîãî îòíîøå-
íèÿ D S è  óíèâåðñàëüíîãî  îòíîøåíèÿ S S´ .

Íàçîâåì áèíàðíîå îòíîøåíèå p Í ´S S ïîëíûì, åñëè åãî ýêâèâàëåíòíîå çà-
ìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ óíèâåðñàëüíûì îòíîøåíèåì S S´ . Íà ÿçûêå ãðàôîâ ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ãðàô ( , )S p ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ñ÷èòàòü åãî ðåáðà íåîðèåíòèðî-
âàííûìè.  Ñëåäóþùàÿ  òåîðåìà  äàåò  êðèòåðèé  ïðèìèòèâíîñòè  àâòîìàòà.

Òåîðåìà 1. Àâòîìàò A ïðèìèòèâíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ
ðàçëè÷íûõ  ñîñòîÿíèé s è t îòíîøåíèå ( , )s t M A ïîëíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, îòíîøåíèå p = ( , )s t M A ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-

àíòíûì, ïîñêîëüêó ( ) (( , ) ) ( , ) ( , )p pM s t M M s t M M s t MA A A A A A= = × = = . Çíà-
÷èò, ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ s p= òàêæå èíâàðèàíòíî è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êîíãðóåíöèåé. Òîãäà èç ïðèìèòèâíîñòè àâòîìàòà A è âêëþ-
÷åíèé D S Ì Íp s ñëåäóåò,  ÷òî s = ´S S .

È íàîáîðîò, åñëè àâòîìàò A íåïðèìèòèâíûé è èìååò íåòðèâèàëüíóþ êîíãðó-
åíöèþ s, òî äëÿ ïàðû ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ( , )s t èç s áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå
âêëþ÷åíèÿ: ( , ) ( )s t M M S SA AÍ Í Ì ´s s .

Òåîðåìà  äîêàçàíà.

ÂÎÇÂÐÀÒÍÛÅ  ÀÂÒÎÌÀÒÛ  È  ÀÂÒÎÌÀÒÛ  Ñ  ÍÓËÅÌ

Íàïîìíèì, ÷òî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî I ìîíîèäà M íàçûâàåòñÿ ïðàâûì (ñî-
îòâåòñòâåííî ëåâûì) èäåàëîì â M , åñëè I M I× Í (M I I× Í ). Â íåêîììóòàòèâ-
íîì ìîíîèäå íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ïðàâûå è ëåâûå èäåàëû. Äâóñòîðîííèì
èäåàëîì èëè èäåàëîì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ è ëåâûì,
è ïðàâûì èäåàëîì. Èäåàëû ìîíîèäà óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âêëþ÷åíèþ è îáðà-
çóþò (÷àñòè÷íî) óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ «îñòîâîì» ìî-
íîèäà. Ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû ýòîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ
ìèíèìàëüíûìè  èäåàëàìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîíå÷íûé ìîíîèä èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí ìèíèìàëü-
íûé èäåàë, íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí åäèíñòâåííûé è íàèìåíüøèé, ò.å. ñîäåðæèòñÿ
âî âñåõ äðóãèõ èäåàëàõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè I , J — èäåàëû ìîíîèäà M , òî èõ
ïåðåñå÷åíèå I JÇ áóäåò íåïóñòûì, ïîñêîëüêó îíî äîëæíî ñîäåðæàòü èõ ïðîèçâå-
äåíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿòüñÿ èäåàëîì ìîíîèäà. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñå÷åíèå
âñåõ èäåàëîâ êîíå÷íîãî ìîíîèäà M áóäåò åãî íàèìåíüøèì èäåàëîì, êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ  ÿäðîì  ìîíîèäà  è  îáîçíà÷àåòñÿ K M( ).

Ïîäñòàíîâêó f èç ïîëíîãî ìîíîèäà S n íàçîâåì êîíñòàíòíîé èëè êîíñòàí-
òîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò âñå ñîñòîÿíèÿ
â îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàíã êîíñòàíòû ðàâåí åäèíèöå è âñåãî
â ïîëíîì ìîíîèäå èìååòñÿ n êîíñòàíò, êîòîðûå îáðàçóþò åãî ÿäðî K S n( ) =

= ={ rk }f f| ( ) 1 . Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê ðàíãà r èç S n îáîçíà÷èì D r n( ).

Âõîäíîå ñëîâî w íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì â àâòîìàòå A S X F= ( , , ), åñëè ïîä-
ñòàíîâêà F w( ) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Àâòîìàò A íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì (ñèíõðî-
íèçèðóåìûì), åñëè åãî ìîíîèä ñîäåðæèò êîíñòàíòíóþ ïîäñòàíîâêó. Ïóñòü A —
âîçâðàòíûé òðàíçèòèâíûé àâòîìàò ñ n ñîñòîÿíèÿìè, òîãäà èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò
ðàâåíñòâî

K M n f fA( ) ( ) | ( )= = =D 1 1{ rk }. (4)

Àâòîìàòîì ñ íóëåì (èëè 0-àâòîìàòîì) íàçûâàåòñÿ àâòîìàò, ÿäðî êîòîðîãî
ñîñòîèò èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ — íóëÿ. Àâòîìàò ñ íóëåì èìååò åäèíñòâåííîå íå-
ïîäâèæíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå äîñòèæèìî èç âñåõ äðóãèõ ñîñòîÿíèé. Ïîýòîìó
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ëþáîé 0-àâòîìàò áóäåò âîçâðàòíûì, è âõîäíîå ñëîâî, êîòîðîå ïåðåâîäèò âñå
ñîñòîÿíèÿ  àâòîìàòà  â  íîëü,  áóäåì  íàçûâàòü  íóëåâûì.

Àâòîìàò ñ íóëåì A íàçûâàåòñÿ 0-òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî åãî íåíó-
ëåâîãî ñîñòîÿíèÿ s âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ( )s M SA = . Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî
òîìó,  ÷òî  â  àâòîìàòå A íå  èìååòñÿ  ñîáñòâåííûõ  íåíóëåâûõ  ïîäàâòîìàòîâ.

Ïóñòü A — àâòîìàò ñ íóëåì, òîãäà åãî ñèëüíî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà C íàçûâà-
åòñÿ 0-òðàíçèòèâíîé, åñëè ïîäìíîæåñòâî C È{ }0 îáðàçóåò 0-òðàíçèòèâíûé ïîäàâ-
òîìàò. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ 0-òðàíçèòèâíûõ êîìïîíåíò îáðàçóåò «ðàñøèðåííîå»
ÿäðî àâòîìàòà ñ íóëåì. Â ÷àñòíîñòè, èç ëþáîãî íåíóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ 0-àâòîìàòà
ìîæíî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî âõîäíîãî ñëîâà ïåðåéòè â îäíó èç åãî 0-òðàíçè-
òèâíûõ  êîìïîíåíò.

Ïóñòü A S X F= ( , , ) — êîíå÷íûé àâòîìàò, òîãäà åãî àâòîìàòîì ïàð íàçîâåì
àâòîìàò A S S z X FS

2
2= ´ È(( ) \ , , )D { } , â êîòîðîì ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ íà ëþáîé

ïàðå ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé s è t îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
F s t x F s x F t x2 (( , ), ) ( ( , ), ( , ))= , åñëè F s x F t x( , ) ( , )¹ , è F s t x z2 (( , ), ) = â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Ñîñòîÿíèå z ñ÷èòàåòñÿ íåïîäâèæíûì F z x z2 ( , ) = äëÿ âñåõ x èç X . Ïðèâå-
äåííàÿ ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîìîãàåò îïðåäåëèòü ìíîãèå ñâîéñòâà àâòîìàòà A.

Ïðåäëîæåíèå 1. Àâòîìàò A âîçâðàòíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî àâ-
òîìàò ïàð ÿâëÿåòñÿ 0-àâòîìàòîì [3]. Âõîäíîå ñëîâî âîçâðàòíîå äëÿ A òîãäà è
òîëüêî  òîãäà,  êîãäà  îíî  íóëåâîå  â  àâòîìàòå  ïàð.

Ïóñòü àâòîìàò A âîçâðàòíûé è C ÿâëÿåòñÿ 0-òðàíçèòèâíîé êîìïîíåíòîé àâ-
òîìàòà ïàð A 2 , òîãäà íàçîâåì åå ïîëíîé, åñëè ïîëíûì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå
p( ) ( , )| ( , )C s t s t C= Î{ }. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñèëèâàåò òåîðåìó 1 äëÿ âîçâðàòíûõ
àâòîìàòîâ  (â  ðàáîòå  [8]  îíà  îïèñàíà  èíà÷å).

Òåîðåìà 2. Âîçâðàòíûé òðàíçèòèâíûé àâòîìàò áóäåò ïðèìèòèâíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå 0-òðàíçèòèâíûå êîìïîíåíòû àâòîìàòà ïàð áóäóò ïîëíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü C ÿâëÿåòñÿ 0-òðàíçèòèâíîé êîìïî-
íåíòîé àâòîìàòà ïàð A 2 , òîãäà îòíîøåíèå p( )C SÈ D èíâàðèàíòíî. Çíà÷èò, èç

ïðèìèòèâíîñòè  àâòîìàòà A ñëåäóåò,  ÷òî p( )C äîëæíî  áûòü  ïîëíûì.
È íàîáîðîò, ïóñòü âñå îòíîøåíèÿ p( )C ïîëíûå, à s è t — ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà

ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé. Èç ïàðû ( , )s t â 0-àâòîìàòå A 2 äîñòèãàåòñÿ íåêîòîðàÿ
0-òðàíçèòèâíàÿ êîìïîíåíòà C, òîãäà èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå p( ) ( , )C s t M AÍ è,
ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ( , )s t M A äîëæíî áûòü ïîëíûì. Îòñþäà è èç òåîðå-
ìû 1 â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïàðû ( , )s t ñëåäóåò, ÷òî àâòîìàò A
ïðèìèòèâíûé.

Òåîðåìà  äîêàçàíà.

ËÈÍÅÉÍÛÅ  ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß  ÌÎÍÎÈÄÎÂ

Ïóñòü Q — ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òîãäà îáîçíà÷èì Hom( )Q n àëãåáðó

âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Q n . Ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì áàçèñå â ïðîñòðàíñòâå Q n ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ ìàòðèöåé
ðàçìåðà n n´ íàä ïîëåì Q, ïîýòîìó íàðÿäó ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè áóäåì èñïîëü-
çîâàòü  è  ìàòðèöû.

Ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì (èëè ïðåäñòàâëåíèåì) ìîíîèäà M íàçûâàåòñÿ ãî-
ìîìîðôèçì j ìîíîèäà M â ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìîíîèä àëãåáðû ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé:

j: ( )M Q n
® Hom . (5)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî j j j( ) ( ) ( )a b a b× = × äëÿ ëþáûõ a b, èç M , è êðîìå òîãî,
åäèíèöà ìîíîèäà îòîáðàæàåòñÿ â òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå (åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó). Åñëè j — ìîíîìîðôèçì, ò.å. âçàèìíî-îäíîçíà÷íûé ãîìîìîðôèçì
âèäà (5), òî ñ÷èòàþò, ÷òî j ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ìîíîèäà M ëè-
íåéíûìè  ïðåîáðàçîâàíèÿìè  íàä  ïîëåì Q.
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×èñëî n íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ïðåäñòàâëåíèÿ, à ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
V Q n

= — íåñóùèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðåäñòàâëåíèå j çàäàåò äåéñòâèå ýëåìåíòà
ìîíîèäà a èç M íà âåêòîð v èç V ñëåäóþùèì îáðàçîì: j j( , ) ( )v a v a= × , ãäå
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïðè ôèêñèðîâàííîì áàçèñå âåêòîð (ñòðîêà) v óìíîæàåò-
ñÿ íà ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ j( )a . Çàìåòèì, ÷òî ýòî äåéñòâèå ëèíåéíî ïî ïåð-
âîìó  àðãóìåíòó.  Äàëåå  ïîëîæèì j j( , ) ( , )|v M v a a M= Î{ }.

Ïóñòü j — ïðåäñòàâëåíèå ìîíîèäà M , àV — åãî íåñóùåå ïðîñòðàíñòâî, òîã-
äà ïîäïðîñòðàíñòâî U èç V íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî j, åñëè
j( , )v a UÎ äëÿ  âñåõ v èç U è a èç M .

Ïðåäñòàâëåíèå j ìîíîèäà M íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè åãî íåñóùåå
ïðîñòðàíñòâî V íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ íåíóëåâûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v ïîäìíîæåñòâî âåê-
òîðîâ j( , )v M ïîëíîå,  ò.å.  ñîäåðæèò  áàçèñ  ïðîñòðàíñòâà V .

Âàæíîñòü íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè.
Âî-ïåðâûõ, ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ìîíîèäà ìîæíî «ðàçëîæèòü» íà íåïðèâîäèìûå
êîìïîíåíòû òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå ìàòðèöû ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ïîäõîäÿùåì
áàçèñå áóäóò èìåòü áëî÷íî-òðåóãîëüíóþ ôîðìó, à ïî äèàãîíàëè ðàçìåñòÿòñÿ áëî-
êè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé [4, § 5.1]. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïï [5] èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìîíîèäà ìîæåò íå èìåòü èíâàðè-
àíòíîãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ. Âî-âòîðûõ, äëÿ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ j ìîíîèäà M ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé j( )M ïîðîæäàåò ïðîñòóþ àëãåáðó
(ò.å. íå èìåþùóþ ñîáñòâåííûõ íåíóëåâûõ èäåàëîâ), êîòîðàÿ ñîãëàñíî êëàññè÷åñ-
êîé òåîðåìå Âåääåðáåðíà ïî ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ ê ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðå
[2, 4]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæíî â êàêîé-òî ìåðå
îïèñàòü  ñòðóêòóðó  ïðåäñòàâëÿþùåé  àëãåáðû  ëèíåéíûõ  ïðåîáðàçîâàíèé.

Äàëåå ñîïîñòàâèì êàæäîìó ýëåìåíòó i èç ìíîæåñòâà S n= [ , ]1 âåêòîð q( )i ei=

èç ñòàíäàðòíîãî áàçèñà B e e en= [ , , , ]1 2 K ïðîñòðàíñòâà Q n . Òîãäà áèåêöèþ q

ìîæíî ïðîäîëæèòü äî èçîìîðôèçìà ìîíîèäîâ S n è B n , ñîïîñòàâèâ ïîäñòàíîâêå
f i i in= [ , , , ]1 2 K ïîäñòàíîâêó q q q q( ) [ ( ), ( ), , ( )]f i i in= 1 2 K . Îäíàêî ëþáîå îòî-
áðàæåíèå, îïðåäåëåííîå íà áàçèñå B, ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðîäîëæèòü íà âñå ïðî-
ñòðàíñòâî, ïîýòîìó ïîäñòàíîâêè q( )f áóäóò òàêæå ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè
â ïðîñòðàíñòâå Q n . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå

ïîëíîãî ìîíîèäà S n , êîòîðîå íàçîâåì ñòàíäàðòíûì (áàçèñíûì) ïðåäñòàâëåíèåì:

q: ( )S B Qn n n
® Ì Hom . (6)

Â áàçèñå B ëèíåéíûé îïåðàòîð q( )f áóäåò çàäàâàòüñÿ ìîíîìèàëüíîé (ïî
ñòðîêàì) ìàòðèöåé ðàçìåðà n n´ , ò.å. ìàòðèöåé, â êàæäîé ñòðîêå êîòîðîé ðàñ-
ïîëîæåíà îäíà åäèíèöà, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñòðîêè ðàâíû íóëþ. Òîãäà òðàíñïî-
íèðîâàííàÿ ìàòðèöà q( )f T ìîíîìèàëüíà ïî ñòîëáöàì è äëÿ íåå åäèíè÷íûé âåêòîð
e, ò.å. âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû 1, ÿâëÿåòñÿ ëåâûì íåïîäâèæíûì âåêòîðîì:

e f e× =q( )T . (7)

Ïóñòü v q q qn= ( , , , )1 2 K — âåêòîð èç Q n , òîãäà åãî âàëåíòíîñòüþ (âåñîì)

íàçîâåì ñóììó åãî êîîðäèíàò | |v q q qn= + + +1 2 K . Çàìåòèì, ÷òî âåñ áóäåò ëè-
íåéíîé ôóíêöèåé, ïîñêîëüêó îí ðàâåí ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà v è
åäèíè÷íîãî  âåêòîðà e: | | ,v v e= á ñ.

Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå q ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì, òàê êàê îíî ñîõðàíÿåò
âåñ âåêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v èç Q n è ëþáîé ïîäñòàíîâêè

f èç S n âûïîëíÿþòñÿ  ðàâåíñòâà

| ( , )| ( , ), ( ), , ( ) , |q q q qv f v f e v f e v e f v e= á ñ = á × ñ = á × ñ = á ñ =
T v |.
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Çäåñü èñïîëüçîâàíî èçâåñòíîå èç ëèíåéíîé àëãåáðû ñâîéñòâî ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ  è  ñâîéñòâî  (7).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó e, èíâà-
ðèàíòíà îòíîñèòåëüíî q, â ÷àñòíîñòè èíâàðèàíòíî ñëåäóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè n -1:

V v v e0 0= á ñ ={ }| , . (8)

Îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ q íà ïîäïðîñòðàíñòâå V0 îáîçíà÷èì q0 è íàçî-
âåì  åãî  îñíîâíûì  ïðåäñòàâëåíèåì  ìîíîèäà S n :

q0 0: ( )S Vn
Q® Hom , (9)

ãäå HomQ V( )0 — àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîäïðîñòðàíñòâà V0 , îïðå-
äåëåííîì ïî ôîðìóëå (8), íàä Q.

Ïðåäñòàâëåíèå q0 áóäåò óæå íåïðèâîäèìûì, ïîñêîëüêó îíî íåïðèâîäèìî,
äàæå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ñòåïåíè n, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ïîäìîíîèäîì ïîëíîãî ìîíîèäà [5]. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëåíèå q0 áóäåò èìåòü
íåïóñòîå  ÿäðî q0

1 0- ( ),  êîòîðîå  îïèñûâàåòñÿ  â  ñëåäóþùåì  ïðåäëîæåíèè.

Ïðåäëîæåíèå  2. ßäðî  ïðåäñòàâëåíèÿ q0 ñîâïàäàåò  ñ  ÿäðîì S n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ÿäðî ìîíîèäà S n ñîñòîèò èç êîíñòàíòíûõ
ïîäñòàíîâîê D 1 ( )n . Ïóñòü B — ñòàíäàðòíûé áàçèñ íåñóùåãî ïðîñòðàíñòâà Q n

ïðåäñòàâëåíèÿ q, òîãäà B e e i ni n0 1 1= - £ £ -{ }| ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïîäïðîñ-
òðàíñòâà V0 è  äëÿ  ëþáîãî  èç  ýòèõ  áàçèñíûõ  âåêòîðîâ  èìååì  óñëîâèÿ

q q q q0 ( , ) ( , ) ( ) ( )e e f e e f e f e fi n i n i n- = - = × - × .

Ñëåäîâàòåëüíî, q0 0( )f = òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñòðîêè ìîíîìèàëüíîé
ìàòðèöû q( )f îäèíàêîâû,  ò.å.  êîãäà f —  êîíñòàíòà.  Ïðåäëîæåíèå  äîêàçàíî.

ÍÅÏÐÈÂÎÄÈÌÛÅ  ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß  ÏÎËÓÃÐÓÏÏ

Ïîñêîëüêó îñíîâíîå ïðåäñòàâëåíèå q0 ïîëíîãî ìîíîèäà S n íåïðèâîäèìî,

ìîæíî ïðèìåíèòü ê íåìó òåîðåìó Ìàííà–Ïîíèçîâñêîãî (ÌÏ-òåîðåìó) [4, § 5.3].
Îäíàêî äàæå ôîðìóëèðîâêà ýòîé òåîðåìû òðåáóåò ââåäåíèÿ äîâîëüíî áîëüøî-
ãî ÷èñëà ïîíÿòèé èç òåîðèè ïîëóãðóïï, êîòîðûå â äàííîé ñòàòüå íå îïðåäåëÿ-
þòñÿ,  èõ  ìîæíî  íàéòè  â  [4]  èëè  â  [6]  (â  òðåõ  ïåðâûõ  ãëàâàõ).

Çíà÷åíèå ÌÏ-òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ñâÿçûâàåò íåïðèâîäèìîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ìîíîèäà ñî ñòðóêòóðîé åãî èäåàëîâ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó íåïðèâîäè-
ìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîãî ìîíîèäà åñòü âåðøèíà (àïåêñ), ò.å. íàèìåíüøèé
ðåãóëÿðíûé J-êëàññ, èäåàë êîòîðîãî íå ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ñó-
ùåñòâîâàíèå òàêîãî êëàññà íåî÷åâèäíî, ïîñêîëüêó î÷åâèäíûì ÿâëÿåòñÿ ëèøü
ñóùåñòâîâàíèå  ìèíèìàëüíîãî  êëàññà  ñ  ïîäîáíûìè  ñâîéñòâàìè.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íàéòè âåðøèíó îñíîâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ q0 äî-
âîëüíî ëåãêî, ïîñêîëüêó ìîíîèä S n èìååò ëèíåéíóþ ñòðóêòóðó èäåàëîâ [4, òåî-
ðåìà 2.9]. Ïîýòîìó çäåñü êàæäûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì è ñëåäóþùèì ïî ñ÷åòó
J-êëàññîì, èäåàë êîòîðîãî ñîäåðæèò ÿäðî D 1 ( )n , áóäåò J-êëàññ D 2 ( )n . Òàêèì îá-
ðàçîì,  èç  ïðåäëîæåíèÿ  2  ïîëó÷àåì  ñëåäóþùåå  ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3. Âåðøèíîé îñíîâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ q0 ãëîáàëüíîãî ìîíî-

èäà S n áóäåò J-êëàññ D 2 ( )n ,  ñîñòîÿùèé  èç  âñåõ  ïîäñòàíîâîê  ðàíãà  2.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ÌÏ-òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó íåïðèâîäèìûìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè ìîíîèäà è 0-ïðîñòîé ïîëóãðóïïû D È{ }0 , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
ïðèñîåäèíåíèåì íóëÿ ê âåðøèíå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ — ðåãóëÿðíîìó J-êëàññó
D. Ñòðóêòóðà 0-ïðîñòûõ ïîëóãðóïï, ò.å. íå èìåþùèõ ñîáñòâåííûõ íåíóëåâûõ
èäåàëîâ, îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé Ðèñà [4, § 3.2], ñîãëàñíî êîòîðîé êîíå÷íàÿ 0-ïðî-
ñòàÿ ïîëóãðóïïà âèäà D È{ }0 èçîìîðôíà ðèñîâñêîé ïîëóãðóïïå ìàòðè÷íîãî òèïà
íàä ãðóïïîé ñ íóëåì, ïðè÷åì â êà÷åñòâå ãðóïïû ìîæíî âçÿòü ìàêñèìàëüíóþ ïîä-
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ãðóïïó èç ðåãóëÿðíîãî J-êëàññà D. Óìíîæåíèå â ðèñîâñêîé ïîëóãðóïïå — ýòî
îáû÷íîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ñ ïðîìåæóòî÷íîé ñýíäâè÷-ìàòðèöåé, ñòðóêòóðà
êîòîðîé  â  îñíîâíîì  îïðåäåëÿåò  ñâîéñòâà  0-ïðîñòîé  ïîëóãðóïïû.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ âûÿâèëè ñâÿçü ìåæäó íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿìè 0-ïðîñòîé ïîëóãðóïïû D È{ }0 è åå ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû G [4, § 5.4].
À èìåííî, åñëè â ñýíäâè÷-ìàòðèöó 0-ïðîñòîé ïîëóãðóïïû ïîäñòàâèòü âìåñòî
ýëåìåíòîâ ãðóïïû èõ ìàòðèöû èç íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû, òî ðàíã ïîëó÷åííîé ðàöèîíàëüíîé ìàòðèöû îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì ñòåïåíè
ìèíèìàëüíîãî  íåïðèâîäèìîãî  ïðåäñòàâëåíèÿ  èñõîäíîãî  ìîíîèäà  [2].

Ïðèìåíèì òåïåðü ýòó ÌÏ-òåîðèþ (êîòîðàÿ íåñêîëüêî øèðå ÌÏ-òåîðåìû)
ê îïèñûâàåìîìó ñëó÷àþ. Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ðåãóëÿðíîãî
J-êëàññà D 2 ( )n ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Ýòî ñëåäóåò èç îáùåé òåîðåìû, îïèñû-
âàþùåé â ÷àñòíîñòè ñòðóêòóðó H-êëàññîâ ïîëíîãî ìîíîèäà [4, òåîðåìà 2.9]. Î÷å-
âèäíîå îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå äâóõýëåìåíòíîé ãðóïïû ñ ïîìîùüþ ÷èñåë
{ }-1 1, ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñýíäâè÷-ìàòðèöó 0-ïðîñòîé ïîëóãðóïïû
D 2 0( )n È{ } êàê öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó, â êîòîðîé âìåñòî ýëåìåíòîâ ãðóïïû ïîä-
ñòàâëåíû ÷èñëà -1èëè 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå
q0 èìååò ñòåïåíü n -1, èç ÌÏ-òåîðèè ñëåäóåò ïðèâåäåííàÿ äàëåå òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ðàíã ñýíäâè÷-ìàòðèöû 0-ïðîñòîé ïîëóãðóïïû D 2 0( )n È{ } ðàâåí

n -1 .
Â ïðèíöèïå, ýòó òåîðåìó ìîæíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî áåç èñïîëüçîâàíèÿ

ÌÏ-òåîðèè, íî ýòî ïîòðåáîâàëî áû äåòàëüíîãî àíàëèçà ñòðóêòóðû ñýíäâè÷-ìàò-
ðèöû  è  ñïîñîáîâ  åå  ïîñòðîåíèÿ.

ÍÅÏÐÈÂÎÄÈÌÛÅ  ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Ïóñòü A S X F= ( , , ) — êîíå÷íûé àâòîìàò ñ n ñîñòîÿíèÿìè, òîãäà ñòàíäàðòíûì
(ëèíåéíûì) ïðåäñòàâëåíèåì r àâòîìàòà A íàçîâåì êîìïîçèöèþ r q= o F ãîìî-
ìîðôèçìîâ (2) è (6). Çäåñü êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé, êàê îáû÷íî, çàïèñûâàåò-
ñÿ ñïðàâà íàëåâî. Òàêèì îáðàçîì, r áóäåò ãîìîìîðôèçìîì ìîíîèäîâ âèäà
r : *X B n

® . Ïî ñóòè ñòàíäàðòíîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå àâòîìàòà ÿâëÿåòñÿ
ìàòðè÷íîé ôîðìîé åãî çàäàíèÿ ñ ïîìîùüþ íàáîðà áàçîâûõ ìîíîìèàëüíûõ
ìàòðèö r( )x äëÿ  âñåõ x èç X .

Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå àâòîìàòà áóäåò ïðèâîäèìûì â ñèëó ïðèâîäè-
ìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ q. Ïîýòîìó îñíîâíûì ïðåäñòàâëåíèåì r 0 àâòîìàòà A íàçî-
âåì êîìïîçèöèþ r q0 0= o F ãîìîìîðôèçìîâ (2) è (9). Òàêèì îáðàçîì, r 0 áóäåò
ãîìîìîðôèçìîì ìîíîèäîâ âèäà r 0 0: ( )*X VQ® Hom . Îáîçíà÷èì h 0 îãðàíè÷å-

íèå  ïðåäñòàâëåíèÿ q0 íà  ìîíîèäå  àâòîìàòà M A ,  òîãäà  ïîëó÷èì  ðàâåíñòâî

r h0 0= o F .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå r 0 çàäàåò äåéñòâèå âõîäíîãî ñëîâà w íà
âåêòîð v èç ïîäïðîñòðàíñòâà V0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: r h0 0( , ) ( , )v w v f= =

= ×v fh 0 ( ),  ãäå f F w= ( ).  Äàëåå  ïîëîæèì h h0 0( , ) ( , ) |v M v f f MA A= Î{ }.
Îïðåäåëåíèå 2. Êîíå÷íûé òðàíçèòèâíûé àâòîìàò A íàçîâåì íåïðèâîäèìûì

(íàä ïîëåì Q), åñëè îñíîâíîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå åãî ìîíîèäà
h 0 0: ( )M VA Q® Hom ÿâëÿåòñÿ  íåïðèâîäèìûì.

Íàïîìíèì, ÷òî íåïðèâîäèìîñòü îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñîáñòâåííûõ íåíóëå-
âûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå V0 èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, äëÿ
êàæäîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v èç V0 ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ h 0 ( , )v M A äîëæíî
áûòü  ïîëíûì,  ò.å.  ñîäåðæàòü  áàçèñ V0 .

Èññëåäóåì ñâÿçü ìåæäó ïðèìèòèâíûìè è íåïðèâîäèìûìè àâòîìàòàìè. Äëÿ
ýòîãî  äîêàæåì  âñïîìîãàòåëüíîå  ïðåäëîæåíèå.

Ïóñòü p Í ´S S — áèíàðíîå îòíîøåíèå, òîãäàU ( )p — ïîäìíîæåñòâî âåêòî-
ðîâ U e e i ji j( ) | ( , )p p= - Î{ }, à V ( )p — èõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà V U( ) ( ( ))p p= Lin .
Äàëåå, ïóñòü s — ýêâèâàëåíòíîñòü ðàíãà r íà ìíîæåñòâå S ñ êëàññàìè
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S S S r1 2, , ,K , òîãäà, î÷åâèäíî, èìååì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó
ïîäïðîñòðàíñòâ:

V V S S V S Sr r( ) ( ) ( )s = ´ Ä Ä ´1 1 K .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ dim ( ( )) | |V S S Si i i´ = -1, 1 £ £i r, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

dim ( ( ))V n rs = - . (10)

Ïðåäëîæåíèå 4. Áèíàðíîå îòíîøåíèå p Í ´S S ïîëíîå, òîãäà è òîëüêî òîã-
äà,  êîãäà  ìíîæåñòâî  âåêòîðîâ U ( )p ïîëíîå  â V0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì s ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ p, òîã-
äà èç âêëþ÷åíèé U V( ) ( )p p-

Ì
1 è U V( ) ( )p p po Ì çàêëþ÷àåì, ÷òî U V( ) ( )s pÌ .

Îòñþäà  ñëåäóåò  ðàâåíñòâî
V V( ) ( )p s= . (11)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îòíîøåíèå p ïîëíîå, òîãäà s = ´S S , è èç (10)
è (11) çàêëþ÷àåì, ÷òî V V V( ) ( )p s= = 0 . Çíà÷èò, ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ U ( )p
ïîëíîå.

È íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâU ( )p ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì,
òîãäà èç (11) ñëåäóåò, ÷òî V V V( ) ( )s p= = 0 . Çíà÷èò, dim ( ( ))V ns = -1 è èç (10)
ñëåäóåò,  ÷òî s = ´S S .

Ïðåäëîæåíèå  äîêàçàíî.
Òåîðåìà  4. Êàæäûé  íåïðèâîäèìûé  àâòîìàò  ÿâëÿåòñÿ  ïðèìèòèâíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àâòîìàò A S X F= ( , , ), ãäå S n= [ , ]1 , ÿâëÿåòñÿ íåïðè-

âîäèìûì è ïóñòü s — íåòîæäåñòâåííàÿ êîíãðóåíöèÿ â A. Âûáåðåì â s ïàðó ñî-
ñòîÿíèé ( , )i j , ãäå i j¹ , è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð p = ( , )i j M A . Ýòîìó ìíîæåñ-
òâó ïàð ñîîòâåòñòâóåò ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ U e e Mi j A( ) ( , )p h= -0 , êîòîðîå
â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ h 0 ïîëíîå â ïðîñòðàíñòâå V0 . Îòñþäà è
èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå p òàêæå ïîëíîå, à ïîñêîëüêó p sÍ , òî
s = ´S S .  Çíà÷èò,  àâòîìàò A ÿâëÿåòñÿ  ïðèìèòèâíûì.

Òåîðåìà  äîêàçàíà.
Òåïåðü ñóçèì êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ àâòîìàòîâ. Êîíå÷íûé àâòîìàò

A S X F= ( , , ) íàçîâåì àâòîìàòîì ñ åäèíè÷íûì äåôåêòîì (èëè ñëàáîäåôåêòíûì),
åñëè êàæäûé âõîäíîé ñèìâîë x èç X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ df ( ( ))F x £ 1 . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ áàçîâàÿ ïîäñòàíîâêà F x( ) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïåðåñòàíîâêîé (áè-
åêöèåé), ëèáî ñêëåèâàåò ðîâíî äâà ñîñòîÿíèÿ (ñèíãóëÿðíàÿ ïîäñòàíîâêà). Åñëè
ñèíãóëÿðíàÿ ïîäñòàíîâêà f ñêëåèâàåò ñîñòîÿíèÿ i è j, òî ÿäðîì ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ h 0 ( )f â ïðîñòðàíñòâåV0 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, íàòÿíóòàÿ íà âåêòîð e ei j- :

Ker { }( ( )) ( )|h 0 f q e e q Qi j= - Î . (12)

Îòìåòèì, ÷òî ñëàáîäåôåêòíûå àâòîìàòû äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðî-
áëåìå ×åðíû, â ÷àñòíîñòè ñåðèÿ ïðèìåðîâ ñàìîãî ×åðíû [1] ïîïàäàåò â ýòîò
êëàññ.  Äîêàæåì  îñíîâíóþ  òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Âîçâðàòíûé ñëàáîäåôåêòíûé ïðèìèòèâíûé àâòîìàò áóäåò íå-
ïðèâîäèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A S X F= ( , , ) — âîçâðàòíûé, ñëàáîäåôåêòíûé, ïðè-
ìèòèâíûé àâòîìàò è ïóñòü v — íåíóëåâîé âåêòîð èç V0 . Ïîëîæèì
V v M A1 0= Lin ( ( , ))h , òîãäà V1 — èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ñîäåð-
æèò âåêòîð v. Äàëåå, â ñèëó âîçâðàòíîñòè àâòîìàòà A ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøåå íå-
ïóñòîå ñëîâî w òàêîå, ÷òî r 0 0( , )v w = . Ïóñòü w yx= , ãäå x — ïîñëåäíèé âõîäíîé
ñèìâîë ñëîâà w, òîãäà x äîëæåí áûòü ñèíãóëÿðíûì ñèìâîëîì, ïîñêîëüêó â ÿäðå
ìàòðèöû r 0 ( )x íàõîäèòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð u v y= r 0 ( , ). Çíà÷èò, èç ñâîéñòâà (12)
çàêëþ÷àåì,  ÷òî  âûïîëíÿåòñÿ  óñëîâèå

u q e ei j= × -( ) , (13)

ãäå q ¹ 0, à i è j — ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ñêëåèâàþòñÿ ñèìâîëîì x â A.
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Äàëåå, ïîñêîëüêó u v F y= h 0 ( , ( )) , òî u VÎ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, èç ñâîéñòâà (13)
çàêëþ÷àåì ( )e e Vi j- Î 1.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð p = ( , )i j M A , ãäå i è j — ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ,
êîòîðûå ñêëåèâàþòñÿ ñèìâîëîì x â àâòîìàòå A. Â ñèëó òåîðåìû 1 ýòî ìíîæåñòâî
ïàð ïîëíîå. Çíà÷èò, èç ïðåäëîæåíèÿ 4 çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
U e e Mi j A( ) ( , )p h= -0 òàêæå ïîëíîå â ïðîñòðàíñòâå V0 . Ñëåäîâàòåëüíî, V V1 0= ,
ïîñêîëüêó U V( )p Ì 1.

Òåîðåìà  äîêàçàíà.
Ïóñòü òåïåðü A — âîçâðàòíûé, ñëàáîäåôåêòíûé, ïðèìèòèâíûé àâòîìàò, òîã-

äà ñîãëàñíî äîêàçàííîé òåîðåìå ïðåäñòàâëåíèå h 0 ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Çíà-
÷èò, ê íåìó ìîæíî ïðèìåíèòü ÌÏ-òåîðåìó. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâà (4)
è ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ÿäðî ïðåäñòàâëåíèÿ h 0 ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì ïîëíîãî
ìîíîèäà,  êîòîðîå  ñîñòîèò  èç  êîíñòàíòíûõ  ïîäñòàíîâîê

h 0
1

10-
=( ) ( )D n . (14)

Âî-âòîðûõ, â ñèëó âîçâðàòíîñòè è ñëàáîé äåôåêòíîñòè àâòîìàòà A â ìîíîèäå
M A áóäóò ñîäåðæàòüñÿ ïîäñòàíîâêè âñåõ ðàíãîâ è, â ÷àñòíîñòè, ïîäñòàíîâêè
ðàíãà äâà D n M A2 2= ÇD ( ) . Çíà÷èò, èç (14) çàêëþ÷àåì, ÷òî âåðøèíà D ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ h 0 íàõîäèòñÿ  ñðåäè  ýòèõ  ïîäñòàíîâîê:

D DÍ 2 . (15)

Âîïðîñ î òîì, ÷òî â (15) D D= 2 , òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
Íàïðèìåð, äëÿ àâòîìàòà Êàðè [7] ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Áîëåå òîãî, â íàñòî-
ÿùåå  âðåìÿ  íå  èçâåñòíû  ïðèìåðû  ñî  ñòðîãèì  âêëþ÷åíèåì  â  óñëîâèè  (15).

Êðîìå òîãî, èç ðåçóëüòàòîâ Æ. Ïåððî [6, § 2.4], ñëåäóåò, ÷òî âñå J-êëàññû
ìîíîèäà M A íà âòîðîì óðîâíå ðåãóëÿðíûå. Òàêèì îáðàçîì, èç ÌÏ-òåîðåìû ïî-
ëó÷àåì  çàêëþ÷èòåëüíîå  óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü A — âîçâðàòíûé, ñëàáîäåôåêòíûé, ïðèìèòèâíûé àâòîìàò
ñ n ñîñòîÿíèÿìè, òîãäà åãî îñíîâíîå ïðåäñòàâëåíèå h 0 íåïðèâîäèìîå, âåðøèíîé
h 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûé J-êëàññ D, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (15), ïîëóãðóïïà
D È{ }0 áóäåò 0-ïðîñòîé, à ðàíã ñýíäâè÷-ìàòðèöû ýòîé ïîëóãðóïïû, ñîñòîÿùåé èç
÷èñåë { }-1 0 1, , ,  ðàâåí n -1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Êîíå÷íî, áûëî áû ïðåóâåëè÷åíèåì óòâåðæäàòü, ÷òî ÌÏ-òåîðåìà ïîçâîëÿåò ðå-
øèòü ïðîáëåìó ×åðíû. Îäíàêî îíà ñâÿçûâàåò äàííóþ ïðîáëåìó ñ òåîðèåé
ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóãðóïï, ÷òî äàåò èíôîðìàöèþ î íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå-
íèÿõ  ìîíîèäà  àâòîìàòà  è  ïîìîãàåò  â  ðåøèòü  ýòó  ïðîáëåìó.
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