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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí ÿâíûé ìíîãîøàãîâûé îäíîñòàäèéíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ÷èñ-
ëåííî èíòåãðèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîñòàâëÿþùèå îñíîâó ìîäåëè öèðêó-
ëÿöèè àòìîñôåðû, ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è êîíâåêòèâíîé äèôôó-
çèè â çàäà÷ó Êîøè. Ïîëó÷åííûé ìåòîä èìååò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ñóùåñòâóþùèìè âñëåä-
ñòâèå âûñîêîé  òî÷íîñòè  è  ìàëûõ  âû÷èñëèòåëüíûõ  çàòðàò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè, äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ,  çàäà÷à  Êîøè  äëÿ  ÎÄÓ,  ìíîãîøàãîâûé  ìåòîä.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîñëåäíèå ãîäû õàðàêòåðèçóþòñÿ çíà÷èòåëüíûì ïðîãðåññîì â ðàçðàáîòêå è îïå-
ðàòèâíîì ïðèìåíåíèè ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðî-
ãíîçîâ ïîãîäû è èçìåíåíèÿ êëèìàòà íà Çåìëå. Ýòî ñòàëî âîçìîæíûì, ïðåæäå
âñåãî, âñëåäñòâèå ïîÿâëåíèÿ áîëåå ñîâåðøåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ýôôåê-
òèâíûõ ìåòîäîâ èõ ðåàëèçàöèè è ñðåäñòâ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ïàðàëëåëüíûõ
âû÷èñëåíèé [1]. Ñîâðåìåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ î çàêîíîìåðíîñòÿõ ïðîòåêàíèÿ
îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â àòìîñôåðå, à òàêæå îá
èõ âçàèìîçàâèñèìîñòè ïîçâîëÿþò îïèñàòü äàííûå ïðîöåññû óðàâíåíèÿìè ãèäðî-
äèíàìèêè, ìîäåëèðîâàòü ðàçëè÷íûå çâåíüÿ îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû è ïðî-
ãíîçèðîâàòü ïîãîäíûå ÿâëåíèÿ. Ñóùåñòâóþùèå â ìèðîâîé ïðàêòèêå ïðîãíîñòè-
÷åñêèå ìîäåëè êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî òèïó ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ñïåöè-
ôèêå èõ ìàòåìàòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, ñðîêó ïðîãíîçîâ è ðàçìåðó òåððèòîðèè.

Äî 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà îïåðàòèâíûå ñëóæáû ïîãîäû ðàçâèòûõ ñòðàí
èñïîëüçîâàëè ìîäåëè ïðîãíîçà ãëîáàëüíûõ ñèíîïòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî êà÷åñòâî òàêèõ ïðîãíîçîâ áûëî ïî÷òè íåèçìåííûì. Ïîâûøåííûé èí-
òåðåñ ê ãëîáàëüíûì ìîäåëÿì îáúÿñíÿåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, òåì, ÷òî îíè äîïóñêàþò
çíà÷èòåëüíûå óïðîùåíèÿ è èõ ÷èñëåííîå ðåøåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ñåòêàõ
ñ  øàãîì  50  êì  è  áîëåå  [2–7].

Ðåãèîíàëüíûå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ìåòåîðîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû è ÿâëåíèÿ,
êîòîðûå îïðåäåëÿþò ôîðìèðîâàíèå ïîãîäû â îòäåëüíûõ ðåãèîíàõ, ïðåäíàçíà÷åíû
äëÿ áîëåå îáîñíîâàííûõ è äåòàëèçèðîâàííûõ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè ïðîãíî-
çîâ ïîãîäû [8–13]. Ýòè ìîäåëè, äåòàëüíî ó÷èòûâàþùèå ðåëüåôíûå, òåìïåðàòóð-
íûå è âëàæíîñòíûå íåîäíîðîäíîñòè ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, îïèñûâàþò ëî-
êàëüíûå ïðîöåññû íà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ òåððèòîðèÿõ è ÷èñëåííî ðåàëèçó-
þòñÿ íà òåëåñêîïè÷åñêèõ ñåòêàõ, ÷òî ñâÿçàíî ñ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè.

Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèé óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè è òåïëî-, ìàññîïåðåíîñà,
ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâó ìîäåëè öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû è çàäà÷è ïðîãíîçà ïîãîäû,
â àíàëèòè÷åñêîì âèäå íå ñóùåñòâóåò. Îñíîâíûìè ìåòîäàìè èõ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
÷èñëåííûå [5], òî÷íîñòü è ýôôåêòèâíîñòü êîòîðûõ çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.
Âûáðàòü îïòèìàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ íåëåãêî, ïîñêîëüêó öåëü (òî÷íîñòü) è ñðå-
äñòâà (ýêîíîìè÷íîñòü) ïðîòèâîðå÷èâû. Íåñìîòðÿ íà ïîñòîÿííîå ñîâåðøåíñòâîâà-
íèå ÝÂÌ, ïðîáëåìû òî÷íîñòè è ýêîíîìè÷íîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé Íàâüå–Ñòîêñà àêòóàëüíû è â íàñòîÿùåå âðåìÿ [14,  17].

Ñëîæíîñòü ôèçè÷åñêîãî ìåõàíèçìà ïðîöåññîâ â àòìîñôåðå îáóñëîâëèâàåò
ñòðóêòóðíóþ ñëîæíîñòü èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ïîÿâëå-
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íèþ â ðåøåíèè íåóñòîé÷èâîñòè, óçêèõ ïåðåõîäíûõ çîí ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè
ôóíêöèé è âåñüìà ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñòðóêòóð. Âñëåäñòâèå
íàëè÷èÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ýòè óðàâíåíèÿ ìî-
ãóò ìåíÿòü ñâîé òèï (ãèïåðáîëè÷åñêèé èëè ïàðàáîëè÷åñêèé) â çàâèñèìîñòè îò
ìîäåëèðóåìîãî ðåæèìà äâèæåíèÿ â àòìîñôåðå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàþò ïðî-
áëåìû ïðè àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíûõ è ôðèêöèîííûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé ãèä-
ðîäèíàìèêè. Îáû÷íî ýòè ïðîáëåìû (â ÷àñòíîñòè, ëîæíîå ïðåäñòàâëåíèå, ôàçîâàÿ
ñêîðîñòü, âû÷èñëèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ) ðåøàþòñÿ ïóòåì ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé
ìîäåëè öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû â êîíñåðâàòèâíîé ôîðìå è ïðèìåíåíèÿ ðàçíîñò-
íûõ ñõåì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíûõ
÷ëåíîâ ýòèõ óðàâíåíèé. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ
÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (òðåòüåãî íà
íåðàâíîìåðíîé  ñåòêå)  íà  òðåõòî÷å÷íîì  øàáëîíå.

Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ëþáîãî ÿâíîãî êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà îãðàíè÷å-
íà, ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèíñòâà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ðåêîìåíäóþò ïðèìåíÿòü
íåÿâíûå ìåòîäû. Îäíàêî ðåàëèçîâàòü èõ, êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì
ÿâíûå. Òàê, ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ èñïîëüçîâà-
íèå êàêîãî-ëèáî íåÿâíîãî ìåòîäà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè
áåç ïîíèæåíèÿ òî÷íîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû îáóñëîâëèâàåò ïðèìåíåíèå èòåðàöèîí-
íûõ ìåòîäîâ, ïîâåäåíèå êîòîðûõ ââèäó íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé íåïðåäñêàçóåìî
è, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà îñòàåòñÿ íå ðåøåííîé ïðîáëåìà ñõîäèìîñòè äàííûõ ìå-
òîäîâ. Ïðåäëàãàåìûé äàëåå ÷èñëåííûé ìåòîä íå èìååò îïèñàííûõ íåäîñòàòêîâ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ  ÇÀÄÀ×È

Â ïðÿìîóãîëüíèêå Q x t x t T= £ £ £ £{ }, : ,0 0l , íå ñíèæàÿ îáùíîñòè, à ëèøü

â öåëÿõ óìåíüøåíèÿ ãðîìîçäêîñòè èçëîæåíèÿ, ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ
çàäà÷ó äëÿ ñêàëÿðíîãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè íåêî-
òîðîé  ôóíêöèè q x t( , ):
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðû çàäà÷è u( , )x t , m( , )x t ³ 0, h( )x , a( )t è b( )t äîñ-
òàòî÷íî ãëàäêè, à íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíû òàê, ÷òî çàäà÷à
(1)  èìååò  åäèíñòâåííîå  ðåøåíèå q x t( , ).

Óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (1) âêëþ÷àåò ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå òå æå ôè-
çè÷åñêèå ïðîöåññû, ÷òî è ÷ëåíû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå ãèäðîìåõàíèêè, à èìåííî:

· íåñòàöèîíàðíûé ÷ëåí ¶ ¶q t/ , îïèñûâàþùèé ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû
q âî  âðåìåíè;

· êîíâåêòèâíûé ÷ëåí u¶ ¶q x/ , îïèñûâàþùèé êîíâåêöèþ âåëè÷èíû q, îáó-
ñëîâëåííóþ  äâèæåíèåì  îêðóæàþùåé  ñðåäû  ñî  ñêîðîñòüþ u ;

· äèôôóçèîííûé (èëè äèññèïàòèâíûé) ÷ëåí ¶ ¶ ¶ ¶( / ) /m q x x , îïèñûâàþùèé
ôèçè÷åñêóþ  äèôôóçèþ  âåëè÷èíû q â  îêðóæàþùåé  ñðåäå  âäîëü  îñè x .

Ðàçîáüåì îòðåçîê [ , ]a b íà J íåðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè x x x xJ J0 1 1< < < <-K

è îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè h j , j J= -0 1 1, , ..., . Êðîìå òîãî, ðàçîáüåì

âðåìåííîé îòðåçîê [ , ]0 T íà N ðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè t nTNn = -1, n N= 0 1, , ,K ,

ñ øàãîì t. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåòî÷íîå ìíîæåñòâî ( , )x tj
n , j J= 0 1, , ,K ,

n N= 0 1, , ,K , àïïðîêñèìèðóþùåå ïðÿìîóãîëüíèê Q . Òîãäà îáëàñòè Q áóäåò ñî-

îòâåòñòâîâàòü äèñêðåòíàÿ îáëàñòü Q j
n — ïðÿìîóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé îòðåç-

êîì ïðÿìîé îñè x ñ âíóòðåííèìè j J= -1 1, ,K è ãðàíè÷íûìè j J= ¼0, , óçëàìè,
à òàêæå îòðåçêîì ïðÿìîé èíòåðâàëà âðåìåíè t ñ óçëàìè n N=1 2, , ,K . Çäåñü è äà-
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ëåå äëÿ òîãî ÷òîáû îòëè÷àòü âðåìåííÍþ ñåòêó îò ïðîñòðàíñòâåííîé, âåëè÷èíû,
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ïîëó÷åííûõ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè y â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷åê x j

( [ , ])j J= -2 1 . Èç (2) âèäíî, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò òðåòèé ïîðÿäîê, êîãäà

h hj j¹ -1, è ÷åòâåðòûé — ïðè h hj j= -1. Ðàññìàòðèâàåìûå ïðîèçâîäíûå

y j j
nq x= ¶ ¶( / ) âõîäÿò â (2) íåÿâíî. Îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì

q j
n ( [ , ])j J= 1 ðåøåíèåì ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé  ìåòîäîì  ïðîãîíêè.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ x j ÷àñòíîé ïðîèçâîä-

íîé âòîðîãî ïîðÿäêà [ ( / ) / ]¶ ¶ ¶ ¶m q x x j
n , ïðåäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ J mj j

nq x= ¶ ¶( / )

â  âèäå J m yj j j= .
Îòìåòèì îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè

ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ êîíâåêòèâíîé äèôôó-
çèè, ïåðåä ñòàíäàðòíîé òî÷å÷íîé àïïðîêñèìàöèåé. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå q j ñèñ-
òåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (2) âî âñåõ òî÷êàõ j çàâèñèò îò çíà÷åíèé q â äðó-
ãèõ òî÷êàõ, îíî çàâèñèò îò x j ãëîáàëüíî, à íå ëîêàëüíî, êàê â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ
ñòàíäàðòíûõ ëîêàëüíûõ òðåõòî÷å÷íûõ ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî  è  âòîðîãî  ïîðÿäêîâ.

Â îáùåì âèäå ðàçíîñòíûå âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿä-
êîâ  óðàâíåíèÿ  (2)  ìîæíî  çàïèñàòü  â  âèäå

A U B U C U F j Jj j j j j j j+ -+ + = = -1 1 2 3 1, , , ,K , (3)
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Ïîñêîëüêó A B C B A Cj j j j j j> > > > +0 0 0, , , , âåëè÷èíà îøèáîê îêðóãëåíèÿ
ïðè  ðåàëèçàöèè  ìåòîäà  ïðîãîíêè  ïîñðåäñòâîì  ðåêóððåíòíûõ  ñîîòíîøåíèé

U E U D j J Jj j j j= + = - -+1 1 2 1, , , ,K ,
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E
B A E

j
j

j j j

= -
+ -

g

1

, j J= -1 2 1, , ,K , (4)

D
F A D

B A E
j

j j j

j j j

=
-

+

-

-

1

1

, j J= -1 2 1, , ,K ,

íå áóäåò ðàñòè [2]. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ëåâîé ãðàíèöå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü çíà-
÷åíèÿ E D U0 00= =, G , à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïðàâîé ãðàíèöå — çíà÷åíèå U J .

Òàêèì îáðàçîì, àïïðîêñèìàöèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïî-
ðÿäêîâ (2)–(4) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âåñüìà òî÷íîå (÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íà ðàâíî-
ìåðíîé ñåòêå) ñåòî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñîñòàâëÿþùèõ êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûõ
÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ çàäà÷è (1) ïî êîîðäèíàòíîìó íàïðàâëåíèþ x. Îñòàåòñÿ ïðîâåñòè
íåîáõîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ
äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå (1), ïåðåéòè ê çàäà÷å Êîøè

¶

¶
=

q

t
q

j
jL , t > 0, (5)

q qj t j=
=

0

0 " Îx j hv ,

ðåøàåìîé äëÿ êàæäîé îòäåëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé óçëîâîé òî÷êè j ñåòêè v h .
Â (5) ðàçíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà D x= - ¶ ¶ +u /
+ ¶ ¶ ¶ ¶ +( / ) /m jx x îáîçíà÷åíî L. Ñëåäîâàòåëüíî Lq j åñòü ÷èñëåííîå çíà÷åíèå

êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) â òî÷êå x j ñåòêè v h â îáëàñòè Q .

Çàäà÷ó (5), åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå f t q q j( , ) = L , y q j= , ìîæíî ðåøèòü äëÿ
êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé j, n (1< <j J, 1< <n N ) ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ
äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà êàê çàäà÷ó
Êîøè ¶

¶
=

y

t
f t y( , ), t t t Tl lÎ +[ , ] , (6)

y y
t t j

j=
= , j J= 0 1 2, , , ,K .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó D â óðàâíåíèè (1) ïîñòà-
âèòü â ñîîòâåòñòâèå ñåòî÷íûé îïåðàòîð L, óäîâëåòâîðÿþùèé îñíîâíûì òðåáîâà-
íèÿì àïïðîêñèìàöèè: çàäàííîìó ïîðÿäêó òî÷íîñòè, ñõîäèìîñòè Lq Dq® ïðè
h ® 0, ãäå h — øàã ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, è òðàíñïîðòèâíîñòè (âîçìóùåíèå, íà-
ëîæåííîå íà ôóíêöèþ q , ïåðåíîñèòñÿ êîíâåêöèåé òîëüêî â íàïðàâëåíèè ñêîðîñ-

òè), à òàêæå ðåøèòü çàäà÷ó (5) äëÿ âñåõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ j JÎ( , )1

â ïîñòàíîâêå çàäà÷è Êîøè (6), òî ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (1) â îáëàñòè Q .

ßÂÍÛÉ  ÌÍÎÃÎØÀÃÎÂÛÉ  ÎÄÍÎÑÒÀÄÈÉÍÛÉ  ÌÅÒÎÄ

Â ïðàêòèêå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèìåíÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, îäíîøàãîâûå ìåòîäû [6, 15, 16],
ïðè ïîñòðîåíèè êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ î ðåøàå-
ìîé çàäà÷å òîëüêî íà îòðåçêå, äëèíîé â îäèí øàã t = - -t tl l 1, l N=1 2, , ,K .
Òàêèå ìåòîäû íàðÿäó ñ óäîáíûìè äëÿ âû÷èñëåíèé îñîáåííîñòÿìè èìåþò îäèí

ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê — íåáîëüøóþ òî÷íîñòü. Â ìåòîäàõ, òî÷íîñòü O p( )t

êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àÿì p >1, ïîäîáíóþ èíôîðìàöèþ íà êàæäîì ýòàïå
ïðîöåññà íóæíî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëó÷àòü çàíîâî, ÷òî ïðåäîïðåäåëÿåò áîëü-
øóþ òðóäîåìêîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ ïðàâèë. Îòêàçàâøèñü îò òðåáîâàíèÿ îäíî-
øàãîâîñòè, ìîæíî âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ñòðîèòü òàê, ÷òîáû ÷àñòü ïîëó÷åí-
íîé èíôîðìàöèè íà íåñêîëüêèõ ñîñåäíèõ øàãàõ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà èñ-
ïîëüçîâàëàñü ïîâòîðíî. Àíàëîãè÷íûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå èíôîðìàöèþ
î ðåøàåìîé çàäà÷å íà îòðåçêå, äëèíîé áîëåå îäíîãî øàãà, ÿâëÿþòñÿ îñíîâ-
íûìè  îáúåêòàìè  îïèñàííîãî  äàëåå  èññëåäîâàíèÿ.

Ñòðóêòóðà ñóùåñòâóþùèõ îáùèõ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ âåñüìà ñëîæíà [10],
ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ òîëüêî ñïåöèàëüíûì êëàññîì ìíîãîøàãîâûõ îäíîñòàäèé-
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íûõ ìåòîäîâ (ÌØ1Ñ), ó êîòîðûõ ïðîöåäóðà øàãà çàêëþ÷àåòñÿ â ñîñòàâëåíèè ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè çíà÷åíèé yi è f i , i n n n n l= + + +, , , ,1 2 K . Ïîâòîðíûå ïîäñòà-
íîâêè çíà÷åíèé f , ÿâëÿþùèåñÿ ñóòüþ ìíîãîñòàäèéíûõ ìåòîäîâ, íåäîïóñèìû.

Íàèáîëåå øèðîêî â l-øàãîâîé îäíîñòàäèéíîé ñõåìå ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) ïðè-
ìåíÿåòñÿ  ïðîöåäóðà  øàãà  â  âèäå

a y b fi n i l i n i

i

l

i

l

+ +
==

- =åå t
00

0, n N= 0 1, , ,K . (7)

Ìíîæèòåëü t l ïåðåä âòîðîé ñóììîé âûäåëåí äëÿ òîãî, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû
bi è a i áûëè  áåçðàçìåðíûìè.  Ìàòðèöà

M =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

a a

b b

N

N

0

0

K

K

ðàçìåðà 2 1´ +( )N — ïðîèçâîäÿùàÿ ìàòðèöà ñõåìû (7). Åñëè bl = 0, òî âû÷èñ-
ëèòåëüíûå ìåòîäû âèäà (7) îáû÷íî íàçûâàþò ÿâíûìè, åñëè bl ¹ 0 — íåÿâíûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà âû÷èñëåíèé (7) äîëæíà áûòü òî÷íîé â òîì ñëó÷àå,
êîãäà y t( ) åñòü  ïîñòîÿííàÿ  âåëè÷èíà ( )¢ = ºy f 0 .  Òîãäà  èç  íåå  ñëåäóåò

a l ¹ 0, a i

i

l

=
=
å 0

0

. (8)

Ëèíåéíîé l-øàãîâîé ïðîöåäóðå (7) è åå ïðîèçâîäÿùåé ìàòðèöå, âûïîëíèâ

çàìåíó J i
iy= è r fi

i= , i l= 0 1 2, , , ,K , ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèå  ìíîãî÷ëåíû

Fa i
i

i

l

a( )J J=
=
å

0

, Fb i
i

i

l

r b r( ) =
=
å

0

. (9)

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî c òîãäà è òîëüêî òîãäà áóäåò êîðíåì ìíîãî÷ëåíà
Fa ( )J , êîãäà ïðè J = c ìíîãî÷ëåí Fa ðàâåí íóëþ. Òàê êàê åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ íó-
ëåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà Fa , îíà íå ìîæåò áûòü íóëåì õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà Fb . Ïîýòîìó â êàæäîì êëàññå ïðîöåäóð ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ l-øàãîâàÿ ñõåìà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé åäèíñòâåííàÿ ïðîèçâî-
äÿùàÿ  ìàòðèöà,  óäîâëåòâîðÿþùàÿ  óñëîâèþ

bi

i

l

=
=
å 1

0

. (10)

Äàëåå êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó (7), ïîä÷èíÿþùóþñÿ óñëîâèÿì (8)–(10), áó-
äåì  íàçûâàòü  íîðìèðîâàííîé.

Êîýôôèöèåíòû a i è bi ìîæíî âûáèðàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè òàê, ÷òîáû (7)
àïïðîêñèìèðîâàëî ¶ ¶ - =y t f t y/ ( , ) 0. Â ðàáîòàõ [9, 10] îïèñàíû ïðèåìû ïîñòðîå-
íèÿ è èññëåäîâàíèÿ ïîãðåøíîñòè, àïïðîêñèìàöèè, óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè íå-
êîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ýôôåêòèâíûõ ëèíåéíûõ l-øàãîâûõ ñõåì. Ïðèâåäåí-
íàÿ â íèõ ñèñòåìàòèçàöèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îñíîâíûå
òðåáîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ÌØ1Ñ êàñàþòñÿ â îñíîâíîì êîýôôèöèåíòîâ a i õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà Fa (9) è ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè:

· õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Fa óäîâëåòâîðÿåò êîðíåâîìó êðèòåðèþ,
åñëè åãî êîðíè ëåæàò â åäèíè÷íîì çàìêíóòîì êðóãå, à íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
íå  èìååò  êðàòíûõ  íóëåé;

· ëèíåéíàÿ l-øàãîâàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâîé, åñëè åå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé  ìíîãî÷ëåí Fa óäîâëåòâîðÿåò  êîðíåâîìó  êðèòåðèþ.

Ïðîñòåéøèå è â òî æå âðåìÿ íàèáîëåå èñïîëüçóåìûå ñõåìû (7) ïîëó÷àþòñÿ
íà îñíîâå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ,
îäíàêî íå âñå îíè óñòîé÷èâûå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîòðåáóåì, ÷òîáû äåéñòâèòåëüíûå
êîýôôèöèåíòû èñêîìîé ëèíåéíîé l-øàãîâîé ñõåìû óäîâëåòâîðÿëè êîðíåâîìó
êðèòåðèþ â óçêîì ñìûñëå, ò.å. ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Fa (9) èìåë
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èñêëþ÷èòåëüíî äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî îòðåçêà
âåùåñòâåííîé  îñè,  à  â  åäèíèöå  íå  áûëî  êðàòíûõ  íóëåé.

Òàêîìó  òðåáîâàíèþ  ïðè a1 1= , a2 2= óäîâëåòâîðÿåò  ÿâíàÿ  ñõåìà

a a y a a a a y a a y yl l l l1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 31- + + + + + - =- - -( ) ( )
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1 2 11( )

þ
--f l 1

- - +- -A f B f Ol l2 3
4[ ]t , (11)
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Åñòåñòâåííî, óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ l ïîâûøàåò ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ, îñîáåííî
â ïðèëîæåíèè ê ìåòåîðîëîãè÷åñêèì çàäà÷àì ìîäåëèðîâàíèÿ öèðêóëÿöèè àòìîñ-
ôåðû è ïðîãíîçà ïîãîäû. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáîð îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ l çàâè-
ñèò îò õàðàêòåðà ðåøàåìîé çàäà÷è. Âðÿä ëè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü áîëüøèå
çíà÷åíèÿ l â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèìåíèÿþòñÿ ìåòîäû ñ îãðàíè÷åííûìè çíà÷åíè-
ÿìè l è íå îæèäàåòñÿ ñóùåñòâåííîãî óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ïîýòîìó â ñõå-

ìå (11) âûáðàíî òàêîå çíà÷åíèå l, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü O[ ]t4 ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè, ñîãëàñóþùóþñÿ ñ òî÷íîñòüþ O h[ ]4 àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ,

âõîäÿùèõ  â  äèôôåðåíöèàëüíûå  óðàâíåíèÿ  êîíâåêòèâíîé  äèôôóçèè  (1).
Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå íåÿâíîãî ìåòîäà, âêëþ÷àþùåãî äîïîëíèòåëüíîå

ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå f t yn n( , ), íå äàåò ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ yn ,
à òîëüêî óðàâíåíèÿ äëÿ ýòîé íåèçâåñòíîé. Îáû÷íî çíà÷åíèå yn íàõîäÿò ëèøü
ïðèáëèæåííî, ïîëüçóÿñü, êàê ïðàâèëî, êàêèì-ëèáî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé. Èòåðàöèè çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿþò ïðîöåññ âû÷èñëåíèé yn è ÿâëÿ-
þòñÿ ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì íåÿâíîãî ìåòîäà. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ ñëó÷à-
åâ, êîãäà f t yn n( , ) — çíà÷åíèå ðàçíîñòíûõ âûðàæåíèé äëÿ êîíâåêòèâíûõ è äèô-
ôóçèîííûõ ÷ëåíîâ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè,
ïîñêîëüêó íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé íå ïîçâîëÿåò àïðèîðè îáåñïå÷èòü ñõîäè-
ìîñòü  ñîîòâåòñòâóþùåãî  èòåðàöèîííîãî  ïðîöåññà.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ  ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ

Â öåëÿõ ïåðâîíà÷àëüíîé îöåíêè ðàññìîòðåííîãî â íàñòîÿùåé ñòàòüå ÿâíîãî ìå-
òîäà ÌØ1Ñ ðåøåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåñòîâûõ, âêëþ÷àÿ æåñòêèõ, çàäà÷
Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ×èñëåííûé ýêñïåðè-
ìåíò ïîêàçàë, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä íå óñòóïàåò ëó÷øèì èç ñóùåñòâóþùèõ.
Ñðåäè òàêèõ çàäà÷ — òåñòû VDPOL, ROBER, OREGO, HIRES è CUSP èç [7].

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì òåñòîâóþ çàäà÷ó Êîøè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì

dy

dt
y t e t+ = -cos sin , t > 0, t Î[ , ]0 2p , (12)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y( )0 0= è èìååò òî÷íîå ðåøåíèå y t te t( ) sin= - , èçîáðà-

æåííîå íà ðèñ. 1 ñïëîøíîé ëèíèåé. Äàííàÿ çàäà÷à âûáðàíà â öåëÿõ äåìîíñòðà-
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öèè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðåäëîæåííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ êëàññà çàäà÷, äî-
ïóñêàþùèõ êàê íèñïàäàþùåå, òàê è ðàñòóùåå ðåøåíèå. (Â ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ
çàäà÷àõ èíîãäà âîçíèêàþò ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî òèïà.) Îíà ïîçâîëÿåò ïðîñëå-
äèòü  çàâèñèìîñòü  îøèáêè  îò  ðàñòóùåãî  ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à (12) ÷èñëåííî ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî ìåòîäà ÌØ1Ñ è äëÿ ñðàâ-

íåíèÿ — ñ ïîìîùüþ âåñüìà ïîïóëÿðíîãî ìåòîäà Ðóíãå–Êóòòà íà ñåòêàõ ñ øàãàìè

h N= 2p / ïðè N = 25 50, è 100. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ ÿâíûé ìåòîä

ÌØ1Ñ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèì àíàëèçîì. Ñðàâíè-

òåëüíàÿ êà÷åñòâåííàÿ îöåíêà ìåòîäîâ ÌØ1Ñ è Ðóíãå–Êóòòà (ñì. ðèñ. 1, ðåçóëüòà-

òû îáîçíà÷åíû · è + ñîîòâåòñòâåííî), êîòîðàÿ ïðîâîäèëàñü ïî ìàêñèìàëüíîé îòíî-

ñèòåëüíîé îøèáêå â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ, îêàçàëàñü ìàëî ïðåçåíòà-

òèâíîé, ïîñêîëüêó ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñëàáî ðàçëè÷èìû. Êîëè÷åñòâåííàÿ

îöåíêà, ïðåäñòàâëåííàÿ â òàáë. 1, ïîêàçàëà, ÷òî ìåòîä ÌØ1Ñ íå òîëüêî òî÷íåå, íî

è ýôôåêòèâíåå ìåòîäà Ðóíãå–Êóòòà, òàê êàê òðåáóåò â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå âû÷èñ-

ëåíèé çíà÷åíèé ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå æåñòêîé íåëèíåéíîé çàäà÷è [6], êîòîðàÿ
îïèñûâàåòñÿ  óðàâíåíèÿìè

du

dt
u u= - × × + -u z u( )2 2 1 ,

d

dt
u u

u
z u u= - - × × + -( )2 2 1 , 0 2£ £t p, (13)

ñ  íà÷àëüíûìè  óñëîâèÿìè u( ) , ( )0 0 0 1= =u .
Íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà æåñòêîñòè z ýòà òåñòîâàÿ çàäà÷à èìååò

òî÷íîå ðåøåíèå u t t= =sin , cosu , èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 2 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè.
Çàäà÷à ðåøàëàñü ïðåäëàãàåìûì ÿâíûì ìåòîäîì ÌØ1Ñ íà ñåòêå ñ ïîñòîÿííûì

øàãîì h = × -2 10 6p . ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû (îòìå÷åíû òî÷êàìè íà êðèâûõ, ñì.

ðèñ. 2) ïîçâîëÿþò êà÷åñòâåííî îöåíèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé

îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà ÌØ1Ñ îñóùåñòâëÿëèñü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

· âû÷èñëÿëàñü ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà íà âñåì èíòåðâàëå èíòåã-
ðèðîâàíèÿ;

· îöåíèâàëèñü âû÷èñëèòåëüíûå çà-
òðàòû (Nf) ñ ïîìîùüþ ïîäñ÷åòà êîëè-
÷åñòâà âû÷èñëåíèé ïðàâûõ ÷àñòåé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ  óðàâíåíèé  (13);

· ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå äàííîãî
ìåòîäà ñ ðåàëèçîâàííûìè íà áîëåå ìåë-
êîé ñåòêå ÿâíûì àäàïòèâíûì ìåòîäîì
[6] è íåÿâíûì ìåòîäîì, íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûì ðåøàòåëåì æåñòêèõ çàäà÷ ñèñ-
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Ðèñ. 1. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé çàäà÷è (12)

y

t

Ò à á ë è ö à 1

Êîëè÷åñòâî
óçëîâ  ñåòêè, N

Ïîãðåøíîñòü  ðåøåíèÿ
çàäà÷è  (12)  ìåòîäàìè

ÌØ1Ñ Ðóíãå–Êóòòà

25 0.03317900 0.04566500

50 0.00656670 0.02208500

100 0.00093927 0.01078000



òåìû MATLAB ode 15s [7], äëÿ êîòîðîãî ïðèâîäÿòñÿ òàêæå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ìàò-
ðèöû ßêîáè (NJ) è ÷èñëî LU-ðàçëîæåíèé (NLU).

Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2. Íèçêàÿ ýôôåêòèâíîñòü íåÿâíîãî ìåòîäà

MATLAB ode 15s îáúÿñíÿåòñÿ áûñòðûì èçìåíåíèåì ÿêîáèàíà â ïðîöåññå ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1). Ïðè u = const, m = const, h( ) sin ( )x x= ,

a = 0, b = 2p îíà èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå q x t t x t( , ) exp ( ) sin( )= - × -m u
(íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíî ñïëîøíîé ëèíèåé), ïîçâîëÿþùåå îöåíèòü ýôôåêòèâ-

íîñòü, òî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïðè ðåøåíèè ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêèõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òåñòîâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-
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Ðèñ.  2. Ãðàôè÷åñêîå  ïðåäñòàâëåíèå  ðåçóëüòàòîâ  òî÷íîãî  è  ÷èñëåííîãî  ðåøåíèé  çàäà÷è  (13)

u,u

t

u u

Ò à á ë è ö à 2

Ìåòîä
Øàã

ñåòêè, h

Ïàðàìåòð
æåñòêîñòè, z

Àáñîëþòíàÿ
ìàêñèìàëüíàÿ

îøèáêà
Nf NJ NLU

ÌØ1Ñ 2 10 6p × - 1 10 2× - 2 05 10 3. × - 6 0 0

1 10 4× - 4 41 10 4. × -
6 0 0

Àäàïòèâíûé 1 10 6× - 1 10 2× - 1 53 10 5. × - 203 0 0

1 10 4× - 4 88 10 5. × -
246 0 0

MATLAB  ode  15s 1 10 6× - 1 10 2× - 2 83 10 4. × - 330 33 94

1 10 4× - 3 34 10 4. × -
1379 184 443

Ðèñ.  3. Ãðàôè÷åñêîå  ïðåäñòàâëåíèå  ðåçóëüòàòîâ  òî÷íîãî  è  ÷èñëåííîãî  ðåøåíèé  çàäà÷è  (1)

q

x

1

2

3

4

6
1

2

3
4

6
5

5



äà÷è äëÿ ñêàëÿðíîãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè íà ñåòêå

ñ øàãàìè h J= 2p / è t = h ïðè J =100 íà ðèñ. 3 îòìå÷åíû òî÷êàìè, à öèôðàìè —

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ÷åðåç êàæäûå 20 âðåìåííûõ øàãîâ. Êàê ñëåäóåò èç

ðèñ. 3, ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Òåîðåòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé àíàëèçû ïðåäëîæåííîãî ÿâíîãî ìåòîäà ÌØ1Ñ

ðåøåíèÿ çàäà÷è êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè (1) ïîêàçàëè, ÷òî îí ýêîíîìè÷åí, àï-

ïðîêñèìèðóåò òî÷íîå ðåøåíèå â óçëàõ ñåòêè ñ ïîðÿäêîì O h[ , ]4 4t è óñòîé÷èâ

íà ïðîèçâîëüíûõ äîïóñòèìûõ ñåòêàõ. Âñëåäñòâèå òî÷íîñòè è ýôôåêòèâíîñòè

ìåòîä ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè ðåøåíèè âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ

îáùåé  öèðêóëÿöèè  àòìîñôåðû  è  êëèìàòà  Çåìëè.
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