
ÓÄÊ  519.6:519.8

À.Þ.  ÁÀÐÀÍÎÂ,  Ì.Â.  ÁÅËÎÓÑ,  È.Â.  ÑÅÐÃÈÅÍÊÎ,  À.Í.  ÕÈÌÈ×

ÃÈÁÐÈÄÍÛÅ  ÀËÃÎÐÈÒÌÛ  ÐÅØÅÍÈß  ËÈÍÅÉÍÛÕ  ÑÈÑÒÅÌ
ÄËß  ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÎÃÎ  ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ  ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåí íîâûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ëåíòî÷íîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé,
ñîâìåùàþùèé âû÷èñëåíèÿ íà ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ è ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ. Ïðè-
âåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðåæèìà ôèëüòðàöèè ×åðíèãîâñêîãî
ìåñòîðîæäåíèÿ ïîäçåìíûõ âîä ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøàòåëÿ Íàäðà-3D.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ëåíòî÷íàÿ ìàòðèöà,
ãèáðèäíûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì, ãðàôè÷åñêèå ïðîöåññîðû, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,
ôèëüòðàöèÿ  âîäû,  ×åðíèãîâñêîå  ìåñòîðîæäåíèå  ïîäçåìíûõ  âîä.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îñíîâàííîå íà
ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâà-
íèè è ðàçðàáîòêå â ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêîì äèàïàçîíå — íà÷èíàÿ îò ïðîåêòèðî-
âàíèÿ êîðïóñà ìîáèëüíîãî òåëåôîíà è çàêàí÷èâàÿ ðàçðàáîòêîé ñåéñìîñòîéêèõ
îáúåêòîâ èëè ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ. Ïðè ýòîì áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè ìîäåëè-
ðîâàíèÿ çàíèìàåò íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (ÑËÀÓ), âîçíèêàþùèõ ïðè äèñêðåòèçàöèè èñõîäíûõ ñèñòåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îáû÷íî ìîäåëèðîâàíèå ïðåäïîëà-
ãàåò ìíîãîêðàòíîå ðåøåíèå ÑËÀÓ, ïîñêîëüêó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äèíàìèêà
èññëåäóåìîãî ïðîöåññà âî âðåìåíè, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ìîæåò ñî-
ñòàâëÿòü ñîòíè è òûñÿ÷è. Â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ çàäà÷ òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ
ìíîãîêðàòíîå ïîñòðîåíèå è ðåøåíèå ÑËÀÓ â ïðåäåëàõ îäíîé èòåðàöèè ïî
âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò îòìåòèòü ÷ðåçâû÷àéíîå âëèÿíèå ñêîðîñòè
ðàáîòû ïðîãðàììû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ íà îáùóþ ñêîðîñòü ðàáîòû êîíå÷-
íî-ýëåìåíòíîãî ðåøàòåëÿ.

Åùå îäíèì âàæíûì ôàêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì ïðèìåíèìîñòü ðåøàòåëÿ
ÑËÀÓ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ñîâðåìåííûõ çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíÿåìàÿ èì ñõåìà ðàçìåùåíèÿ ÑËÀÓ â îïå-
ðàòèâíîé ïàìÿòè. Çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé, çàäà÷è ãèä-
ðîãåîëîãèè ÷àñòî ïðèâîäÿò ê ïîñòðîåíèþ ÑËÀÓ ñ ìèëëèîíàìè (èëè äåñÿòêà-
ìè ìèëëèîíîâ) íåèçâåñòíûõ. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû ðàçìåðíîñòè
n = 1217610 , ïîñòðîåííîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåæèìà ôèëüòðàöèè
×åðíèãîâñêîãî ìåñòîðîæäåíèÿ ïîäçåìíûõ âîä, ïîëóøèðèíà ëåíòû ìàòðèöû
ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îáðàòíîãî àëãîðèòìà ïåðåíóìåðàöèè Êàòõèëëà–Ìàêêè ñî-
ñòàâëÿëà m = 3628 . Äëÿ åå õðàíåíèÿ íåîáõîäèì îáúåì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè
â 33  Gb (ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû õðàíèòñÿ òîëüêî åå ïîëîâèíà —
4 417 489 080 ýëåìåíòîâ).

Ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè (10 105 8- ) ñ ïîëóøèðèíîé ëåíòû

ìàòðèöû ïîðÿäêà 10 102 4- êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ïëàâàþùåé

çàïÿòîé (ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Õîëåöêîãî) ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 10 109 16- .

Îáùåå êîëè÷åñòâî õðàíèìûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñèñòåìû ñîñòàâëÿåò 10 108 12- .
Òàêèå òðåáîâàíèÿ ê âû÷èñëåíèÿì íàìíîãî îïåðåæàþò âîçìîæíîñòè òðàäèöèîí-
íûõ ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðîâ, äàæå íåñìîòðÿ íà ìíîãîÿäåðíîñòü ïðîöåññîðîâ.

Ðåøåíèå ïðîáëåìû óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé íà ìíîãîÿäåðíûõ êîìïüþòåðàõ
ìîæåò äîñòèãàòüñÿ èñïîëüçîâàíèåì ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ (GPU) äëÿ âûïîë-
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íåíèÿ áîëüøèõ îáúåìîâ îäíîðîäíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Óñêîðåíèå âû-
÷èñëåíèé â áëèæàéøåé ïåðñïåêòèâå, íà íàø âçãëÿä, — ýòî ãèáðèäíûå ñèñòåìû,
êîòîðûå ñîâìåùàþò ìíîãîÿäåðíûå ïðîöåññîðû (CPU) ñ ãðàôè÷åñêèìè
óñêîðèòåëÿìè  (GPU)  (ðåéòèíã  Top500).

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí íîâûé ïàðàëëåëüíûé ãèáðèäíûé àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ëåíòî÷íîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåí-
íîé ìàòðèöåé, ñîâìåùàþùèé âû÷èñëåíèÿ íà ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ è
ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî ðåæèìà ôèëüòðàöèè ×åðíèãîâñêîãî ìåñòîðîæäåíèÿ ïîäçåìíûõ
âîä ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøàòåëÿ Íàäðà–3D [10].

ÀËÃÎÐÈÒÌ  ÐÅØÅÍÈß  ÑËÀÓ  Ñ  ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ  ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎ-ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ
ËÅÍÒÎ×ÍÎÉ  ÌÀÒÐÈÖÅÉ

Âûáîð ñõåìû ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ ïî ïðîöåññîðàì. Ïðîáëåìó ýôôåêòèâ-
íîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ôàêòîðèçàöèÿ
èñõîäíîé ìàòðèöû, óäàëîñü ðåøèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì öèêëè÷åñêèõ ñõåì õðà-
íåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö è âåêòîðîâ. Ýòè ñõåìû áûëè ïðåäëîæåíû íåçàâèñèìî
è ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî íåñêîëüêèìè ãðóïïàìè èññëåäîâàòåëåé [1, 2]. Ïðè
èñïîëüçîâàíèè ñòðî÷íî-öèêëè÷åñêîé ñõåìû ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàñïîëàãàþòñÿ
öèêëè÷åñêè â p ïðîöåññîðàõ, ó÷àñòâóþùèõ â âû÷èñëåíèÿõ: åñëè â ( )i -1 -ì ïðî-
öåññîðå ðàñïîëàãàþòñÿ ýëåìåíòû r-é ñòðîêè ìàòðèöû, òî â ñëåäóþùåì i-ì
ïðîöåññîðå  ðàñïîëàãàþòñÿ  ýëåìåíòû ( )r +1 -é  ñòðîêè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå, êàê è â ðàáîòàõ [3, 4], îïèñàí àëãîðèòì ñ öèêëè÷åñêèì
ðàñïðåäåëåíèåì è îáðàáîòêîé äàííûõ ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ ñ ëåíòî÷íîé ñèììåò-
ðè÷íîé ìàòðèöåé, êîãäà â êàæäîì ïðîöåññîðå õðàíÿòñÿ íå îòäåëüíûå ñòðîêè,
à ïîëîñû èç s ïîäðÿä èäóùèõ ñòðîê. Ñîîòâåòñòâåííî îïåðàöèè ñ îòäåëüíûìè
ýëåìåíòàìè ìàòðèöû çàìåíÿþòñÿ îïåðàöèÿìè ñ áëîêàìè ðàçìåðà s s´ .

Ïóñòü ãèáðèäíûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è AX B= ðåàëèçó-
åòñÿ íà p ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ è òàêîì æå êîëè÷åñòâå CPU, âèðòóàëüíûå
ñâÿçè ìåæäó êîòîðûìè îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü ïåðåäà÷è äàííûõ èç îäíîãî
âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà â ëþáîå äðóãîå. Âû÷èñëèòåëüíûå óñòðîéñòâà èìå-
þò ëîãè÷åñêèå íîìåðà 0 1 1, , ,K p - . Ïðè ýòîì CPU ñ ëîãè÷åñêèì íîìåðîì i
îòâå÷àåò  çà  ðàáîòó  ñ  GPU,  êîòîðûé  èìååò  òàêîé  æå  ëîãè÷åñêèé  íîìåð.

Ïóñòü ëåíòî÷íàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A èìååò ïîðÿäîê n qs= , à ïîëóøè-
ðèíà ëåíòû m ls= , ãäå s — ïîðÿäîê áëîêà, êîòîðûé äîëæåí âûáèðàòüñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû áëîê ïîëíîñòüþ ïîìåùàëñÿ â êýø-ïàìÿòè êàê CPU, òàê è GPU.
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íàÿ, òî äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ äîñòàòî÷íî ðàññìàò-
ðèâàòü òîëüêî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû è òå ýëåìåíòû, êîòîðûå íàõîäÿò-
ñÿ ïîä íèìè. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà A ðàçáèâàåòñÿ íà êâàäðàòíûå áëîêè
ðàçìåðà s s´ :
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Àíàëîãè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ ìàòðèöû L (A LL= T ). Ïðè ýòîì

â õîäå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè íà ìåñòî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A áóäóò

ïîìåùàòüñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû L . Ýëåìåíòû èñõîäíîé ìàòðèöû ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî CPU
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ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ñõåìå õðàíåíèÿ: áëîê Aij õðàíèòñÿ â CPU ñ ëîãè÷åñêèì íîìåðîì

( )modi p-1 . Àíàëîãè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå äàííûõ ïðèìåíÿåòñÿ è ê ïëîòíîé ìàòðèöå B.

Ñõåìà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ. Ïóñòü íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå ÑËÀÓ ïîðÿäêà n ñ

q ïðàâûìè ÷àñòÿìè è ñ ëåíòî÷íîé (øèðèíà ëåíòû ðàâíà 2 1m+ ) ñèììåòðè÷íîé

ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé  ìàòðèöåé:

AX B= . (2)

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ïðÿìûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ, êàê
èçâåñòíî, ìåòîä Õîëåöêîãî [4], ñîãëàñíî êîòîðîìó ðåøåíèå ñèñòåìû ñîñòîèò èç
ñëåäóþùèõ  òðåõ  ïîäçàäà÷:

• ôàêòîðèçàöèÿ  èñõîäíîé  ìàòðèöû  ñèñòåìû:

A LL= T ; (3)

• ðåøåíèå  ÑËÀÓ  ñ  íèæíåé  òðåóãîëüíîé  ìàòðèöåé:

LY B= ; (4)

• ðåøåíèå  ÑËÀÓ  ñ  âåðõíåé  òðåóãîëüíîé  ìàòðèöåé:

L X YT = . (5)

Àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû. Àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ñîñòîèò èç q

øàãîâ, íà i-ì øàãå âû÷èñëÿþòñÿ áëîêè ìàòðèöû L â i-ì ñòîëáöå. Áóäåì íàçûâàòü

CPU è GPU âåäóùèìè íà äàííîì øàãå, åñëè áëîêè Aii è Lii íàõîäÿòñÿ â èõ ïàìÿòè.

Íà i-ì øàãå àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè òðåáóþòñÿ òîëüêî òå áëîêè, êîòîðûå
íàõîäÿòñÿ â i-ì ñòîëáöå è â ñëåäóþùèõ çà íèì l-õ ñòîëáöàõ [5]. Èç ðàçáèåíèÿ ìàò-
ðèöû (1) âèäíî, ÷òî â êàæäîì ñòîëáöå íàõîäèòñÿ íå áîëüøå, ÷åì l +1 áëîê. Òàêèì
îáðàçîì, íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà äîñòàòî÷íî õðàíèòü â ïàìÿòè GPU íå áîëåå

( )l +1 2 áëîêîâ. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ áëîêîâ ìàòðèö A è L , íàõîäÿùèõñÿ â ïàìÿòè

GPU,  áóäåì  èñïîëüçîâàòü  âåðõíèé  èíäåêñ d .
Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîâîäèòñÿ êîïèðîâàíèå áëîêîâ ìàòðè-

öû A , êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ïåðâûõ l +1 ñòîëáöàõ, â ïàìÿòü GPU. Áëîê Aij êîïè-
ðóåòñÿ â GPU ñ íîìåðîì ( )i p-1 mod .

Äëÿ êàæäîãî i-ãî ñòîëáöà, i q=1, , íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå øàãè:

1. LLT -ôàêòîðèçàöèÿ áëîêà Aii íà âåäóùåì CPU, èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íûé  àëãîðèòì:
A L Lii ii ii= T . (6)

2. Ïåðåñûëêà áëîêà Lii èç âåäóùåãî GPU â ïàìÿòü âñåõ îñòàëüíûõ GPU.

3. Âû÷èñëåíèå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ GPU áëîêîâ L ji
d , ãäå j i i l q= + +1, min( , ) ,

ïî  ôîðìóëå
L A Lji

d
ji
d

ii
d= -( ) 1. (7)

4. Àñèíõðîííîå îáíîâëåíèå áëîêîâ A jt
d , èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå GPU,

ãäå j i i l q= + +1, min( , ) , t j i l q= +, min( , ) è t j p- º 0 ( )mod ,  ïî  ôîðìóëå

A A L Ljt
d

jt
d

ji
d

ti
d¬ - ( )T . (8)

5. Êàæäûé CPU âûïîëíÿåò ðàññûëêó âû÷èñëåííûõ íà òðåòüåì øàãå áëîêîâ
âñåì  îñòàëüíûì  âû÷èñëèòåëüíûì  óñòðîéñòâàì.

6. Îáíîâëåíèå ïî ôîðìóëå (8) áëîêîâ A jt
d , ãäå j i i l q= + +1, min( , ) ,

t j i l q= +, min( , ) è t j- íå  äåëèòñÿ  íà p ,  íà  ñîîòâåòñòâóþùèõ  GPU.

7. Åñëè i l q+ + <2 , òî âûïîëíÿåì àñèíõðîííîå êîïèðîâàíèå âñåõ áëîêîâ ìàò-
ðèöû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ñòîëáöå i l+ +2 , â ïàìÿòü ñîîòâåòñòâóþùèõ GPU.

8. CPU ñ ëîãè÷åñêèì íîìåðîì i pmod âûïîëíÿåò ñèíõðîíèçàöèþ âû÷èñëå-

íèÿ  áëîêà A
i i
d
+ +1 1

.
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9.  Êîïèðîâàíèå  áëîêà A
i i
d
+ +1 1

â  ïàìÿòü  ñîîòâåòñòâóþùåãî  CPU.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå t j p- º 0 ( )mod íà øàãå 4 àëãîðèòìà îçíà÷àåò, ÷òî âñå
áëîêè, íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (8), íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì
æå GPU. À íà øàãå (6) ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå ïàðû èíäåêñîâ, ðàçíîñòü êîòî-
ðûõ íå äåëèòñÿ íà p ; çíà÷èò, íåîáõîäèìûå áëîêè áûëè ïîëó÷åíû ïðè ðàññûëêå
íà  øàãå  (5).

Ðåøåíèå ÑËÀÓ ñ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. Ðåøåíèå çàäà÷ (4) è (5),

êàê è ôàêòîðèçàöèÿ, âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì p ïðîöåññîðîâ è p

ãðàôè÷åñêèõ  óñêîðèòåëåé.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) âî ìíîãîì àíàëîãè÷íà âû÷èñëè-
òåëüíîé ñõåìå àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìàòðèöû Y áóäóò çà-

ïèñûâàòüñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû B. Äëÿ êàæäîãî i q=1,

âûïîëíÿþòñÿ  ñëåäóþùèå  øàãè.

1. Âåäóùèé ïðîöåññîð âûïîëíÿåò ðàññûëêó äèàãîíàëüíîãî áëîêà Lii
d âñåì GPU.

2. Âûïîëíÿåòñÿ ðåøåíèå ÑËÀÓ ñ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé áëîêîâ Lii
d

è  ïðàâîé  ÷àñòüþ  ìàòðèöû B
ik
d ,  ãäå k q=1, ,  íà  âñåõ  GPU:

L Y Bii
d

ik
d

ik
d= . (9)

3. Êàæäûé CPU âûïîëíÿåò ðàññûëêó ïðèíàäëåæàùèõ åìó áëîêîâ Lij
d , ãäå

j i i l p= + +1, min ( , ) ,  âñåì  îñòàëüíûì  GPU.

4. Êàæäûé CPU âûïîëíÿåò ðàññûëêó ïðèíàäëåæàùèõ åìó áëîêîâ Y ij
d âñåì

îñòàëüíûì  GPU.

5. Îáíîâëåíèå ìàòðèö B
jk
d , ãäå j i i l p= + +1, min ( , ) , k q=1, , íà ñîîòâåòñòâó-

þùèõ  GPU  ïî  ôîðìóëå
B B L Y

jk
d

jk
d

ji
d

ik
d¬ - .

Ðåøåíèå ÑËÀÓ ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. Ðàññìîòðèì âû÷èñëè-
òåëüíóþ ñõåìó çàäà÷è (5). Ýëåìåíòû ìàòðèöû X áóäóò çàïèñûâàòüñÿ â ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû Y . Äëÿ êàæäîãî i îò q äî åäèíèöû âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå  øàãè.

1. Âåäóùèé ïðîöåññîð âûïîëíÿåò ðàññûëêó äèàãîíàëüíîãî áëîêà Lii
d âñåì GPU.

2. Âûïîëíÿåòñÿ ðåøåíèå ÑËÀÓ ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ( )Lii
d T è

ïðàâîé  ÷àñòüþ Y
ik
d ,  ãäå k q=1, ,  íà  ñîîòâåòñòâóþùèõ  GPU:

( )L X Yii
d

ik
d

ik
dT = .

3. Êàæäûé CPU âûïîëíÿåò ïåðåñûëêó ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ìàòðèöû X
ik
d

âñåì  îñòàëüíûì  GPU.

4. Îáíîâëåíèå ìàòðèö Y
kj
d , ãäå j i l i= - +min ( , ),1 1 , k q=1, , ïî ôîðìóëå

Y Y L X
kj
d

kj
d

ij
d

ik
d¬ - ( )T . (10)

Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèÿ íà øàãå 4 áóäóò ïðîâîäèòüñÿ íà âñåõ GPU, à êàæäàÿ ìàò-

ðèöà Y
kj
d áóäåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî â GPU ñ ëîãè÷åñêèì íîìåðîì ( ) modk p-1 .

Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè. Ñëîæíîñòü ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû

ñèñòåìû (3) íàìíîãî ïðåâûøàåò ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì (4) è (5),

ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû ÑËÀÓ.

Îáîçíà÷èì tC è tG âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè ñî-
îòâåòñòâåííî íà CPU è GPU. Ïóñòü êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, êîòî-
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ðîå ìîæåò âûïîëíÿòü GPU îäíîâðåìåííî, ðàâíî no . Ïîñêîëüêó GPU ðåàëèçóåò
àðõèòåêòóðó SIMD, òî ñðåäíåå âðåìÿ, çàòðà÷åííîå îäíèì GPU íà âûïîëíåíèå Q
îäíîðîäíûõ  àðèôìåòè÷åñêèõ  îïåðàöèé,  ìîæíî  îöåíèòü  âåëè÷èíîé Q no/ .

Ïóñòü îáùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè ðàâíî M íà
øàãå 1, ðàâíî N íà øàãå 3, ðàâíî K íà øàãå 4, ðàâíî P íà øàãå 7. Íà îñòàëüíûõ ýòà-
ïàõ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèé íå ïðîâîäèòñÿ. Äëÿ ýòèõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-
ùèå îöåíêè:

M
s

O s= +
3

2

3
( ) , N ms= 2 , K ms

m sp

p
=

+
, P m s

p

p
=

-2 1
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðåìÿ ïåðåñûëêè îäíîãî áëîêà ìåæäó äâóìÿ GPU ðàâíî
tB . Åñëè äëÿ ðàññûëêè äàííûõ îò îäíîãî GPU âñåì îñòàëüíûì ïðîöåññîðàì èñ-
ïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì «äåðåâà» [7], òî îáùåå âðåìÿ ìóëüòèðàññûëêè íà øàãå 2 àë-
ãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè ìîæíî îöåíèòü âûðàæåíèåì t pB log 2 . Àíàëîãè÷íî äëÿ
øàãà 5 àëãîðèòìà îáùåå âðåìÿ ìóëüòèðàññûëêè îöåíèì êàê lt pB log 2 . Íà øàãàõ
2 è 9 àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè âûïîëíÿåòñÿ êîïèðîâàíèå áëîêà ìåæäó CPU è
GPU. Îáîçíà÷èì ñóììàðíîå âðåìÿ ýòèõ îïåðàöèé tI . Âðåìÿ íà âûïîëíåíèå êîïè-
ðîâàíèÿ íà øàãå 7 àëãîðèòìà ìîæíî íå ó÷èòûâàòü, òàê êàê ýòî êîïèðîâàíèå
áóäåò  ïðîõîäèòü  íà  ôîíå  âû÷èñëåíèé.

Ïóñòü T1 è Tp - âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãî-
ðèòìà è àëãîðèòìà ñ p ãðàôè÷åñêèìè ïðîöåññîðàìè. Òîãäà èìååì ñëåäóþùèå
îöåíêè:

T q
s

t
ms

n
t

ms m s

n
t tC

o
G

o
G I1

3 2

3
= + +

+
+

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

( )
, (11)

T q Mt
N

pn
t

K

pn
t lt p

P

pn
t tp C

o
G

o
G B

o
G= + +

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ + +max , log 2 I

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ . (12)

Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, âðåìÿ îáìåíà tI è âðåìÿ ôàêòîðèçàöèè
s

tC

3

3
äèà-

ãîíàëüíîãî áëîêà, êàê ïðàâèëî, íàìíîãî ìåíüøå îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ â ôîðìó-
ëàõ (11) è (12). Ïðåíåáðåãàÿ ýòèìè âðåìåíàìè, ïîëó÷àåì îöåíêè óñêîðåíèÿ è ýô-
ôåêòèâíîñòè  àëãîðèòìà:

S
T

T

p
K

pn
lt p

p m s

s m
p

p

pn

s t
t

p
p

o
B

o

G

B

= @

³

+

+
-

+

1

2

2

2

1

, log ,

( )

log

, log

2

2

p

K

pn
lt p

o
B<

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

,

E
S

p

K

pn
lt p

m s

s m
p

p

pn

s t
t

p
p

o
B

o

G

B

= @

³

+

+
-

+

1

2

1

2

2 2

, log ,

( )

log p

K

pn
lt p

o
B, log<

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

2
.

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Îïè-
ñàííûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ëåíòî÷íîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðè-
öåé ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììíîé ñðåäå MPI íà êëàñòåðå Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè èìå-
íè Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû [11]. Äëÿ âû÷èñëåíèé íà GPU èñïîëüçîâàëèñü
òåõíîëîãèÿ CUDA è óçëû êëàñòåðà ñ ìíîãîÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè CPU Intel(R)
Xeon(R) X5675 @ 3.07GHz è ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè GPU Tesla M2050.

Ïðè ðåàëèçàöèè ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè
áèáëèîòåêè cuBLAS. Äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (6) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíê-
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öèþ cublasDtrsm, à äëÿ ôîðìó-
ëû (8) — cublasDgemm. Äëÿ àñèí-
õðîííîãî çàïóñêà ýòèõ ôóíêöèé è
ëó÷øåé óòèëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ
ðåñóðñîâ GPU öåëåñîîáðàçíî âûçû-
âàòü ýòè ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ äîïîë-
íèòåëüíûå ïîòîêè CUDA. Òàêèì îá-
ðàçîì, îïåðàöèÿ ñèíõðîíèçàöèè íà
øàãå 8 àëãîðèòìà è âû÷èñëåíèÿ íà
CPU íà øàãå 1 àëãîðèòìà áóäóò âû-
ïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëå-
íèÿìè ïî ôîðìóëå (8).

Â öåëÿõ ýêîíîìèè îïåðàòèâíîé

ïàìÿòè êàæäîãî CPU ýëåìåíòû ìàòðèöû L, êîòîðûå õðàíÿòñÿ â êàæäîì CPU, áó-
äóò ïåðåçàïèñûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû èñõîäíîé ìàòðèöû A, êîòîðûå
ïîñëå  ôàêòîðèçàöèè  íå  ñîõðàíÿþòñÿ.

Íà ðèñ. 1, à ïîêàçàí ãðàôèê ïðîèçâîäèòåëüíîñòè àëãîðèòìà, èçìåðÿåìîé
â Gflops, â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû âûáðàííîãî áëîêà äëÿ ðàçíîãî êîëè÷åñòâà
GPU äëÿ ìàòðèöû ÑËÀÓ ïîðÿäêà 1151112, ïîëóøèðèíà ëåíòû 5357, a íà
ðèñ. 1, á —  äëÿ  ìàòðèöû  ÑËÀÓ  ïîðÿäêà  1438890,  ïîëóøèðèíà  ëåíòû  6693.

Ïðåäñòàâëÿåò òàêæå èíòåðåñ ñðàâíåíèå ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà è ïàðàëëåëü-
íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ìíîãîÿäåðíûõ êîìïüþòåðîâ. Íà ðèñ. 2 äàí ãðàôèê çàâèñè-
ìîñòè óñêîðåíèÿ (ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà äâóõ è òðåõ GPU) ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà
ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàëëåëüíîìó àëãîðèòìó, ïðåäñòàâëåííîìó â áèáëèîòåêå Intel
MKL, îò êîëè÷åñòâà ÿäåð CPU äëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà 1151112 ñ ïîëóøèðèíîé
ëåíòû,  ðàâíîé  5357.

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ  ÐÅÆÈÌÀ  ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ  ×ÅÐÍÈÃÎÂÑÊÎÃÎ
ÌÅÑÒÎÐÎÆÄÅÍÈß  ÏÎÄÇÅÌÍÛÕ  ÂÎÄ

Ñîãëàñíî âûïîëíåíèþ ðàáîò ïðîãðàììû «Ñòðàòåãè÷åñêèå ìèíåðàëüíûå ðåñóð-
ñû Óêðàèíû» è ðàáîò îáùåãî ïðîåêòà Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû
è IIASA Èíñòèòóòîì êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì.  Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû ñîâìåñ-
òíî ñ Èíñòèòóòîì ãåîëîãè÷åñêèõ íàóê ÍÀÍ Óêðàèíû áûëî âûïîëíåíî ìîäå-
ëèðîâàíèå ðåæèìà ôèëüòðàöèè ×åðíèãîâñêîãî ìåñòîðîæäåíèÿ ïîäçåìíûõ âîä
(ñîñòàâëÿþùàÿ ðàáîò ïî óòî÷íåíèþ çàïàñîâ ïîäçåìíûõ âîä). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ÑËÀÓ ÌÊÝ áûë èñïîëüçîâàí êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé ðåøàòåëü Íàäðà–3D, à äëÿ
íàõîæäåíèÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì äëÿ ãèáðèä-
íûõ  êîìïüþòåðîâ  ñ  ãðàôè÷åñêèìè  óñêîðèòåëÿìè.

Ìîäåëü ãåîëîãè÷åñêîé ñðåäû ×åðíèãîâñêîãî ìåñòîðîæäåíèÿ ïîäçåìíûõ
âîä. Ñëåäóÿ ïðåäëîæåííîé ñïåöèàëèñòàìè-ãåîëîãàìè ìîäåëè èç [8], ìàññèâ ãåî-
ëîãè÷åñêîé ñðåäû ×åðíèãîâñêîãî ìåñòîðîæäåíèÿ ïîäçåìíûõ âîä ðàññìàòðèâàåò-
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Ðèñ.  1.  Çàâèñèìîñòü  ïðîèçâîäèòåëüíîñòè  àëãîðèòìà  äëÿ  2  GPU  è  3  GPU  îò  ðàçìåðà  áëîêà

à á

Ðèñ.  2.  Ãðàôèê  óñêîðåíèÿ  ãèáðèäíîãî  àëãîðèòìà



ñÿ êàê ýòàæíàÿ âîäîíîñíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ïÿòè ñëîåâ — òðåõ âîäîíîñíûõ
ãîðèçîíòîâ, ðàçäåëåííûõ äâóìÿ âîäîóïîðàìè (ñëàáîïðîíèöàåìûìè ñëîÿìè). Ðàç-
ìåðû  ìîäåëè  â  ïëîñêîñòè  ñîñòàâëÿþò 184 222´ êì.

Êàæäûé ñëîé ïîðîä ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûì ìàññèâîì, ïðåäñòàâëåí-
íûì â ìîäåëè îáúåäèíåíèåì îáëàñòåé ñ îäèíàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ôèëüòðà-
öèè. Íà ðèñ. 3, à ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå òàêèõ îáëàñòåé äëÿ ñåíîìàíñêîãî âîäî-
íîñíîãî ãîðèçîíòà. Íà êðîâëå ÷åòâåðòè÷íîãî âîäîíîñíîãî ãîðèçîíòà çàäàíû çíà-
÷åíèÿ èíôèëüòðàöèè, à òàêæå óñëîâèÿ 1-ãî ðîäà â óçëàõ, îòâå÷àþùèõ ðóñëàì
ðàçâåòâëåííîé ðå÷íîé ñåòè (ðèñ. 3, á). Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé íà áîêîâûõ
ïîâåðõíîñòÿõ âîäîíîñíûõ ñëîåâ çàäàíû ïîñòîÿííûå âî âðåìåíè çíà÷åíèÿ
ïüåçîìåòðè÷åñêèõ íàïîðîâ. Íà ñåâåðî-âîñòî÷íîé ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ýòè
çíà÷åíèÿ  ïðèíÿòû  140  ì,  íà  þãî-çàïàäíîé  ãðàíèöå  —  110  ì.

Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ âîäîóïîðîâ è ÷àñòè áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé âîäîíîñíûõ ãî-
ðèçîíòîâ çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ 2-ãî ðîäà Q = 0 (óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ðàñõîäà ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü), íà ïîäîøâå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè òàêæå ïðèíÿòî óñëîâèå íåïðîíèöàåìîñòè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè âîäû. Ïðåäñòàâèì ãåîëîãè÷åñêóþ ñðåäó

â âèäå îáúåäèíåíèÿ îáëàñòåé W i ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ôèëüòðàöèè k i

(ì/ñóò): W W= È
i

i . Ïðèìåì ãèïîòåçó, ñîãëàñíî êîòîðîé â êàæäîé èç ýòèõ îáëàñòåé ôè-

ëüòðàöèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Äàðñè; òîãäà äëÿ êàæäîé W i ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå
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ãäå x x y z= ( , , ) , h x t( , ) — ïüåçîìåòðè÷åñêèé íàïîð (ì), k k kxi yi zi, , — êîýôôè-
öèåíòû ôèëüòðàöèè îáëàñòè W i (ì/ñóò); f i — âîäîîòáîð/âîäîñáðîñ íà åäèíè-
öó îáúåìà çà åäèíèöó âðåìåíè (1/ñóò); h i — êîýôôèöèåíò óïðóãîåìêîñòè
ïîðîäû (1/ì) (çíà÷åíèå h ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü èç ñîîòíîøåíèÿ h / a= k ,
a —  êîýôôèöèåíò  ïüåçîïðîâîäíîñòè  (ì2/ñóò)).

Íà ãðàíèöå êîíòàêòà äâóõ òàêèõ îáëàñòåé g ij i j i j= ¶ Ç¶ ¹W W , , ñïðàâåäëè-
âû  óñëîâèÿ  èäåàëüíîãî  êîíòàêòà:

[ ] , ( , ) ( , ]h x t Tij= Î ´0 0g ;
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x
n x x t Tm

m
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ij
¶

¶
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ù

û
ú = Î ´

=
å cos ( , ) , ( , ) ( , ]

1

3

0 0g ,

ãäå n — íîðìàëü ê ãðàíèöå êîíòàêòà g ij , xm — m-ÿ îñü äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò.
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Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ôèëüòðàöèè äëÿ ñåíîìàíñêîãî âîäîíîñíîãî ãîðèçîíòà (à);
ñåòêà  ïîâåðõíîñòíûõ  ðåê  ×åðíèãîâñêîãî  ðåãèîíà  (á)

à á



Íà ó÷àñòêå ãðàíèöû G W1 Î¶ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ j( , )x t (â ìåòðàõ) ïüåçîìåò-
ðè÷åñêèõ  íàïîðîâ  (çàäàíû  êðàåâûå  óñëîâèÿ  ïåðâîãî  ðîäà):

h x t x t T= Î ´j( , ), ( , ) ( , ]G1 0 .

Íà ó÷àñòêå ãðàíèöû G W2 Î¶ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ðàñõîäà b (ì/ñóò) ÷åðåç åäè-
íèöó  ïëîùàäè  (çàäàíû  êðàåâûå  óñëîâèÿ  âòîðîãî  ðîäà):

k
h

x
n x x t Tm
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m
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=
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2 0b G .

Íà ó÷àñòêàõ ãðàíèöû G W3 Î¶ , çàíÿòûõ âîäîåìàìè, ïðèìåì óñëîâèÿ òðåòüå-
ãî  ðîäà  (óñëîâèÿ  Íüþòîíà):
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m
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u
â , ku — êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè äîííûõ èëîâûõ îòëî-

æåíèé âîäîåìà, mu — ìîùíîñòü (òîëùèíà) ñëîÿ äîííûõ èëîâûõ îòëîæåíèé,

hâ —  óðîâåíü  âîäû  â  âîäîåìå.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òàêæå íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ — ðàñïðå-
äåëåíèå  ïüåçîìåòðè÷åñêèõ  íàïîðîâ  íà  ìîìåíò  íà÷àëà  ìîäåëèðîâàíèÿ:

h x x x t( , ) ~ ( ), ,0 0= Î =j W .

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáû÷íî âû-
ñòóïàåò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ïî èñõîäíûì äàííûì íà
íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà âíåøíèìè íàãðóçêàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Äëÿ
×åðíèãîâñêîãî ìåñòîðîæäåíèÿ ïîäçåìíûõ âîä — ýòî äàííûå íà 1942 ã., êîãäà
ïðîìûøëåííûå  âîäîîòáîðû  ìîæíî  ñ÷èòàòü  íåñóùåñòâåííûìè.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ðåæèìà ôèëüòðàöèè äëÿ
×åðíèãîâñêîãî ìåñòîðîæäåíèÿ ïîäçåìíûõ âîä ðåøàëàñü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ [9] c ïîìîùüþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøàòåëÿ Íàäðà–3D [10]. Ðàñ÷åòíûå
ñåòêè òåòðàýäðàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñòðîèëèñü äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè ðå-
ãèîíà (ðèñ. 4) ñ ó÷åòîì ãåîìåòðèè çàëåãàíèÿ ñëîåâ ïîðîä, çîí èçìåíåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ  â  ïðåäåëàõ  êàæäîãî  ñëîÿ,  êîíôèãóðàöèè  ñåòè  ïîâåðõíîñòíûõ  ðåê.

Îñîáåííîñòü ïîñòðîåííîé ìîäåëè — áîëåå äåòàëüíûé, ÷åì ïîçâîëÿëè êîíå÷-
íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû, ó÷åò ðàçâåòâëåííîé ðå÷íîé ñåòè ðåãèîíà. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ýòî ïîçâîëÿåò òî÷íåå ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà ðåæèì ïèòàíèÿ
ïîäçåìíûõ âîä, à ñîîòâåòñòâåííî — íà èõ çàïàñû. Ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíÿëîñü äëÿ
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Ðèñ.  4.  Ãåîìåòðè÷åñêàÿ  ìîäåëü  ãåîëîãè÷åñêîé  ñðåäû  ðåãèîíà



ðàñ÷åòíûõ ñåòîê ðàçëè÷íîé äåòàëüíîñòè (îò 400 òûñ. äî 1.5 ìëí íåèçâåñòíûõ) ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êëàñòåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ ÑÊÈÒ Èíñòèòóòà êèáåðíå-
òèêè èìåíè Â.Ì.  Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû. Öåëüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå
òî÷íîå, ÷åì ñóùåñòâóþùåå â íàñòîÿùåå âðåìÿ îïèñàíèå âëèÿíèÿ èíôèëüòðàöèè íà
êðîâëå ðåãèîíà íà ðåæèì ôèëüòðàöèè ïîäçåìíûõ âîä ìåñòîðîæäåíèÿ. Íà ðèñ. 5
ïðèâåäåíû èçîëèíèè ïüåçîìåòðè÷åñêèõ íàïîðîâ äëÿ ñåíîìàíñêîãî âîäîíîñíîãî ãî-
ðèçîíòà, ðàññ÷èòàííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíôèëüòðàöèè. Êàê âèäèì, ìîäåëü
ïîçâîëÿåò îöåíèòü çàâèñèìîñòü ðîñòà ïüåçîìåòðè÷åñêèõ íàïîðîâ âíóòðè âîäîíîñíî-
ãî ñëîÿ îò óâåëè÷åíèÿ èíôèëüòðàöèîííîãî ïèòàíèÿ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ëåíòî÷íîé ñèììåòðè÷íîé ïî-
ëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé íà ìíîãîÿäåíûõ êîìïüþòåðàõ ñ ãðàôè÷åñêèìè
óñêîðèòåëÿìè ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî (â äåñÿòêè ðàç) óìåíüøèòü âðåìÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà áîëüøèõ ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (ñ êîëè÷åñòâîì íåèçâåñòíûõ ïîðÿäêà 10 106 12- ).
Ýòî îñîáåííî ñóùåñòâåííî äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ðåãèîíàëüíîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîöåññîâ â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñðåäàõ.
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