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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí ìîäèôèöèðîâàííûé ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä ñ äèíàìè÷åñêîé
ðåãóëèðîâêîé âåëè÷èíû øàãà äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ìîíîòîííûìè îïå-
ðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðåí âàðèàíò ìåòîäà äëÿ
ïîèñêà ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé êâàçèíå-
ðàñòÿãèâàþùåãî îïåðàòîðà. Äîêàçàíà ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ áåç ïðåäïîëîæåíèÿ
î ëèïøèöåâîñòè îïåðàòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, ìîíîòîííûé îïåðàòîð, ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä, ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìíîãèå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìîæíî çàïè-
ñàòü â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ [1–4]. Ðåøåíèå ýòèõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì ïðèêëàäíîãî íåëèíåéíîãî àíà-
ëèçà. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî ìåòîäîâ [5–34], â ÷àñòíîñòè
ïðîåêöèîííîãî òèïà (èñïîëüçóþùèõ îïåðàöèþ ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî).

Èçâåñòíî, ÷òî â çàäà÷àõ ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè èëè ðàâíîâåñèÿ Íýøà äëÿ
ñõîäèìîñòè íàèáîëåå ïðîñòîãî ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà (àíàëîãà ìåòîäà ïðîåêöèè
ãðàäèåíòà) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñèëåííûõ óñëîâèé ìîíîòîííîñòè [6, 7].
Â ñëó÷àå èõ íåâûïîëíåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü íåñêîëüêî ïîäõîäîâ, îäèí èç êîòî-
ðûõ ñîñòîèò â ðåãóëÿðèçàöèè èñõîäíîé çàäà÷è ñ öåëüþ ïðèäàòü åé òðåáóåìîå
ñâîéñòâî [5]. Ñõîäèìîñòü áåç ìîäèôèêàöèè çàäà÷è îáåñïå÷èâàåòñÿ â èòåðàöèîí-
íûõ ìåòîäàõ ýêñòðàãðàäèåíòíîãî òèïà, âïåðâûå ïðåäëîæåííûõ Ã.Ì. Êîðïåëåâè÷
â [21]. Èññëåäîâàíèå ýòèõ ìåòîäîâ ïðîâîäèëîñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [22–34]. Äëÿ
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è çàäà÷ ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäëàãàëèñü
ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà Êîðïåëåâè÷ ñ îäíèì ìåòðè÷åñêèì ïðîåêòèðîâàíèåì íà
äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî [27, 28]. Â ýòèõ òàê íàçûâàåìûõ ñóáãðàäèåíòíûõ ýêñòðàãðàäè-
åíòíûõ àëãîðèòìàõ è àëãîðèòìå Êîðïåëåâè÷ ïåðâûå ýòàïû èòåðàöèè ñîâïàäàþò,
à äàëåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ âìåñòî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà äî-
ïóñòèìîå ìíîæåñòâî îñóùåñòâëÿþò ïðîåêòèðîâàíèå íà íåêîòîðîå îïîðíîå äëÿ äî-
ïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ïîëóïðîñòðàíñòâî. Â ðàáîòàõ [27, 28] äîêàçàíà ñëàáàÿ ñõî-
äèìîñòü ïîðîæäåííûõ ñóáãðàäèåíòíûì ýêñòðàãðàäèåíòíûì àëãîðèòìîì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ê íåêîòîðîìó ðåøåíèþ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà. Î÷åâèäíûì
íåäîñòàòêîì àëãîðèòìà, çàòðóäíÿþùèì åãî øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå, ÿâëÿåòñÿ
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êîíñòàíòà Ëèïøèöà îïåðàòîðà èçâåñòíà èëè äîïóñêàåò
ïðîñòóþ îöåíêó. Êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îïåðàòîðû ìîãóò íå óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèþ Ëèïøèöà. Çàìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî àëãîðèòìàì ðåøå-
íèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ðàññìîòðåíû èìåííî ëèïøèöåâû îïåðàòîðû.

Â íàñòîÿùé ñòàòüå ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ cóáãðàäèåíòíîãî ýêñòðàãðàäè-
åíòíîãî àëãîðèòìà ñ äèíàìè÷åñêîé ðåãóëèðîâêîé âåëè÷èíû øàãà äëÿ âàðèàöèîí-
íûõ íåðàâåíñòâ ñ ìîíîòîííûì íåëèïøèöåâûì îïåðàòîðîì è äîêàçàíà åå ñõîäè-
ìîñòü. Èñïîëüçóåìàÿ ðåãóëèðîâêà âåëè÷èíû øàãà îïèñàíà â [22, 23]. Òàêæå ðàñ-
ñìîòðåíû âàðèàíòû ìåòîäà äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ èëè îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé ñ àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé î ðåøåíèè, çàäàííîé â âèäå ìíîæåñòâà
íåïîäâèæíûõ òî÷åê êâàçèíåðàñòÿãèâàþùåãî îïåðàòîðà.
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Âñþäó äàëåå H — äåéñòâèòåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì ( , )� � è ïîðîæäåííîé íîðìîé | | | |� . Ïóñòü C — íåïóñòîå ïîä-

ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà H , A — îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â H . Ðàññìîòðèì âà-

ðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî:

íàéòè x C� : ( , )Ax y x� � 0 � �y C, (1)

ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîãî îáîçíà÷èì VI A C( , ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

� ìíîæåñòâî C H	 — âûïóêëîå è çàìêíóòîå;

� îïåðàòîð A H H: 
 — ìîíîòîííûé, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûé íà îãðàíè-

÷åííûõ ìíîæåñòâàõ è îòîáðàæàþùèé îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â îãðàíè÷åííûå;

� ìíîæåñòâî VI A C( , ) íåïóñòîå.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè dim H � �, òî äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü îò îïåðàòîðà A ìîíî-

òîííîñòè è íåïðåðûâíîñòè.

Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ïóñòü PC — îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòè-

ðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî C, ò.å. P xC — åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà C
ñî ñâîéñòâîì | | | | min | | | |P x x z xC

z C

� 
 �
�

. Ïîëåçíû ñëåäóþùèå õàðàêòåðèçàöèè ýëå-
ìåíòà P xC :

y P x y CC
 � � è ( , )y x z y� � � 0 � �z C, (2)

y P x y CC
 � � è | | | | | | | | | | | |y z x z y x� � � � �2 2 2 � �z C. (3)

Èç íåðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî x VI A C� ( , ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x P x AxC
 �( )� , ãäå � � 0 [1].

Åñëè îïåðàòîð A H H: 
 ìîíîòîííûé è íåïðåðûâíûé, à ìíîæåñòâî

C H	 âûïóêëîå è çàìêíóòîå, òî x VI A C� ( , ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x C�
è ( , )Ay y x� � 0 äëÿ âñåõ y C� [1]. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî VI A C( , ) âûïóêëîå

è çàìêíóòîå.

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð T H H: 
 íàçûâàþò êâàçèíåðàñòÿãèâàþùèì, åñëè

F T x H Tx x( ) :
 � 
 ��{ } è | | | | | | | |Tx y x y� � � äëÿ âñåõ x H� , y F T� ( ) [7, 35]. Çà-

ìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê F T( ) êâàçèíåðàñòÿãèâàþùåãî îïå-

ðàòîðà çàìêíóòîå è âûïóêëîå [7, 35]. Îïåðàòîð S C H: 
 íàçûâàþò äåìèçàìêíó-

òûì â y H� , åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê x Cn� èç x xn 
 ñëàáî è

Sx yn 
 ñèëüíî ñëåäóåò Sx y
 [7]. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåðàñòÿãèâàþùåãî îïåðà-

òîðà T C H: 
 îïåðàòîð I T� äåìèçàìêíóò â íóëå [7].

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåì èçâåñòíóþ ëåììó Îïÿëà.

Ëåììà 1 [36]. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xn ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâà H ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x H� . Òîãäà äëÿ âñåõ y H x� \ { } èìååì
lim | | | | lim | | | |

n
n

n
nx x x y


� 
�
� � � .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ t x P x tAxC� | | ( )| |� � , t ��, èìåþùóþ ñëåäóþùåå ïî-
ëåçíîå ñâîéñòâî.

Ëåììà 2. Äëÿ x H� è � �� � 0 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

| | ( )| | | | ( )| |x P x Ax x P x AxC C� �
�

� ��

�

�

�
,

| | ( )| | | | ( )| |x P x Ax x P x AxC C� � � � �� � .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì x P x AxC� �
 �( ), x P x AxC� �
 �( ). Èç (2) ñëåäóåò

x x Ax
x x�

� �
�

�

� �
�

�

�
��

�

�
�� �, 0,

x x Ax
x x

�
� �

�

�

� �
�

�

�
�
�

�

�
�
�
�, 0.

Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

0 �
�

�
�

�
�

�
�
�

�

�
�
�



�
�

�
� � �

x x x x
x x

x x x x
x x x� �

� �
� �

�
� � � �

, , ( ) ( x� )
�

�
�
�

�

�
�
�

.

Îòêóäà

0 2 2� � � � � � � � � �| | | | | | | | | | | | | | | | | |x x x x x x x x x x� � � � �
�

�

�

�
| | | | | |x x� � .

Ñëåäîâàòåëüíî,
0 � � � �

�

�
��

�

�
�� � � �| | | | | | | | (| | | | | | | | )x x x x x x x x� � � �

�

�
.

Îòêóäà ñëåäóåò
| | | | | | | |x x x x� � � �� �

�

�
0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÝÊÑÒÐÀÃÐÀÄÈÅÍÒÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ

Äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà (1) ïðåäëàãàåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 1
Èíèöèàëèçàöèÿ. Çàäàåì ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû � � 0, ��( , )01 , ��( , )01 è ýëå-

ìåíò x H0 � .

Èòåðàöèîííûé øàã. Äëÿ x Hn � âû÷èñëÿåì y P x Axn C n n n
 �( )� , ãäå � n

ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ

j n j AP x Ax Ax P xj
C n

j
n n C n( ) min : | | ( ) | | | | (
 � � � � �{ 0 �� �� � �� j

n n

n
j n

Ax x) | |

.( )

�




�
�
�

��

},

� �� (4)

Åñëè y xn n
 , òî êîíåö, èíà÷å âû÷èñëÿåì x P x Ayn T n n nn� 
 �1 ( )� , ãäå
T z H x Ax y z yn n n n n n
 � � � � �{ }: ( , )� 0 .

Çàìå÷àíèå 2. Àëãîðèòì 1 — ìîäèôèêàöèÿ ðàññìîòðåííûõ â [27, 28] ñóáãðà-
äèåíòíûõ ýêñòðàãðàäèåíòíûõ àëãîðèòìîâ. Äèíàìè÷åñêàÿ ðåãóëèðîâêà âåëè÷èíû
øàãà (4) îïèñàíà â [22, 23].

ßñíî, ÷òî åñëè y xn n
 , òî xn ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó C è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî x P x Axn C n n n
 �( )�
ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

( , )x x Ax y xn n n n n� � � �� 0 � �y C.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåäóðà (4) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Ëåììà 3. Ïðàâèëî (4) âûáîðà ïàðàìåòðà � n êîððåêòíî, ò.å. j n( )� ��.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x VI A Cn � ( , ). Òîãäà x P x Axn C n n
 �( )� è j n( ) 
 0.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ x VI A Cn � ( , ) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ j�� âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

�� �� � ��j
C n

j
n n C n

j
n nAP x Ax Ax P x Ax x| | ( ) | | | | ( ) | |� � � � � .

Îòêóäà

lim | | ( ) | |
j

C n
j

n nP x Ax x

�

� � 
�� 0.

Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ

ñëåäóåò lim | | ( ) | |
j

C n
j

n nAP x Ax Ax

�

� � 
�� 0.
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Òàêèì îáðàçîì,

lim
| | ( ) | |

j

C n
j

n n

j

P x Ax x


�

� �



��

��
0. (5)

Ïîëîæèì y P x Axn
j

C n
j

n
 �( )�� . Èìååì

y x
x y Ax x yn

j
n

j n
j

n n
j�

�
�

�

�
�

�

�

�
�
� � �

��
, ( , ) 0 � �x C. (6)

Ñîâåðøèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â (6) ñ ó÷åòîì (5), ïîëó÷èì ( , )Ax x xn n� � 0

� �x C, ò.å. x VI A Cn � ( , ). Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

Çàìå÷àíèå 3. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3 íå èñïîëüçîâàëàñü ìîíîòîííîñòü
îïåðàòîðà A.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñëàáîé ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà.

ÑËÀÁÀß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ 1

Âíà÷àëå äîêàæåì âàæíîå íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå ðàññòîÿíèÿ îò ïîðîæäåí-
íûõ àëãîðèòìîì òî÷åê äî ìíîæåñòâà VI A C( , ).

Ëåììà 4. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )xn , ( )yn , ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìîì,

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

| | | | | | | | ( ) | | | |x z x z x yn n n n� � � � � � �1
2 2 2 21 � , (7)

ãäå z VI A C� ( , ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòå [28, äîêàçàòåëüñòâî ëåì-
ìû 3], ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

| | | | | | | | | | | | | | | |x z x z x y y xn n n n n n� �� � � � � � � �1
2 2 2

1
2

� � ��2 1� n n n n nAx Ay x y( , ). (8)

Ñëàãàåìîå 2 1� n n n n nAx Ay x y( , )� �� â (8) îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 21 1� �n n n n n n n n n nAx Ay x y Ax Ay x y( , ) | | | | | | | |� � � � � �� �

� � � � � � �� �2 1
2 2

1
2� �| | | | | | | | | | | | | | | |x y x y x y x yn n n n n n n n . (9)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (9) â (8), ïîëó÷àåì æåëàåìîå íåðàâåíñòâî (7). �

Çàìå÷àíèå 4. Îöåíèâ ñëàãàåìîå 2 1� n n n n nAx Ay x y( , )� �� â (8) èíà÷å, ïîëó-

÷èì ïîëåçíîå íåðàâåíñòâî

| | | | | | | | ( )| | | | ( )| |x z x z x y xn n n n n� �� � � � � � � � �1
2 2 2

11 1� � yn | | 2 , (10)

ãäå z VI A C� ( , ).

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn è ( )yn , ïîðîæäåííûå àëãîðèòìîì 1,

ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå z VI A C� ( , ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xn

ôåéåðîâñêàÿ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà VI A C( , ), ò.å.

| | | | | | | |x z x zn n� � � �1 � �n �, � �z VI A C( , ).

Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xn îãðàíè÷åííà.

Çàôèêñèðóåì íîìåð N �� è ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (7) äëÿ âñåõ íîìåðîâ
1 2, , ,� N . Ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì

| | | | | | | | ( ) | | | |x z x z x yn n n

n

N

�



� � � � � � 1
2

1
2 2 2

1

1 � . (11)
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Èç íåðàâåíñòâà (11) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà | | | |x yn n

n

� 2 . Òà-

êèì îáðàçîì,

lim | | | |
n

n nx y

�

� 
 0. (12)

Ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xnk
, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé

òî÷êå z H� . Òîãäà y znk

 ñëàáî è z C� . Ïîêàæåì, ÷òî z VI A C� ( , ).

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )� nk
íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )� nk
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ðàññìîòðèì âàðèàíò 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî � �nk
� äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ k è íåêîòîðîãî � � 0. Èìååì ( , )y x Ax x yn n n n nk k k k k
� � � �� 0 � �x C.

Îòêóäà, èñïîëüçîâàâ ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà A, âûâîäèì îöåíêó

0 �
� � �



� �

�
( , ) ( , )y x Ax x y y x x yn n n n n

n

n n n

n

k k k k k

k

k k k

k

�

� �

� � � � �( , ) ( , )Ax x y Ax x xn n n n nk k k k k

�
� �

� � � �
( , )

( , ) ( , )
y x x y

Ax x y Ax x x
n n n

n
n n n n

k k k

k

k k k k�
.

Ñîâåðøèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñ ó÷åòîì (12), ïîëó÷èì ( , )Ax x z� � 0� �x C.
Ñëåäîâàòåëüíî, z VI A C� ( , ).

Ðàññìîòðèì âàðèàíò 2. Ïóñòü lim
k nk
�


� 0. Ïîëîæèì z P x Axn C n n nk k k k

 �( )� ,

ãäå � � � �� �n n
j n

nk k

k

k

 
 � �� �1 1

0
( )

. Ïðèìåíèì ëåììó 2. Èìååì | | | |x zn nk k
� �

� � 

1

0
�

| | | |x yn nk k
.

Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )znk
îãðàíè÷åííà è z znk


 ñëàáî. Èç ðàâ-
íîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ ñëåäóåò
| | | |Ax Azn nk k

� 
 0, à èç íåðàâåíñòâà � �n n n n nk k k k k
Az Ax z x| | | | | | | |� � � ñëåäóåò

àñèìïòîòèêà
| | | |x zn n

n

k k

k

�



�
0.

(13)

Äàëåå èìååì ( , )z x Ax x zn n n n nk k k k k
� � � �� 0 � �x C. Îòêóäà âûâîäèì îöåíêó

0 �
� �

� � � �
( , )

( , ) ( , )
z x x z

Ax x z Ax x x
n n n

n
n n n n

k k k

k

k k k k�
.

Ñîâåðøèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñ ó÷åòîì (13), ïîëó÷èì ( , )Ax x z� � 0 � �x C,
îòêóäà z VI A C� ( , ).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî x zn 
 ñëàáî. Òîãäà èç (12) ñëåäóåò, ÷òî y zn 
 ñëàáî.
Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xmk

òà-
êàÿ, ÷òî x zmk


 ! ñëàáî è z z� !. ßñíî, ÷òî ! �z VI A C( , ). Ïðèìåíèì äâàæäû
ëåììó 1. Èìååì

lim | | | | lim | | | | lim | | | | li
n

n
k

n
k

nx z x z x z
k k
� 
� 
�

� 
 � � � ! 
 m || | |
n

nx z

�

� ! 



 � ! � � 
 �

� 
� 
�
lim | | | | lim | | | | lim | | | |

k
m

k
m

n
nx z x z x z

k k
,

÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, z z
 !. �

Çàìå÷àíèå 5. Ñëàáûé ïðåäåë z VI A C� ( , ) ïîðîæäåííîé àëãîðèòìîì 1 ôåéå-

ðîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn èìååò ñâîéñòâî P x zVI A C n( , ) 
 ñèëüíî [7].
Åñëè ìíîæåñòâî VI A C( , ) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì, òî xn 


 P xVI A C( , ) 0 ñèëüíî [7].
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Çàìå÷àíèå 6. Àñèìïòîòèêó (12) ìîæíî óòî÷íèòü äî ñëåäóþùåé:

lim | | | |
n

n nn x y

�

� 
 0. (14)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (14) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî | | | | /x y nn n� � �� 1 2 äëÿ íåêîòî-

ðîãî �� 0 è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðîâ n. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

| | | |x yn n

n

� 2 ðàñõîäèòñÿ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

ÂÀÐÈÀÍÒ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ 1 ÄËß ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ
Ñ ÀÏÐÈÎÐÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÅÉ

Ðàññìîòðèì âàðèàíò ìåòîäà äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåí-
ñòâà (1), ÿâëÿþùåãîñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé çàäàííîãî îïåðàòîðà.

Ïóñòü S H H: 
 — êâàçèíåðàñòÿãèâàþùèé îïåðàòîð òàêîé, ÷òî I S� — äå-
ìèçàìêíóòûé â íóëå îïåðàòîð ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê F S( ) 


 � 
{ }x H Sx x: . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî VI A C F S( , ) ( )" ��.

Çàìå÷àíèå 7. Ïóñòü g H: 
 � — âûïóêëàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Åñëè ìíîæåñòâî D x H g x
 � � ��{ }: ( ) 0 , òî åãî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìíîæåñ-
òâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê êâàçèíåðàñòÿãèâàþùåãî îïåðàòîðà

Sx
x

g x

g x
g x x D

x x D



�

!
! �

�

�

�
�

�
�

( )

| | ( )| |
( ), ,

, ,

2
åñëè

åñëè

ãäå g x H' ( )� — ïðîèçâîäíàÿ g â òî÷êå x H� [35]. Äëÿ äåìèçàìêíóòîñòè â íóëå îïå-
ðàòîðà I S� äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîñòè g íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå [35].

Äëÿ ïîèñêà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà VI A C F S( , ) ( )" ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 2
Èíèöèàëèçàöèÿ. Çàäàåì ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû � � 0, ��( , )0 1 , ��( , )0 1 , ýëå-

ìåíò x H0 � è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( ) [ , ] ( , )	n a b	 	 0 1 .
Èòåðàöèîííûé øàã. Äëÿ x Hn � âû÷èñëÿåì y P x Axn C n n n
 �( )� , ãäå � n

ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ

j n j AP x Ax Ax P xj
C n

j
n n C n( ) min : | | ( ) | | | | (
 � � � � �{ 0 �� �� � �� j

n n

n
j n

Ax x) | |},

.( )

�




�
�
�

�� � ��

Âû÷èñëÿåì x x SP x Ayn n n n T n n nn� 
 � � �1 1	 	 �( ) ( ), ãäå T z H xn n
 � �{ : (
� � � �� n n n nAx y z y, ) 0}.

Çàìå÷àíèå 8. Â ðàáîòå [27] ïðåäëîæåí ìåòîä ïîèñêà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
VI A C F S( , ) ( )" äëÿ íåðàñòÿãèâàþùåãî îïåðàòîðà S è ëèïøèöåâîãî ìîíîòîííîãî
îïåðàòîðà A c ïîñòîÿííûì øàãîì ��( , / )01 L , ãäå L � 0 — ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà
îïåðàòîðà A. Àëãîðèòì 2 — ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî ìåòîäà ñ äèíàìè÷åñêîé ðåãóëè-
ðîâêîé âåëè÷èíû øàãà.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn è ( )yn , ïîðîæäåííûå àëãîðèòìîì 2,

ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå z VI A C F S� "( , ) ( ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì z P x Ayn T n n nn


 �( )� . Ïîñêîëüêó îïåðàòîð S

êâàçèíåðàñòÿãèâàþùèé, äëÿ âñåõ z VI A C F S� "( , ) ( ) ïîëó÷àåì

| | | | | | ( ) ( )( )| |x z x z Sz zn n n n n� � � � � � � 
1
2 21	 	


 � � � � � � � �	 	 	 	n n n n n n n nx z Sz z x Sz| | | | ( )| | | | ( )| | | |2 2 21 1

� � � � � � � �	 	 	 	n n n n n n n nx z z z x Sz| | | | ( )| | | | ( )| | | |2 2 21 1 . (15)
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Èñïîëüçóÿ (10) â (15) äëÿ îöåíêè ñëàãàåìîãî ( )| | | |1 2� �	n nz z , ïîëó÷àåì íå-

ðàâåíñòâî

| | | | | | | | ( )( )| | | |x z x z x yn n n n n� � � � � � � � �1
2 2 21 1	 �

� � � � � � �( )( )| | | | ( )| | | |1 1 12 2	 � 	 	n n n n n n nz y x Sz . (16)

Èç íåðàâåíñòâà (16) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xn ôåéåðîâñêàÿ îòíî-
ñèòåëüíî ìíîæåñòâà VI A C F S( , ) ( )" , ò.å.

| | | | | | | |x z x zn n� � � �1 � �n �, � � "z VI A C F S( , ) ( ).

Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xn îãðàíè÷åííà. Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñ-
òî íåðàâåíñòâà

| | | | | | | |
| | | | | | | |

( )(
x y z y

x z x z
n n n n

n n

n

� � � �
� � �

�
�2 2

2
1

2

1 	 1� �)
,

| | | |
| | | | | | | |

( )
x Sz

x z x z
n n

n n

n n

� �
� � �

�
�2

2
1

2

1	 	
.

Îòêóäà ñëåäóåò

lim | | | | lim | | | | lim | | | |
n

n n
n

n n
n

n nx y z y x Sz

� 
� 
�

� 
 � 
 � 
 0. (17)

Ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xnk
, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé

òî÷êå z H� . Òîãäà ( )ynk
, ( )znk

ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê z è z C� . Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì, ÷òî z VI A C� ( , ). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
z F S� ( ). Ïîñêîëüêó

| | | | | | | | | | | | | | | |z Sz z y y x x Szn n n n n n n n� � � � � � � ,

èç (17) ñëåäóåò lim | | | |
n

n nz Sz

�

� 
 0.

Îïåðàòîð I S� äåìèçàìêíóòûé â íóëå. Ñëåäîâàòåëüíî, èç z znk

 ñëàáî è

lim | | | |
k

n nz Sz
k k
�
� 
 0 ïîëó÷àåì, ÷òî z F S� ( ).

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ïîêàçûâàåì, ÷òî x zn 
 ñëàáî. Òîãäà

èç (17) ñëåäóåò, ÷òî y zn 
 ñëàáî. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ñ àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé, çà-
äàííîé â âèäå ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê êâàçèíåðàñòÿãèâàþùåãî îïåðàòîðà
T H H: 
 :

Ax f
 , x F T� ( ), (18)

ãäå f H� . Ïîäîáíûå çàäà÷è ðàññìîòðåíû â [35].

Àëãîðèòì 2 äëÿ çàäà÷è (18) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä.

Àëãîðèòì 3
Èíèöèàëèçàöèÿ. Çàäàåì ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû � � 0, ��( , )01 , ��( , )01 , ýëå-

ìåíò x H0 � è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( ) [ , ] ( , )	n a b	 	 01 .

Èòåðàöèîííûé øàã. Äëÿ x Hn � âû÷èñëÿåì y x Ax fn n n n
 � �� ( ), ãäå � n

ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ

j n j A x Ax f Ax Axn
j

n n n

n

( ) min : | | ( ( )) | | | | | | ,
 � � � � �{ }0 �� �

� 


�
�
�

�� �� j n( ) .

Âû÷èñëÿåì

z x Ay fn n n n
 � �� ( ),

x x Tzn n n n n� 
 � �1 1	 	( ) .

×àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîð A H H: 
 ìîíîòîííûé, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íûé íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ è îòîáðàæàþùèé îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà
â îãðàíè÷åííûå. Ïóñòü îïåðàòîð T H H: 
 êâàçèíåðàñòÿãèâàþùèé, ïðè÷åì îïå-
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ðàòîð I T� äåìèçàìêíóòûé â íóëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî VI A C F T( , ) ( )" �� äëÿ
f H� . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn , ( )yn è ( )zn , ïîðîæäåííûå àëãîðèòìîì 3,

ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå z A f F T� "�1 ( ).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ìîäèôèöèðîâàííûé ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä ñ äèíàìè-
÷åñêîé ðåãóëèðîâêîé âåëè÷èíû øàãà äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ
ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ èõ ëèïøèöåâîñòü. Òàêæå ðàññìîò-
ðåí âàðèàíò ìåòîäà äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ñ àïðèîð-
íîé èíôîðìàöèåé, îïèñàííîé â âèäå âêëþ÷åíèÿ â ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ
òî÷åê êâàçèíåðàñòÿãèâàþùåãî îïåðàòîðà. Îñíîâíîé òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëü-
òàò — òåîðåìû î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ. Ñèëüíî ñõîäÿùèåñÿ âàðèàíòû
ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä èòåðàòèâíîé ðåãóëÿ-
ðèçàöèè [5, 16, 29] èëè ãèáðèäíûé ìåòîä èç [37].
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