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Àííîòàöèÿ. Äëÿ ìàðêîâñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ â ñáàëàíñèðîâàííîé ñëó÷àéíîé
ñðåäå, êîòîðûå çàäàþòñÿ ðåøåíèÿìè ðàçíîñòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åíà àï-
ïðîêñèìàöèÿ â ñõåìå ñåðèé äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì òèïà Îðíøòåéíà–Óëåíáåêà. Ïàðà-
ìåòðû ñäâèãà è äèôôóçèè îïðåäåëÿþòñÿ óñðåäíåíèåì ïî ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàòèñòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû, ðàçíîñòíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ìàðêîâ-
ñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ñðåäà, íàïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ôóíêöèè ðåãðåññèè ïðèðàùåíèé, êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè ñòîõàñòè÷åñêîé êîìïîíåíòû, äèôôóçèîííûé ïðîöåññ òèïà Îðíøòåéíà–Óëåíáåêà.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ìàðêîâñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû ñ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûì âðåìåíåì t k� [ ]�2 ,

k � 0 [1] , çàäàþòñÿ ðåøåíèÿìè ðàçíîñòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ êîìïîíåí-

òàìè: ïðåäñêàçóåìîé è ñòîõàñòè÷åñêîé (ìàðòèíãàë-ðàçíîñòè). Íàïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû

ôóíêöèè ðåãðåññèè ïðèðàùåíèé, êàê è êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ñòîõàñòè÷åñêîé êîì-

ïîíåíòû, çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèé âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà â îäíîðîäíîì (âî âðåìåíè)

ðàâíîìåðíî ýðãîäè÷åñêîì ìàðêîâñêîì ïðîöåññå, îïèñûâàþùåì ñîñòîÿíèÿ ñëó÷àéíîé

ñðåäû. Ñáàëàíñèðîâàííîñòü ìàðêîâñêîé ñëó÷àéíîé ñðåäû îçíà÷àåò íóëåâîå ñðåäíåå

íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè ðåãðåññèè ïðèðàùåíèé ïî ýðãîäè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ

ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ñîñòîÿíèÿ ñëó÷àéíîé ñðåäû.

Â äàííîé ñòàòüå ìàðêîâñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû ñ äèñêðåòíî-íåïðå-

ðûâíûì âðåìåíåì çàäàþòñÿ ðåøåíèÿìè ðàçíîñòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïà-

ðàìåòðàìè ñäâèãà è äèôôóçèè, êîòîðûå çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèé ñáàëàíñèðîâàííîé ìàð-

êîâñêîé ñëó÷àéíîé ñðåäû, îáåñïå÷èâàþùåé íóëåâîå ñðåäíåå íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè

ðåãðåññèè ïðèðàùåíèé ïî ýðãîäè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà.

Ìàðêîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ñðåäà ðàññìàòðèâàåòñÿ â äâóõ âàðèàíòàõ.

Äèñêðåòíàÿ ìàðêîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ñðåäà çàäàåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà xk , k � 0,

â ñòàíäàðòíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ( , )E � ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè

P x B x x x x Ek k( , ) { | } , ,� � � � ��� � � �1 . (1)

Íåïðåðûâíàÿ ìàðêîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ñðåäà çàäàåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì x t( ),

t � 0, â ñòàíäàðòíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ( , )E � ñ ïåðåõîäíûìè âåðî-

ÿòíîñòÿìè âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà x xk k� ( )� , k � 0, è ðàñïðåäåëåíèÿìè âðåìåíè

ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ �k�1, k � 0:

�{ | } exp[ ( ) ] ,�k kt x x q x t t� � � � � �1 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòû âîññòàíîâëåíèÿ èìåþò âèä

� � �k k k k� �� � �1 1 0, .

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÐÅÄÏÎËÎÆÅÍÈß

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàìåòð íàïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ V x( ), x E� , êîòîðûé ìî-

æåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè óñëîâèè

ñáàëàíñèðîâàííîñòè ñëó÷àéíîé ñðåäû:

�( ) ( )dx V x
E

�� 0.
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Â ñáàëàíñèðîâàííîé ñëó÷àéíîé ñðåäå ñòàöèîíàðíî-óñðåäíåííûé ïàðàìåòð íà-

ïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì èçìåíÿåòñÿ íîðìèðîâêà

ïàðàìåòðà íàïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå ðåøåíèé ðàçíîñò-

íîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàðêîâñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå À â äèñêðåòíîé ìàðêîâñêîé ñëó÷àéíîé ñðåäå.
Ìàðêîâñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû â ñáàëàíñèðîâàííîé ìàðêîâñêîé ñëó÷àé-

íîé ñðåäå ñ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûì âðåìåíåì t k� �2 , k � 0, çàäàþòñÿ ðåøåíèåì

ðàçíîñòíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

� �� � � � � � �� � �( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ,t V x t x t kk k� � � � �2 2 0, (2)

ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ:

E t E t t t[ ( )] , [[ ( )] | ( )] ,� �� � � �� � �� � � �0 1 02 2 . (3)

Ïàðàìåòðû íàïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ V x( ) è âàðèàöèè �( )x , x E� , ÿâëÿþòñÿ

îãðàíè÷åííûìè ÷èñëîâûìè ôóíêöèÿìè ñîñòîÿíèé x E� öåïè Ìàðêîâà xk , k � 0,

îïðåäåëÿþùåé ìàðêîâñêóþ ñëó÷àéíóþ ñðåäó. Çäåñü ïî îïðåäåëåíèþ

�� � � � �� � �( ): ( ) ( ) ,t t t t� � � � �2 2 0.

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå B â íåïðåðûâíîé ìàðêîâñêîé ñëó÷àéíîé ñðåäå.
Îïðåäåëèì ðàñøèðåíèå ìàðêîâñêîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà â íåïðåðûâíîé

ìàðêîâñêîé ñëó÷àéíîé ñðåäå êàê ñòóïåí÷àòûé ïðîöåññ:

� � � � � � �� �( ) ( ), ( ) ,t k t k kk k k� � 	 	 � � ��
2

1
21 0.

Ìàðêîâñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû â íåïðåðûâíîé ìàðêîâñêîé ñëó-

÷àéíîé ñðåäå çàäàþòñÿ ðåøåíèÿìè ðàçíîñòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

� �� � � � � � � �� � �( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ,t V x x kk k k k� � � ��
2

1 0, (4)

ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ:

E E kk k k k[ ( )| ( )] , [[ ( )] | ( )] ,� �� � � � � � � �� � � �
� �� � �1 1

20 1 0. (5)

ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß

Ìàðêîâñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû, îïðåäåëÿåìûå ðåøåíèÿìè ðàçíîñòíûõ

ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (2), (3), à òàêæå (4), (5), ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ

äîïóñêàþò àïïðîêñèìàöèþ â ñõåìå ñåðèé ñ ïàðàìåòðîì ñåðèè � 
 0, íîðìàëüíûì

ïðîöåññîì òèïà Îðíøòåéíà–Óëåíáåêà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ïðè ýòîì ñóùåñò-

âåííî èçìåíÿåòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà íàïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ è

äèñïåðñèè ñòîõàñòè÷åñêîé êîìïîíåíòû ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Ó0: óñëîâèå áàëàíñà

�( ) ( )dx V x
E

�� 0. (6)

Ó1A: öåïü Ìàðêîâà xk , k � 0, ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-

ìåðíî ýðãîäè÷åñêîé ñî ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì �( )B , B ��:

� � �( ) ( ) ( , ) , ( )B dx P x B E
E

� �� 1. (7)

Ó1B: öåïü Ìàðêîâà x t( ), t � 0, ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ÿâëÿåòñÿ ðàâ-

íîìåðíî ýðãîäè÷åñêîé ñî ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì 	( )B , B ��:

	 � 	( ) ( ) ( ) , ( ) ( )dx q x q dx q dx q x
E

� � � .
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Ó2: ìàðòèíãàë-ðàçíîñòè ��� ( )t , t � 0, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

E t C t T[ ( )] [ , ]��� 3 0� � �� 
 � .

Ó3: èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé

� � � �� ( ) ( ) , , | ( )|0 0 0 0
P

E C� 
� 
 	 � ��.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìàðêîâñêèõ

ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ

� � �� ( ) ( ) , , [ , ]t t t T
D� 
� 
 �0 0 . (8)

Â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ A â äèñêðåòíîé ìàðêîâñêîé ñëó÷àéíîé ñðåäå

ïðåäåëüíûé ïðîöåññ �( )t , t � 0, çàäàåòñÿ ãåíåðàòîðîì

�
d

s V s s s0
0 0

21

2

 
 � 
( ) ( ) ( )� � � ��

�

�

. (9)

Ïàðàìåòðû íàïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ V0

�

è äèñïåðñèè �
0
2

�

âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ôîðìóëàì óñðåäíåíèÿ

V V V V V s0 0
2 2

0
2 2

0
2 2 22

�

� � � � � �

� � � � �, ( )� � , (10)

ãäå

V dx V x V x V dx V x
E E0

2
0

2 2
�

�

: ( ) ( ) ( ), : ( ) ( )� �� �� �� ,
(11)

� � �2 2
�

: ( ) ( )� � dx x
E

.

Ïîòåíöèàëüíûé îïåðàòîð � 0 ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìî-îáðàòèìûì ê ãåíåðàòîðó öåïè

Ìàðêîâà � � �d :� � [4, Chap. 3, Sec. 1]:

� � � � �d d0 0� � �� . (12)

Ïðîåêòîð � íà ïîäïðîñòðàíñòâî íóëåé îïåðàòîðà � d îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

�
 � 
( ) ( ) ( )x dx x
E

� � .

Â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ B â íåïðåðûâíîé ìàðêîâñêîé ñëó÷àéíîé ñðåäå

ïðåäåëüíûé ïðîöåññ �( )t , t � 0, çàäàåòñÿ ãåíåðàòîðîì

� �c d
s q s0 0
 
( ) ( )� .

Çàìå÷àíèå. Ïðåäåëüíûé ïðîöåññ �( )t , t � 0, ñ ãåíåðàòîðîì, îïðåäåëÿåìûì ñîîò-

íîøåíèÿìè (9)–(11), ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì òèïà Îðíøòåé-
íà–Óëåíáåêà, êîòîðûé çàäàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

d t V t dt dW t t� � �( ) ( ) ( ),� � � �0 0 0
� �

. (13)

Çäåñü W t( ), t � 0, — ñòàíäàðòíûé ïðîöåññ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè

E W t E W t t[ ( )] , [[ ( )] ]� �0 2 .

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ 1

Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíîé òåîðåìû 1 äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,
â ÷àñòíîñòè äëÿ ñëó÷àéíûõ ýâîëþöèé, îñíîâàííûõ íà ñõîäèìîñòè ãåíåðàòîðîâ,
ïîðîæäàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû [2–5]. Ñõîäèìîñòü êî-
íå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé (7) îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ïîðîæäàþùèõ îïå-
ðàòîðîâ (ãåíåðàòîðîâ) íà äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå ÷èñëîâûõ òåñò-ôóíêöèé.
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Â äàëüíåéøåì ïðèìåíÿåòñÿ êëàññ C Rb
3( ) ÷èñëîâûõ ôóíêöèé 
( )s , ôèíèòíûõ (îòëè÷-

íûõ îò 0 íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ) è òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðîâàííûõ ñ îãðàíè-

÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè. Êðîìå òîãî, ïðè èñïîëüçîâàíèè òåñò-ôóíêöèé 
( , )s x , x �� , çà-

âèñÿùèõ îò äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà x, óñëîâèå 
( , ) ( )s C Rb� � 3 îçíà÷àåò ñóùåñòâîâà-

íèå ôóíêöèè 
( ) ( )s C Rb� 3 , àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèþ 
 
 
( , ): | ( , )| ( )s x s x s	 .

Íàëè÷èå ìàðêîâñêîé ñëó÷àéíîé ñðåäû òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ðåøåíèé ïðîáëå-

ìû ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ äëÿ ïðèâîäèìî-îáðàòèìîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëÿþùåãî

ðàâíîìåðíî ýðãîäè÷åñêóþ öåïü Ìàðêîâà (èëè ìàðêîâñêèé ïðîöåññ) [3, Chap. 5,

Sec. 2]. Ïðåæäå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðàñøèðåííîãî ìàðêîâñêîãî ïðî-

öåññà ñ äîïîëíèòåëüíîé êîìïîíåíòîé, çàäàþùåé ìàðêîâñêóþ ñëó÷àéíóþ ñðåäó.

Ëåììà 1. Â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ A â äèñêðåòíîé ìàðêîâñêîé ñëó÷àéíîé

ñðåäå äâóõêîìïîíåíòíàÿ öåïü Ìàðêîâà

� � �� �
�

( ), ( ): , ,
/

t x t x t k
t

� � �2
2 0 , (14)

çàäàåòñÿ ãåíåðàòîðîì

� � � �
d

s x x s x� �
 � 
( , ) [ ( ) ] ( , )� ��2 , (15)

ãäå îïåðàòîðû � è �
� îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

�
 
( ): ( , ) ( )x P x dy y
E

� � ,

�
� � � �
 
 � � �( ) ( ): [ ( ( ))| ( ) , ( ) ],x x E s t t s x t x t� � � � � �� 2 0.

Â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ B â íåïðåðûâíîé ìàðêîâñêîé ñëó÷àéíîé ñðåäå

äâóõêîìïîíåíòíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ

� � �� �( ), ( ): ( / ), ,t x t x t t k k� � �2 2 0,

çàäàåòñÿ ãåíåðàòîðîì

� �c d
s x q x s x� �
 
( , ) ( ) ( , )� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ À ëåììà 1 ñëåäóåò èç îïðåäå-

ëåíèÿ ãåíåðàòîðà öåïè Ìàðêîâà â äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîì âðåìåíè ñ èíòåðâàëîì

�2 [6, Chap. 2, Sec. 1].

Â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ B ëåììà 1 ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî îïðåäåëåíèÿ ãåíåðàòî-

ðà ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ñ ó÷åòîì ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà.

Ñóùåñòâåííûé øàã äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ðåàëèçóåòñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 2. Ãåíåðàòîð (15) äâóõêîìïîíåíòíîé öåïè Ìàðêîâà (14) äîïóñêàåò

àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå íà ÷èñëîâûõ òåñò-ôóíêöèÿõ 
( , ) ( )s C R
b

� � 3 :

� � � � � � � �
d ds x x x s x x� �
 � � 
 � 
( , ) [ ( ) ( ) ] ( , ) ( ) (� � � �� �2 1

1 2 s x, ).

Çäåñü

� � �d x x
 
( ) [ ] ( )� � ,

�1 ( ) ( ) ( ) ( )x x V x s s
 
� � ,
(16)

� 2
2 2 21

2
( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )x x V x s x s
 � 
� � ��

è îñòàòî÷íûé ÷ëåí

� 
 � 
�
� ( ) , , ( ) ( )s s C R

b

 
 �0 0 3 . (17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ãåíåðàòîðà (15):

� � � �
d ds x x s x� �
 � 
( , ) [ ( ) ] ( , )� ��2

0
.

114 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51, ¹ 5



Çäåñü ïî îïðåäåëåíèþ

� � �
0
� �( ): ( )x x� � .

Äàëåå, ñ ó÷åòîì îñíîâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (2) èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå Òåéëîðà

ôóíêöèé �
0
� 
� �( )x s ïî ñòåïåíÿì �� �

x t( ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè � �
x t s( ) � äî òðåòüåãî

ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî:
� 0

2( ) ( ) ( ( )) ( )x x E s t sx
 
 � � 
�� � � � ��

� � � � � � �E s V x s x t s
 � � � � 
�( [ ( ) ( ) ( )]) ( )� 2

� � � � �� �� 
 � � 
 � 
�V x s s V x s x x x s( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )
1

2

2 2 2 2 3
� ,

ãäå

�
� �
 � 
( ) ( ) [( ) ( )]x s E sx� ��� �

1

6

3�
(18)

� � � ��� �
1

6
33 3 2 3 3( ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )] ) (V x s V x s x x E x E s� � � 
 ��� �� �

x t( )).

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí (18) ñ ó÷åòîì îñíîâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ A è óñëîâèÿ Ó2

òåîðåìû 1 îãðàíè÷åí íà êëàññå ôóíêöèé C R
b
3 ( ). Èòàê, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (17).

Ñëåäóþùèé ýòàï îáîñíîâàíèÿ òåîðåìû 1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ äëÿ ñðåçàííîãî îïåðàòîðà [3, Chap. 5]

� � � � � �
d ds x x x s x� 
 � � 
( , ) [ ( ) ( ) ] ( , )� � �� �2 1

1 2 . (19)

Ëåììà 3. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ äëÿ ñðåçàííîãî îïå-
ðàòîðà (19) íà âîçìóùåííûõ òåñò-ôóíêöèÿõ


 
 �
 � 
� ( , ) ( ) ( , ) ( , )s x s s x s x� � �1
2

2

çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

� � �
d d

s x s x s� �
 
 
( , ) ( ) ( ) ( )� �0
2

.

Çäåñü ïðåäåëüíûé îïåðàòîð �
0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (9)–(11), à îñòà-

òî÷íûé ÷ëåí �
2
� ( )x ïðåíåáðåæèìûé:

�
2

30 0� 
 � 
( ) ( ) , , ( ) ( )x s s C R
b


 
 � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå

� � � � � �
d ds x x x s s x� 
 � � 
 �
 �( , ) [ ( ) ( ) ][ ( ) ( , )� � � � �� �2 1

1 2 1
2

2
 ( , )]s x �

� � � �� �� 
 � 
 
2 1
1 1� � �d ds s x x s( ) [ ( , ) ( ) ( )] (20)

� � � �[ ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )] ( ) ( )� � � � �d s x x s x x s x s
 
 
 
�
2 1 1 2 2

.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (20) íóëåâîå, òàê êàê � d s
( ) � 0, âòîðîå

ñëàãàåìîå íóëåâîå âñëåäñòâèå óñëîâèÿ áàëàíñà (6):

� �d s x x s
 
1 1 0( , ) ( ) ( )� � . (21)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [3, Chap. 5, Sec. 2]


 
1 0 1( , ) ( ) ( )s x x s� � � . (22)

Äàëåå ïîäñòàâëÿåì (22) â òðåòüå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (20). Òîãäà ðåøåíèå
ïðîáëåìû ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ

� � � � �d s x x s x x s s
 
 
 
2 1 1 2
0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )� � �

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè [3, Chap. 2, Sec. 2, Proposition 5.2]

� � �� � �
0

1 0 1 2
 
( ) [ ( ) ( ) ( )] ( )s x x x s� �� . (23)
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Ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðà (23) çàäàåò âèä ïðåäåëüíîãî îïåðàòî-

ðà â òåîðåìå 1. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå îïåðàòîðîâ (16), âû÷èñëÿåì ïåðâîå ñëàãà-

åìîå â (23):

� � �� �� � � �� ��1 0 1 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (x x s x V x s s V x s V
 
� � � x s s)[ ( )]� � �


� � � ���V x V x s s s s( ) ( )[ ( ) ( )]�� 0
2
 
 . (24)

Âû÷èñëèì ïàðàìåòð, ïðåäñòàâëåííûé êîìïîçèöèåé îïåðàòîðîâ â ïðàâîé ÷àñòè (24):

V V x V x V x V x V x V xd0 0 0 0

�

: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � �� � ��� � � � . (25)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (12) è óñëîâèå áàëàíñà (6), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (10), (11).

Èòàê, ïðàâàÿ ÷àñòü (25) èìååò ïðåäñòàâëåíèåV V V0 0
2 2

�

� �

� � , ò.å. ïåðâîå ñëàãàåìîå (23)

èìååò âèä

[ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( )]�� �� �1 0 1 0
2x x s V s s s s
 
 
� � � ��

�

.

Âû÷èñëåíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (23) äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

�� 2
2 2 21

2
( ) ( ) [ ] ( )x s V s s
 � 
� � ��

� �

.

Ïðåäåëüíûé îïåðàòîð (23) èìååò ïðåäñòàâëåíèå (9)–(11), ÷òî çàâåðøàåò äî-

êàçàòåëüñòâî ëåììû 3.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ðåàëèçóåòñÿ ïðèìåíåíèåì ìîäåëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìû [3, Theorem 6.3], ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ

ðàñïðåäåëåíèé (8).

Ñòàöèîíàðíîñòü ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà �( )t , t � 0, êîòîðûé çàäàåòñÿ ðåøåíèåì

ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13), îáåñïå÷èâàåò íåðàâåíñòâî

V V
0
2 2

� �

� (ñì. (11)).
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