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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû óïðîùåííûå ñõåìû ïîñòðîåíèÿ íèæíåãî àëüòåðíèðîâàííîãî èí-
òåãðàëà Ïîíòðÿãèíà äëÿ èãð ïðåñëåäîâàíèÿ, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíè-
ÿìè âèäà z t F t u( ) ( , )� , ãäå F — íåïðåðûâíîå êîìïàêòíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Ïîêàçàíî,
÷òî äëÿ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, ê êîòîðûì ïðèìåíèì íèæíèé àëüòåðíèðîâàííûé èíòåãðàë,
ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ, ãàðàíòèðóþùàÿ òî÷íîå çàâåðøåíèå ïðåñëåäîâàíèÿ
è èìåþùàÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ðåàëèçàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íèæíèé àëüòåðíèðîâàííûé èíòåãðàë, ÷àñòè÷íûå ñóììû, äèôôåðåíöè-
àëüíîå âêëþ÷åíèå, ñòðàòåãèÿ, óïðàâëåíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîíÿòèå àëüòåðíèðîâàííîãî èíòåãðàëà, ïðåäëîæåííîå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì

â [1, 2] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ â ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èã-

ðàõ, îêàçàëîñü öåëåñîîáðàçíûì è â òåîðèè óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäå-

ëåííîñòè, à òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèé [3]. Ïîñêîëüêó

àëüòåðíèðîâàííûé èíòåãðàë çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ êàê ýôôåêòèâíîå ñðåäñòâî

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ, ðàçâèòèþ ñîîòâåòñòâóþùåé

òåîðèè ïîñâÿùåíî ìíîãî èññëåäîâàíèé, íàïðèìåð [4–18]. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáî-

òå [4] ââåäåíî ïîíÿòèå íèæíåãî àëüòåðíèðîâàííîãî èíòåãðàëà Ïîíòðÿãèíà

(àëüòåðíèðîâàííûé èíòåãðàë Ïîíòðÿãèíà áûë íàçâàí âåðõíèì àëüòåðíèðîâàí-

íûì èíòåãðàëîì), äîêàçàíà äâîéñòâåííîñòü ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì àëüòåð-

íèðîâàííûìè èíòåãðàëàìè è ïðèâåäåíî åå ïðèëîæåíèå ê ïðîáëåìå èíôîðìè-

ðîâàííîñòè èãðîêîâ â çàäà÷å ïðåñëåäîâàíèÿ (ñì. òàêæå [5, 6]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà íèæíåãî àëüòåð-

íèðîâàíîãî èíòåãðàëà äëÿ èãð ïðåñëåäîâàíèÿ, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíû-

ìè âêëþ÷åíèÿìè âèäà z t F t u( ) ( , )� , ãäå F — íåïðåðûâíîå êîìïàêòíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå [5], è äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ñòðàòåãèè ïðå-

ñëåäîâàòåëÿ, çàâåðøàþùåé ïðåñëåäîâàíèÿ èç òåõ íà÷àëüíûõ òî÷åê, ê êîòîðûì

ïðèìåíèì íèæíèé àëüòåðíèðîâàííûé èíòåãðàë.

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: K d (ñîîòâåòñòâåííî co K d ) — ñåìåé-

ñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ (âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ) ïîäìíîæåñòâ R d ;

H z R zd� � �{ }| | | 1 — åäèíè÷íûé çàìêíóòûé øàð â R d . Äëÿ ëþáîãî A B K d, � îïðå-

äåëèì h A B r A B rH B A rH( , ) | ,� � � � � �min { }0 — ìåòðèêó Õàóñäîðôà;

I � [ , ]� � — ôèêñèðîâàííûé îòðåçîê âðåìåíè; � — ïîäîòðåçîê I ; | |� — äëèíà îò-

ðåçêà �; � � � � � �� { }0 1 2 3, , , , ..., n — ðàçáèåíèå îòðåçêà I (� � � �� 	 	 	0 1 2 �

�	 �� �n , n ìîæåò çàâèñåòü îò �); 
 — ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçáèåíèé îòðåçêà I ;

� i i i� �[ , ]� �1 ; �i i� | |� ; | | | |� �� max i — äèàìåòð ðàçáèåíèÿ �;
i� — èíòåãðàë ïî îò-

ðåçêó � i . Åñëè X — ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, òî X [ ]� îáîçíà÷èì

ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé a X( ):
 �� ; â ñëó÷àå� � [ , ]� � ïèøåì X [ , ]� � .

ÓÏÐÎÙÅÍÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ ÄËß ÍÈÆÍÅÃÎ ÀËÜÒÅÐÍÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

z t F t u( ) ( , )� , (1)
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ãäå z R d� , u P� , t I� è F I P K d: � � co íåïðåðûâíî, P K d� . Íàðÿäó ñ ñèñòå-

ìîé (1) ôèêñèðóåòñÿ òàêæå ïîäìíîæåñòâî M M R d, � , íàçûâàåìîå òåðìè-

íàëüíûì ìíîæåñòâîì. Êàæäîìó ðàçáèåíèþ � �, �
, ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

ìíîæåñòâî S ( )� , íàçûâàåìîå íèæíåé àëüòåðíèðîâàííîé ñóììîé, îïðåäåëÿåìîå

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S M S S F t u t dt Sn i

u P

i

ii

� �
�

�
�
�

�

�
�
�

�

 �

� �, ( , ( )) , (

( ) ( )

*
1

�
� �) � S 0 (2)

( �
* — îïåðàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè (cì. [1]).

Ìíîæåñòâî W M S( , , ) ( )� � �

�

�
�

� íàçûâàåòñÿ íèæíèì àëüòåðíèðîâàííûì

èíòåãðàëîì Ïîíòðÿãèíà (ââåäåíî â [4], îáîáùåíèå íà ëèíåéíûå íåñòàöèîíàðíûå

èãðû ðàññìîòðåíî â [6], íåëèíåéíûé àíàëîã îïðåäåëåí â [7]).

Ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè â ïîñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèÿõ óêàçûâàåòñÿ çàâèñè-

ìîñòü ñóìì è èíòåãðàëîâ íå òîëüêî îò � èëè � �, , íî è îò äðóãèõ èñõîäíûõ äàí-

íûõ, íàïðèìåð S M1 ( ), S P Q( , , )� , W M F( , , , )� � . Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå I � [ , ]0 �

ïèøåì W M� ( ) èëè ïðîñòî W� .

Â [8] ïðåäëîæåíà ïåðâàÿ óïðîùåííàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ âåðõíåãî àëüòåðíè-

ðîâàííîãî èíòåãðàëà, â êîòîðîé óïîìÿíóòàÿ îïåðàöèÿ çàìåíÿåòñÿ ñóùåñòâåííî

áîëåå ïðîñòîé — îáúåäèíåíèåì ïî âåêòîðàì. Äðóãèå óïðîùåííûå ñõåìû äëÿ

âåðõíîãî àëüòåðíèðîâàííîãî èíòåãðàëà ïðåäëîæåíû â [5].

Íèæíèé àëüòåðíèðîâàííûé èíòåãðàë ïðè ñîñòàâëåíèè ÷àñòè÷íûõ àëüòåðíè-

ðîâàííûõ ñóìì îïðåäåëÿåòñÿ (ñì. (2)) ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ ïî âñåì

èçìåðèìûì âåêòîð-ôóíêöèÿì u P i( ) | |
 � � . Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè â ôîð-

ìóëàõ (2) àëüòåðíèðîâàííûõ ñóìì îáúåäèíåíèå ïî ôóíêöèÿì çàìåíèòü áîëåå

ïðîñòîé îïåðàöèåé. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî â ôîðìóëàõ (2) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ

îáúåäèíåíèåì ïî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ôóíêöèÿì, çàòåì — ïî ïîñòîÿííûì

ôóíêöèÿì. Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1 [4]. Ïóñòü X R d
� � — íåóáûâàþùàÿ íàïðàâëåííîñòü îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ è Y K d� . Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

X Y X Y�

�

�

�
� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�� �* *( ) . (3)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà X � ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

X Y X Y�

�

�

�
� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�� �* *( ) . ( �3 )

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü � � I è Z 0 ( )� — ñîâîêóïíîñòü ñóæåíèé ôóíêöèé

z Z I( ) ( )
 � 0 íà �. Ïîäìíîæåñòâî Z I0 ( ) íàçîâåì íàñëåäñòâåííî ïëîòíûì Z I( ),

åñëè äëÿ êàæäîãî ïîäîòðåçêà � � I ñîâîêóïíîñòü Z 0 ( )� ïëîòíà â Z ( )� .

Ëåììà 2. Ïóñòü L — îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R d , � — îòðåçîê, � � I , è ñî-

âîêóïíîñòü P 0 ( )� ïëîòíà â P ( )� . Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

L F t u t dt L F t u t dt

u P

�

 �

��
�

�
�
�

�

�
�
�
�*

( ) ( )

*( , ( )) ( , ( ))

�� �
� �

�

�
�
�

�

�
�
�
 �u P0 0( ) ( )�

� .
(4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4) ñîäåðæèòñÿ â åãî ëåâîé

÷àñòè. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 ëåãêî âèäåòü, ÷òî

L F t u t dt H

u P

�

 ��

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�

*

( ) ( )

( ( , ( )) ( | | ) )

��

�2

0

� �

�
�� ��

�

�
�
�

�

�
�
�

�

 �

�L F t u t dt

u P

*

( ) ( )

( , ( )) ,

��

(5)

ãäå � � � �max { }h F t u t I u P( , ( , )), ,0 , | |� — äëèíà îòðåçêà �. Ïóñòü x — ïðîèç-

âîëüíûé ýëåìåíò èç ëåâîé ÷àñòè (4). Òîãäà â ñèëó (5) äëÿ íåêîòîðîãî

u P( ) ( )
 � � è �� 0 èìååì

x F t u t dt H L� � � �� ( , ( )) ( | | )

�

�2� � . (6)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u Pk � 0 ( )� , ñõî-

äÿùàÿñÿ ê u( )
 ïî÷òè âåçäå íà îòðåçêå �. Îòîáðàæåíèå F , êàê íåïðåðûâíîå íà

êîìïàêòå I P� , ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî �� 0 íàéäåì 	 � 0

òàê, ÷òîáû

h F t u F t u( ( , ), ( , )) � � (7)

ïðè t ��, u P� , u P� , | |u u� � 	. Ïî òåîðåìå Åãîðîâà ñóùåñòâóåò îòêðûòîå

ìíîæåñòâî � �� ñ ìåðîé 
 �( )� 	 òàêîå, ÷òî u uk ( ) ( )
 � 
 ðàâíîìåðíî íà

ìíîæåñòâå � �\ . Òîãäà äëÿ 	 � 0 ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k N�

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî | ( ) ( )|u uk 
 � 
 	 	 äëÿ âñåõ t �� �\ . Ïîýòîìó â ñèëó (7)

F t u t F t u t Hk( , ( )) ( , ( ))� � � , F t u t F t u t Hk( , ( )) ( , ( ))� � � (8)

äëÿ âñåõ t �� �\ è k N� .

Ñîãëàñíî âêëþ÷åíèþ (8) èìååì

F t u t dt F t u t dt Hk( , ( )) ( , ( )) (| | )

\

� � ���
� ��

� � � . (9)

Î÷åâèäíî, ÷òî 0� �� F t u t dt( , ( )) ��H

�

, ïîýòîìó

F t u t dt F t u t dt Hk( , ( )) ( , ( )) (| | )� � ��� �
��

2� � .

Îòñþäà â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (6) ïîëó÷èì x F t u t dt Lk� �� ( , ( ))

�

. Áîëåå òîãî,

x L F t u t dt

u P

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�


 �
�*

( ) ( )

( , ( ))0

0 0 ��
� ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 2 íåïîñðåäñòâåííî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ì — îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R d , ñîâîêóïíîñòü P I0 ( ) íà-

ñëåäñòâåííî ïëîòíà â P I( ) è � �
. Ïóñòü òàêæå

A Mn
0 � , A A F t u t dt

i i

iu P i

� �

 �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�1
0 0 0

0 0

*

( ) ( )

( , ( ))

�
� , A A0

0
0( )� � .
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Òîãäà W M A( , , ) ( )� � �

�

� 0
� . Â äàëüíåéøåì ñåìåéñòâî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ

ôóíêöèé u I P( ) :
 � áóäåì îáîçíà÷àòü P I( ). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíî-

æåñòâà Ð ñîâîêóïíîñòü P I( ) íàñëåäñòâåííî ïëîòía â P I( ).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Ì — îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R d ,

A Mn � , A A F t u t dti i

iu P i

�
�

�
�
�

�

�
�
�

� �

 �

�1*

( ) ( )

( , ( ))

�
� , A A( )� � 0 .

Òîãäà W M A( , , ) ( ).� � �

�

��

Ïðèìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèå 1 äëÿ âåðõíåãî

àëüòåðíèðîâàííîãî èíòåãðàëà ïðèâåäåíû â [5].

Ïóñòü � �
 è B Mn � , B B F t u dti i

iu P

� �
�

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�1 * ( , ) ]� , B M B( ) � 0 .

Â äàëüíåéøåì èçó÷èì ñâîéñòâà èíòåãðàëà B M B M( , , ) ( , ).� � �

�

�� Îòìå-

òèì, ÷òî ìíîæåñòâî B M( , , )� � îòëè÷àåòñÿ îò W M( , , )� � òåì, ÷òî â îïðåäåëåíèè

B M( , , )� � âìåñòî ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé u P( )
 � áåðóòñÿ òîëüêî ïîñòîÿííûå

âåêòîðà u P� . Îòñþäà íåòðóäíî óâèäåòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ëåìì.

Ëåììà 3. Åñëè � �1 2, �
 è � �1 2� , òî B M B M( , ) ( , )� �1 2� .

Ëåììà 4. Ïóñòü M R d
� � — íåóáûâàþùàÿ íàïðàâëåííîñòü îòêðûòûõ ïîä-

ìíîæåñòâ R d . Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî B M B M( ) ( )�

�

�

�
� �� .

Ïóñòü 
 �( ) — ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçáèåíèé îòðåçêà �, � � I .

Ëåììà 5. Ïóñòü L R d� . Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

L F t u t dt B L

iu P

�
�
 �

�
�

�
�
�

�

�
�
�
�*

( )( ) ( )

( , ( )) ( , )�

� 
 ��
�� . (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x — ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ëåâîé ÷àñòè (10). Òîã-

äà äëÿ íåêîòîðîãî u P( ) ( )
 � � âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå x L F t u t dt� � �* ( , ( ))
�

.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u t u j( ) � ïðè t t tj j� �[ , ]1 , ãäå t t t tm0 1 2	 	 	 	� è

� � [ , ]t tm0 . Òîãäà x L F t u t dtj

j

m

� �
�
��* ( , ( ))

�1

. Îòñþäà âûòåêàåò

x L F t u dt F t u d

m
u P

�
�

�

�
��

�

�

�
��

 

!
"

#"

$

%
"

&"
�

�
��� � * *( , ) ( , )

�

t F t u dt

m
u P � ��

� �
�

� �

 

!
"

#
"

$

%
"

&
"

 

!
"
"

#
"
"

$

%
"
"

&
"
"

1 1

� �* * ( , )

u P�
� .

Ñëåäîâàòåëüíî, x B L�
�

( , )

( )

�

� 
 �
� . Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ì — îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R d . Òîãäà W M( , , )� � �
� B M( , , )� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî W M B M( , , ) ( , , )� � � �' . Äîêàæåì îáðàò-

íîå âêëþ÷åíèå. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

A B M( ) ( , , )� � �
�

�� . (11)
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Ïóñòü x — ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ëåâîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ (11). Òîãäà

x A M� ( , )� äëÿ íåêîòîðîãî � �
. Ïî îïðåäåëåíèþ

A M A A F t u t dt

u P

( , ) ( , ( ))*

( ) ( )

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�

�

 �

�0 1

10�
� .

Ïðèìåíèâ ëåììó 5 ê ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âêëþ÷åíèÿ, ïîëó÷èì

A M B A( , ) ( , )

( )

� �

�

�
�

1

1
 �
� .

Ïîâòîðíî ïðèìåíÿÿ ëåììó 5 ê ìíîæåñòâó A1, èìååì

A M B B A( , ) ( , ),

( )( )

� � �

��

�
�

�

�
�

�

�

�
�

��
2

21 
 �
 �
�� .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììàìè 4 è 5, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

A M B A( , ) ( , )

( , )

� �

� � �

�
�

2

2

� .

Ïîâòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ ï – 2 ðàçà, ïîëó÷àåì

A M B An

n

( , ) ( , )

( , )

� �

� � �

�
�

� .

Îòñþäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå (11).

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Ïóñòü Ì — îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R d è � n — áåñêîíå÷íî èç-

ìåëü÷àþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé èç 
, ò.å. � �n n� �1, | |� n � 0 ïðè

n � (. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî B M B M
k

k

( , , ) ( , )� � ��
�1

� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � — ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå èç 
. Âåëè÷èíû, îòíî-

ñÿùèåñÿ ê ðàçáèåíèþ � k , áóäåì îáîçíà÷àòü èíäåêñàìè k, íàïðèìåð � j k( ) — òî÷-

êà äåëåíèÿ ýòîãî ðàçáèåíèÿ, j nk�1, . Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî

| |� �k
i n

i	
� �

1

4 1
min ïðè k N� .

B äàëüíåéøåì ýòî óñëîâèå áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì. Äëÿ êàæäîãî i

îáîçíà÷èì j i( ) ïåðâîå çíà÷åíèå èíäåêñà j, äîñòàâëÿþùåãî ìèíèìóì

min
1� �

�
j n

j k i
k

| |( )� � . Ïðè k N� ÷èñëà � �i
k

j i
k( )
( )

( )� , i n�1, , ïîïàðíî ðàçëè÷íû è îáðàçó-

þò îïðåäåëåííîå ðàçáèåíèå � k , êîòîðîå èìååò ñ � îäèíàêîâîå ÷èñëî òî÷åê äåëå-

íèÿ. Îáúåêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçáèåíèþ � k , áóäåì âûäåëÿòü èäåíòè÷íûìè çíà-

êàìè, êàê â îáîçíà÷åíèè �i
k( ) . Âåëè÷èíà � � �k

i n
i i

k

k

� �
� �
max | |( )

1
õàðàêòåðèçóåò îò-

êëîíåíèå �k îò �. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå:

F t u dt H F t u dt
i

k
i

( , ) ( , )*�� ��
� �

2�� , (12)

ãäå � � � �sup{ ( , ( , )) | , }h F t u t I u P0 .
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Äàëåå ÷àñòè÷íûå ñóììû Bi , ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèþ �k , îöåíèì ñíèçó

÷àñòè÷íûìè ñóììàìè Bi , ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçáèåíèþ �k . Â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (12)

èìååì

B Mn � , B M H M H F t un k k

u P
n

� � � �
�

�
�

�

�
�

�

�

�
�
��1 2 2( ) ( , )* * *�� ��

�
�

� �
��

�
��

� �
�

�M F t u dt B M
n

n

u P

* ( , ) ( )
� 1� .

Ïîâòîðèâ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ íåñêîëüêî ðàç, ïðèõîäèì ê âêëþ÷åíèþ

B M n H B Mk k( , ) ( , )*� �2� � � � . Îòñþäà ñëåäóåò

B M n H B Mk

k N

k

k

( , ) ( , )*�
� �

�2

1

� � � �� � . (12�)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû � �k k� �1. Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû � k ñëåäóåò

� �k k� �1 . Ïîýòîìó B M n Hk( )*� 2� � îáðàçóþò íåóáûâàþùóþ íàïðàâëåííîñòü îòêðû-

òûõ ìíîæåñòâ. Äàëåå, ïðèìåíèâ ëåììó 1 ê ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (12�), ïîëó÷èì

B M n H B Mk

k N

k

k

( ), ( , )*�
� �

�

�

�
�

�

�

�
�
�2

1

� � � �� � .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî òî÷åê äåëåíèÿ n ðàçáèåíèÿ � íå çàâèñèò îò k è � k � 0

ïðè k � (, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

B M B M

k

( , ) ( , )� ��
�1

� .

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè � ïîëó÷èì Â Ì B M k

k

( , ) ( , )� �

�
� ��

�1

. Îáðàò-

íîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî.

Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Ïóñòü � � �� �( ) / n, n N� � (N � — ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë). Ìíîæåñòâî âñåõ ðàâíîìåðíûõ ðàçáèåíèé � � � � � � � � �� � � ) ) � �{ }, , 2 � n

îòðåçêà [ , ]� � îáîçíà÷èì 
 * .

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Ì — îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R d . Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

Â Ì Â Ì( , , ) ( , ), *� � � �

�

� �� 
 .

Ïðèìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ëåììà 6 è ñëåäñòâèå 2 ñïðàâåäëèâû äëÿ èíòåãðà-

ëà W Ì( , ,� �).

ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÀß ÔÎÐÌÓËÀ ÄËß ÍÈÆÍÅÃÎ ÀËÜÒÅÐÍÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü Ì — îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R d . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî

Â Ì Â Ì F t u dt

P

( , , ) ( , , ) ( , )*� � � � �

�

� �

��

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
��� ,

(13)

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì � � �� �( ) / n, n N� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � � �� �( ) / n — íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è


 ( )� — ñîâîêóïíîñòü ðàçáèåíèé � îòðåçêà [ , ]� � òàêèõ, ÷òî � �� ÿâëÿåòñÿ îäíîé
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èç òî÷åê äåëåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî Â Ì Â Ì( , , ) ( , ), ( )� � � �

�

�' �� 
 .

Ïóñòü � — ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå èç 
 ( )� , à èìåííî � �� �� 	 	 *{ 0 1

*	 	 � � 	 	 	 	� � �� � � � � � �l l l n1 1 1... }. Bûðàæàÿ ñóììó Â ( )� ÷åðåç Â2 , ïîëó÷èì

B B B F t u dt F t u dt

u P

( ) ( ( , ) ( , )* *�

�

�

�

�

� �
�

�

�
�

�

�

�
��

�
��0 2

1

2

�
1

�
 

!
"

#"

$

%
"

&"�u P

� .

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì (3�), èìååì

Â Â F t u dt

u P

( ) ( , )*�

�

�

'
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�2

2

� .

Ïîâòîðåíèå ýòèõ ðàññóæäåíèé ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

Â Â F t u dtl

u P

( ) ( , )*�

�

� �

'
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
��

(çäåñü ó÷òåíî � � �l � � ), ïîýòîìó

B B F t u dt

u P

( ) ( ) ( , )
( )

*� �

� �

� �

���

�

�

��

' �
�

�

�
�

�

�

�
�

�


� �� ,

ãäå êðàéíåå ñïðàâà îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì �� îòðåçêà

[ , ]� � �� . Ïóñòü � k — ïðîèçâîëüíàÿ ìîíîòîííî èçìåëü÷àþùàÿñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ðàçáèåíèé îòðåçêà [ , ]� � �� . Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

B M B F t u dtk

u P k

( , , ) ( ) ( , )*� � �

�

� �

�

'
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
��� .

(14)

Äàëåå, ïðèìåíèâ ëåììû 1è 6 ê ïðàâîé ÷àñòè (14), ïîëó÷èì

B M B M F t u dt

u P

( , , ) ( , , ) ( , )*� � � � �

�

� �

' �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�� .

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè � ñëåäóåò

B M B M F t u dt

u P

( , , ) ( , , ) ( , )*� � � � �

�

� �

�

' �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
��� .

Òåïåðü äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-

íî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ � �
 è � � �� �( ) / n, n N� � , èìååò ìåñòî

ñîîòíîøåíèå

B M H B M F t u dt

u P

( , ) ( , , ) ( , )* *� �

�

�

' �
�

�

�
�

�

�

�
�

�2�� � � � �

�

� �

� .

Ñ ýòîé öåëüþ âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ � �
 è � � �� �( ) / n, n N� � .
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Áóäåì ñ÷èòàòü � � � �� � �[ , ]l l1 . Îòìåòèì, ÷òî B M H M Hn ( )* *� �� �2 2�� ��

� �B M Hn ( )* 2�� . ×òîáû èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ ôîðìóë, ïîëîæèì F t u dt( , ) ���

�

� F u�
� [ ] . Ïóñòü B M H B M Hl l� � � ��1 12 2( ) ( )* *�� �� . Òîãäà

B M H B M H F ul l

u P

( ) [ ( ) [ ]]* * *� � � �
�

�

� �2 21
1

1

1�� ��
�

�
�

� � � �
�

�

[ ( ) [ ]]* *B M H F ul

u P

1
1

2
1

1��
�

�
� .

Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (3�), èìååì

B M H B M F ul l

u P

( ) [ ( ) [ ]]* * *� � �
�

�
��

 
!
"

#"

$
%
"

&"
2 21

1

1

1��
�

�
� �� ��H B M Hl� �( )* 2 . (15)

Äàëåå, â ñèëó (15) ïîëó÷èì

B M H B M H F ul l

u P

� � �
�

�

�1
1

2 2
1

1( ) [( ( ) ) [ ]]* *�� ��
�

�
� .

Ñíîâà èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3�), ïîëó÷èì

B M H B M F u F ul l
l

� � � � � �
�

��1 1 1
2 21( ) ( ( ) [ ]) ( [ ]* * * *�� ��

�
�
� � �H

u Pu P

)

��

�

�
�
�

�

�
�
�

�� .

Îòìåòèì, ÷òî B M F t u dt B Ml

u P

( ) ( , ) ( , , )*� �
�

�
�

�
�

�

�
� � �

� �

�
� � �

1

� è F H�
� � ��� � .

Ïîýòîìó

B M H B M H F ul l
l

� � � � � �
�� �1 1 1

2 2( ) ( ( , , ) ) ( [ ]* * *�� � � � ��
�
� �{ � �

�

��H

u P

)}�

� ��

��
�

��
��

�
� �

�
�B M F t u dt F u H

l
u

( , , ) ( , ) [ ]* *� � � ��
�

� �

�
� �

1
��

 
!
"

#"

$
%
"

&"Pu P

�� .

Âðåìåííî ïîëîæèì

( ( , , ) ( , ) ) ( , , )*B M F t u dt Y Ml

u P

� � � � � �
�

� �
� � ��

��
�

��
�

�

�
�� .

Òîãäà

B M H Y M F u Hl

u P

� � �
�

�
�

� �1
1

2
1

1( ) [ ( , , ) ( [ ] )]* * *�� � � � ��
�

�
� .

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî 0
1 1� � � �

�
�

�F H
l

l�
� � � � � �( ) , òî

B M H Y M Hl l� � � �� � �1 12( ) ( , , ) ( )* *�� � � � � � � .

Ïîâòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ åùå l –1 ðàç, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

B M H B M H Y M H Y M( , ) ( ) ( , , ) ( ) ( ,* * *� � �� � � � �2 20 0�� � �� � � � � � � � � �, ) .
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Ïåðåéäÿ ê îáúåäèíåíèþ ïî � � �� � � �( ) / , ,n n N è ïðèìåíèâ ëåììó 1 ê ëå-

âîé ÷àñòè ýòîãî âêëþ÷åíèÿ, ïîëó÷èì

B M B M F t u dt

u P

( ( ( , )*, ) , , )� � � �

�

� �

�

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
��� ,

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì � � �� � � �( ) / ,n n N .

Âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè ��
 èìååì

B M B M F t u dt

u P

( , ( ( , )*, ) , , )� � � � �

�

� �

�

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
��� .

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü Ì — îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R d . Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ ÍÈÆÍÅÃÎ ÀËÜÒÅÐÍÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ Ê ÈÃÐÀÌ
ÏÐÅÑËÅÄÎÂÀÍÈß, ÎÏÈÑÛÂÀÅÌÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÌÈ ÂÊËÞ×ÅÍÈßÌÈ

Èçëîæèì íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ íèæíåãî àëüòåðíèðîâàííîãî èíòåãðàëà ê èã-

ðàì ïðåñëåäîâàíèÿ, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì âèäà (1).

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòðàòåãèåé ïðåñëåäîâàòåëÿ íàçîâåì ïàðó U � { }�,U òàêèõ, ÷òî

� � � � � �� � 	 	 	 	 ��{0 }0 1 1� n n — ðàçáèåíèå îòðåçêà I � [ , ]0 � ;U U i� { } — ñå-

ìåéñòâà îïåðàòîðîâ U R Pi
d

i: [ ]� �� 1 , i n� �0 1, . Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ

ñòðàòåãèé ïðåñëåäîâàòåëÿ îáîçíà÷èì P* .

Îïðåäåëåíèå 2. Ñòðàòåãèåé óáåãàþùåãî íàçîâåì ñåìåéñòâî V � { }Vi îïåðà-

òîðîâ Vi , êàæäûé èç êîòîðûõ ïàðå ��R d , u Pi i( ) [ ]
 � �� 1 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

èçìåðèìîå îäíîçíà÷íîå ñå÷åíèå 
( )t îòîáðàæåíèÿ F t u ti( , ( )) íà îòðåçêå � i�1. Ñî-

âîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ñòðàòåãèé óáåãàþùåãî îáîçíà÷èì Q * . Èãðó, îïðåäåëÿþ-

ùóþ êëàññ ñòðàòåãèé P* è Q * , íàçîâåì íèæíåé èãðîé è îáîçíà÷èì G* .

Òðàåêòîðèÿ z t z t z( ) ( , , , )� 0 V U , ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå z0 , ñòðàòåãèÿì óáå-

ãàþùåãî V è ïðåñëåäîâàòåëÿ U, îïðåäåëÿåòñÿ íà îòðåçêàõ [ , ]0 �k èíäóêöèåé ïî k.

À èìåííî, îïåðàòîð U 0 òî÷êå z0 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ u P0 1( ) [ ]
 � � ,

ò.å. u t U z t0 0 0( ) [ ]( )� , à îïåðàòîð V0 òî÷êå z0 , èçìåðèìîé ôóíêöèè u P0 1( ) [ ]
 � �
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå èçìåðèìîå îäíîçíà÷íîå ñå÷åíèå v t0 ( ) îòîáðàæåíèÿ

F t u t( , ( ))0 íà îòðåçêå �1, ò.å. v t V z u t0 0 0 0( ) [ , ( )]( )� 
 . Òîãäà òðàåêòîðèÿ ñèñòå-

ìû (1) íà îòðåçêå �1 10� [ , ]� îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z t z v s ds
t

( ) ( )� � �0 0
0

, v t V z u t0 0 0 0( ) [ , ( )]( )� 
 , u t U z t0 0 0( ) [ ]( )� , t �[ , ]0 1� . Ïóñòü

òðàåêòîðèÿ îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [ , ]0 �k è z zk k� ( )� . Òîãäà òðàåêòîðèÿ íà

îòðåçêå [ , ]� �k k�1 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z t z v s dsk k
t

t

k

( ) ( )� � � , ãäå u t U z tk k k( ) [ ]( )� ,

v t V z u tk k k k( ) [ , ( )]( )� 
 , t k k� �[ , ]� � 1 .
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Ôóíêöèþ u t U z u ti i( ) [ ] ( )� � , t i� �� 1, íàçîâåì ðåàëèçàöèåé ñòðàòåãèé U .

Îòìåòèì, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðàòåãèé èç êëàññà Ð* íå ïîëüçóåò-

ñÿ èíôîðìàöèåé îá óïðàâëåíèè óáåãàþøåãî, à èñïîëüçóåò çíà÷åíèå z t( ) â äèñ-

êðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè � i , ò.å. z i( )� , è â ýòîì îòíîøåíèè ñòðàòåãèè èç êëàññà

P* áëèçêè ê íèæíèì êóñî÷íî-ïðîãðàììíûì ñòðàòåãèÿì [17, 18].

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â èãðå G* èç òî÷êè z0 ìîæíî çàâåðøèòü

ïðåñëåäîâàíèå çà âðåìÿ �, åñëè ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ U�P* òà-

êàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì V �Q * äëÿ íåêîòîðîãî t I* � èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

z t z M( , , , )*
0 V U � . Ïóñòü I � [ , ]0 � è ïîëîæèì B B M�

�

��
�

( , )



� .

Òåîðåìà 4. Åñëè Ì — îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R d è z W M0 � � ( ), òî èç òî÷-

êè z0 ìîæíî çàâåðøèòü ïðåñëåäîâàíèå çà âðåìÿ � â èãðå G* . Ïðè ýòîì ñî-

îòâåòñòâóþùóþ ñòðàòåãèþ ïðåñëåäîâàòåëÿ ìîæíî ñòðîèòü òàê, ÷òîáû âñå åå ðåà-

ëèçàöèè áûëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z W M0 � � ( ). Â ñèëó òåîðåìû 2 èìååì z B M0 � � ( ).

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà B M� ( ) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå z B M0 � ( , )� äëÿ íå-

êîòîðîãî � �
. Ñëåäîâàòåëüíî, z B F t u dt

u P

0 1
0

1
� �

��
�

��
�

�
�* ( , )

�

� . Òàêèì îáðàçîì, ñó-

ùåñòâóåò ïîñòîÿííûé âåêòîð u P0 1� [ ]� , äëÿ êîòîðîãî

z v s ds B0 0 1
0

1� �� ( )
�

(17)

äëÿ ëþáîãî v t0 ( ) èçìåðèìîãî ñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèé F t u( , ) íà îòðåçêå [ , ]0 1� .

Åñëè ïîëîæèòü U z t u0 0 0[ ]( ) � , òî êàêîâà áû íè áûëà ñòðàòåãèÿ V óáåãàþùåãî,

òðàåêòîðèþ z t( , , )V U íà îòðåçêå [ , ]0 � îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z t z v s ds
t

( ) ( )� � �0 0
0

, ãäå v t V z u t0 0 0 0( ) [ , ]( )� , t �[ , ]0 1� .

Èç (17) ñëåäóåò z B( )�1 1� . Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîäîëæèòü ïîñòðîåíèå ñòðàòå-

ãèè U � { }�,U è â èòîãå ïîëó÷èòü âêëþ÷åíèå z Bn n( )� � , ò.å. z M( )� � . Èç ïî-

ñòðîåíèÿ ñòðàòåãèè U âèäíî, ÷òî âñå åå ðåàëèçàöèè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå, ò.å

U z u t u Pi i i( ) ( )� � � , t t ti i� �[ , ]1 .

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà. Ýòó òåîðåìó ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, îñíîâûâàÿñü íà ðå-

êóððåíòíîé ôîðìóëå (13), è ñòðàòåãèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ íà îñíî-

âå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, óëó÷øèò âðåìÿ çàâåðøåíèÿ ïðåñëåäîâàíèÿ [2, 4].

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó À. Àçàìîâó çà ïî-

ñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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