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Àííîòàöèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ðåëàêñàöèîííîãî ïðîöåññà êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè

â óñëîâèÿõ ïëàíîâîé ôèëüòðàöèè ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, áàçèðóþùàÿñÿ íà

óðàâíåíèè â ïðîèçâîäíûõ íåöåëîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè. Ïîñòàâëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ýòîé ìîäåëè êðàåâàÿ çàäà÷à. Íà îñíîâå ëîêàëüíî-îäíîìåðíîé ñõåìû ðàçðàáîòàí ïàðàë-

ëåëüíûé  àëãîðèòì  ðàñ÷åòà.  Ïðèâåäåíû  ðåçóëüòàòû  ÷èñëåííîé  ðåàëèçàöèè  ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåêëàññè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ðåëàêñàöèîííûé êîíâåêòèâ-

íî-äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, óðàâíåíèå äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà, êðàåâûå çàäà÷è, ïðè-

áëèæåííûå  ðåøåíèÿ,  ïàðàëëåëüíûå  àëãîðèòìû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷è ãåîèíôîðìàòèêè, ñâÿçàííûå ñ ðàçðàáîòêîé ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïðîöåññîâ êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ðàñòâîðèìûõ âå-

ùåñòâ ïðè ôèëüòðàöèè èç ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ çàãðÿçíåíèé ãðóíòîâûõ âîä,

âåñüìà àêòóàëüíû, â ÷àñòíîñòè â àñïåêòå îõðàíû îêðóæàþùåé ñðåäû, è àêòèâ-

íî èçó÷àþòñÿ [1–6]. Ïðè ýòîì íå óòðàòèëà àêòóàëüíîñòè è ïðîáëåìà ïîâûøå-

íèÿ ñòåïåíè àäåêâàòíîñòè ñóùåñòâóþùèõ êëàññè÷åñêèõ êîëè÷åñòâåííûõ

ìîäåëåé äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ïðè ôèëüòðàöèè â ãåîïîðèñòûõ ñðåäàõ. Îñî-

áåííî ýòî êàñàåòñÿ ãåîïîðèñòûõ ñðåä è ñèñòåì ñî ñëîæíîé ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííîé ñòðóêòóðîé, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíû ýôôåêòû ïàìÿòè, ïðîñòðàíñòâåí-

íîé íåëîêàëüíîñòè è ñàìîîðãàíèçàöèè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè íåðàâíîâåñíûõ êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûõ ïðîöåñ-

ñîâ êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íå âñåãäà êîððåêòíî. Ïðîãðåññ

â ìîäåëèðîâàíèè òàêèõ ïðîöåññîâ äîñòèãàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïîäõîäà, èñ-

ïîëüçóþùåãî ôîðìàëèçì äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ñîîòâåòñòâó-

þùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèôôóçèè, èíòåíñèâíî ðàçðàáàòûâàåìûå â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ, áàçèðóþòñÿ íà óðàâíåíèÿõ äðîáíîãî ïîðÿäêà [7–9]. Ïðèìåðû

òàêîãî ïîäõîäà èçëîæåíû â ñòàòüÿõ [5, 6]: â ïåðâîé âûïîëíåíî ìàòåìàòè÷åñ-

êîå ìîäåëèðîâàíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñ-

íîãî âî âðåìåíè ïðîöåññà êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ ïðè

óñòàíîâèâøåéñÿ äâóõìåðíîé ïëàíîâîé íàïîðíîé ôèëüòðàöèè èç õðàíèëèùà

ñòî÷íûõ âîä ê âîäîçàáîðó (ðåêå), âî âòîðîé — ìîäåëèðîâàíèå óêàçàííîãî íå-

ðàâíîâåñíîãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ïðè ïëîñêî-âåðòèêàëüíîé óñòàíîâèâ-

øåéñÿ  ôèëüòðàöèè  èç  õðàíèëèùà  ïðîìûøëåííûõ  ñòîêîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè ðåëàêñàöèîííîãî ïðîöåññà êîíâåêòèâíîé

äèôôóçèè ïðè äâóõìåðíîé óñòàíîâèâøåéñÿ ïëàíîâîé íàïîðíîé ôèëüòðàöèè èç

õðàíèëèùà ñòî÷íûõ âîä ê âîäîçàáîðó (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôèëüòðàöèîííàÿ ñõåìà

ïðèâåäåíà â [10]). Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûïîëíåíà â ðàìêàõ äðîáíî-äèôôåðåíöè-

àëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ ó÷åòîì (â îòëè÷èå îò ðàáîòû [5]) íàëè÷èÿ ðå-

ëàêñàöèîííûõ  ñâîéñòâ  äèôôóçèîííîãî  ïîòîêà.
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ  ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ  ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ  ÌÎÄÅËÈ
ÏÐÎÖÅÑÑÀ  È  ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ  ÊÐÀÅÂÎÉ  ÇÀÄÀ×È

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðåëàêñàöèîííîãî êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà

â ñðåäå ñî ñëîæíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðîé áóäåì èñõîäèòü èç

îáîáùåíèÿ  êëàññè÷åñêîãî  çàêîíà  Ôèêà  [11,  12]

r r
q x y t d C Cq( , , ~ )+ = - Ñ +t u , (1)

ãäå
r
q — êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûé ïîòîê, C — êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðèìûõ

âåùåñòâ â æèäêîé ôàçå,
r
u — âåêòîð ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè, d — êîýôôèöèåíò

äèôôóçèè, Ñ — îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà, ~tq — ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè ïîòîêà,

x y t, , —  ãåîìåòðè÷åñêèå  è  âðåìåííàÿ  ïåðåìåííûå  ñîîòâåòñòâåííî.

Èìåÿ â âèäó èçó÷åíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè ïðîöåññà «êîí-

âåêöèÿ-äèôôóçèÿ ñ ðåëàêñàöèåé», îãðàíè÷èìñÿ â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1)

ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ â äðîáíûé ðÿä Òåéëîðà [13] ïî âðåìåííîé

ïåðåìåííîé. Òîãäà ïîëó÷èì äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå ðåëàêñàöèîí-

íîãî  çàêîíà  Ôèêà  [11]  â  âèäå

r r r
q D q d C Cq t+ = - Ñ +t ua( ) , (2)

ãäå Dt
( )a — îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà ïî ïå-

ðåìåííîé t ïîðÿäêà a ( )0 1< <a [8, 9], t t aa
q q= +~ / ( )G 1 , G( )z — ãàììà-ôóíê-

öèÿ  Ýéëåðà  [14].

Ïðåäïîëàãàÿ ïîëå ñêîðîñòåé ôèëüòðàöèè ïîòåíöèàëüíûì, èç (2) ïîëó÷àåì

( )( )1+ = - + ×Ñt ua
q tD q d C Cdiv

r r
D , (3)

ãäå D —  îïåðàòîð  Ëàïëàñà.

Ñ  ó÷åòîì  óðàâíåíèÿ  ìàòåðèàëüíîãî  áàëàíñà

s
¶

¶
+ =

C

t
qdiv
r

0,

ãäå s — ïîðèñòîñòü ñðåäû, ïîëó÷àåì èç (3) èñêîìîå óðàâíåíèå ìîäåëè â âèäå

s t ua¶

¶
+

æ

è
ç

ö

ø
÷ - ×Ñ+

t
D C d C Cq t

( )1 = D
r

( )0 1< <a . (4)

Îòìåòèì,  ÷òî  ïðè a ®1 èç  ñîîòíîøåíèÿ  (4),  â  ÷àñòíîñòè,  èìååì  [15]

s t u
¶

¶
+

¶

¶

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

- ×Ñ
t t

C d C Cq

2

2
= D

r
.

Íèæå óðàâíåíèå (4) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äè-

íàìèêè ïðîöåññà êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ñ ðåëàêñàöèåé ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ

â  óñòàíîâèâøåìñÿ  ôèëüòðàöèîííîì  ïîëå.

Ðàññìîòðèì â ðàìêàõ íåêëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, áàçèðóþùåé-

ñÿ íà óðàâíåíèè (4), çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïðîöåññà êîíâåêòèâíîé

äèôôóçèè ïðè óñòàíîâèâøåéñÿ äâóõìåðíîé ïëàíîâîé ôèëüòðàöèè èç êîòëîâàíà

êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñîì r > 0 â äðåíàæíûé êàíàë ñîîòâåòñòâåííî ôèëüòðàöè-

îííîé ñõåìå ðàáîòû [5]. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îò-

ûñêàíèþ â ïîëóïëîñêîñòè ñ êðóãîâûì âûðåçîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4),

íàïðèìåð,  ïðè  ñëåäóþùèõ  êðàåâûõ  óñëîâèÿõ:
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C C
Ñ

x
C x y C x y C x y

x
t| , , ( , , ) ( , ), ( , , )g1 1

0
00 0 0 0=

¶

¶
= = ¢ =

=

, (5)

ãäå C1 — çàäàííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ íà âõîäå ôèëüòðàöè-

îííîãî ïîòîêà (ãðàíèöå g 1 õðàíèëèùà), x = 0 — óðàâíåíèå äðåíàæíîãî êàíàëà

(íà ãðàíèöå êàíàëà çàäàåòñÿ óñëîâèå áûñòðîãî âûíîñà ðàñòâîðåííûõ âåùåñòâ),

C x y0 ( , ) —  ôóíêöèÿ  íà÷àëüíîãî  ðàñïðåäåëåíèÿ  êîíöåíòðàöèè.

Ïîñêîëüêó îáëàñòü ôèëüòðàöèè — íåêàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü ñëîæíîé êîíôè-

ãóðàöèè, ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà îñíîâûâà-

åòñÿ [5] íà ïåðåõîäå ê íîâûì ïåðåìåííûì ( , )j y — òî÷êàì ãåîìåòðè÷åñêè áîëåå

ïðîñòîé îáëàñòè Gw êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ w j y= + i (j — ïîòåíöè-

àë ñêîðîñòè òå÷åíèÿ, y — ôóíêöèÿ òîêà), ÿâëÿþùåéñÿ [10] â äàííîé çàäà÷å ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîì G Qw j y j j y= < < < <{ }( , ) : ,0 00 . Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàå-

âóþ çàäà÷ó äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ðàññìàòðèâàåìîãî ìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà

ìàòåìàòè÷åñêè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ îáëàñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷å-

íèÿ â âèäå

s t j y u j y j ya¶

¶
+

æ

è
ç

ö

ø
÷ = -+

t
D C t T d C tq t

( ) ( , , ) ( , ) ( , , )1 2 2 1
D

T

C¶

¶

æ

è
çç

ö

ø
÷÷j

, (6)

(( , , ) ( , ))j y wt GÎ ´ + ¥0 ,

C t C
C t C

Q

( , , ) ,
( , , )

,

,

0 0 01
0

0

y
j y

j y y y

=
¶

¶
=

¶

¶
=

= =

,
(7)

C C C t( , , ) ( , ), ( , , )j y j y j y0 0 00= ¢ = , (8)

ãäå u u u2 2 2= +x y , u
j

x
T x

=
¶

¶

1
, u

j
y

T y
=

¶

¶

1
, j k0 = HT , D =

¶

¶
+

¶

¶

2

2

2

2j y
— îïåðà-

òîð Ëàïëàñà, T — ìîùíîñòü íàïîðíîãî âîäîíîñíîãî ïëàñòà, Q — ôèëüòðàöè-

îííûé ðàñõîä, k — êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè, H — äåéñòâóþùèé íàïîð [5].

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿ-

ìè  (êîíñòàíòû a l r, , îïðåäåëåíû  â  [5]):

¢ = ¢ = ¢ = ¢ = ¢ =x
x

r
y

y

r
C

C

C
, , , ,j

j

j
y

y

j0 0 1

,

l
l

r
d

dT
t

a

T
t

a

T
q q¢ = ¢ = ¢ = ¢ =

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

, , ,
j j

t
j

t

a

0

2

0

2

0

. (9)

Ïåðåõîäÿ â (6)–(8) ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ñîãëàñíî (9) è îïóñêàÿ

â äàëüíåéøåì çíàê «øòðèõ» íàä áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè, ïîëó÷àåì â îá-

ëàñòè Gw ´ + ¥( , )0 (çäåñü G qw j y j y= < < < <{ }( , ): , ~0 1 0 )  êðàåâóþ  çàäà÷ó

s t j y j y
j

a¶

¶
+

æ

è
ç

ö

ø
÷ = -

¶

¶

æ

è
çç

ö

ø

+

t
D C t V d C

C
q t

( ) ( , , ) ( , )1 2 D ÷÷ ( )0 1< <a , (10)

C t
C t C

q

( , , ) ,
( , , )

,

, ~
0 1

1
0 0

0

y
y

j y y y

=
¶

¶
=

¶

¶
=

= =

,
(11)

C C C t( , , ) ( , ), ( , , )j y j y j y0 0 00= ¢ = , (12)
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ãäå  ñîãëàñíî  [5]

V
q q

q( , ) sin ~
( )

~ , ~j y
py p j p

=
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ +

-æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =2 2

2

1

2
sh

ln( )l l+ -2 1

.

ÇÀÌÊÍÓÒÀß  ÔÎÐÌÀ  ÐÅØÅÍÈß  ÇÀÄÀ×È  (10)–(12)  Â  ÑËÓ×ÀÅ
ÎÑÐÅÄÍÅÍÍÎÉ  ÑÊÎÐÎÑÒÈ  ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

Â ñëó÷àå îñðåäíåíèÿ ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè ïî îáëàñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöè-

àëà òå÷åíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî V d2 2( , )j y u= =ñð const, èìååì (â ïðåäïîëîæå-

íèè s, d = const)  âìåñòî  (10)  óðàâíåíèå  ñ  ïîñòîÿííûìè  êîýôôèöèåíòàìè

s t j y u m
j

a¶

¶
+

æ

è
ç

ö

ø
÷ = -

¶

¶

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

+

t
D C t C

C
q t

( ) ( , , )1 2
ñð D , (13)

ãäå m =1/ d.

Èñêëþ÷àÿ èç (13) êîíâåêòèâíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó âèäà

s t j y u
ma¶

¶
+

æ

è
ç

ö

ø
÷ = -

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

+

t
D u t u uq t

( ) ( , , )1 2
2

4
ñð D , (14)

u t
u

u
u

q

( , , ) , ,

, ~
0 1

2
0 0

1 0

y
j

m

y
j y y

=
¶

¶
+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

¶

¶
=

= = =

, (15)

u u ut( , , ) ( , ), ( , , )j y j y j y0 0 00= ¢ = , (16)

ãäå

u C u C= -
æ

è
ç

ö

ø
÷ = -

æ

è
ç

ö

ø
÷exp , exp

m
j

m
j

2 2
0 0 .

Ïåðåõîäÿ  â  çàäà÷å  (14)–(16)  ê  îäíîðîäíûì  ãðàíè÷íûì  óñëîâèÿì,  èìååì

s t j y u
ma¶

¶
+

æ

è
ç

ö

ø
÷ = -

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

++

t
D w t w w fq t

( ) ( , , )1 2
2

4
ñð D ( )j , (17)

w t
w

w
w

q

( , , ) , ,

, ~
0 0

2
0 0

1 0

y
j

m

y
j y y

=
¶

¶
+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

¶

¶
=

= = =

, (18)

w w wt( , , ) ( , ), ( , , )( )j y j y j y0 0 00= ¢ = , (19)

ãäå

w u w u f= +
+

- = +
+

- =
m

m
j j y j y

m

m
j j u

m

2
1

2
1

4

0
0

2
2

, ( , ) ( , ) , ( )( )
ñð

m

m
j

+
-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷2

1 .

Ïðèìåíÿÿ ê (17)–(19) êîíå÷íîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðå-

ìåííûì j y, âèäà

~
( ) ( , , )sin( )cos( )

~

w t w t d dnm n m

q

= òò j y l j n y j y

00

1

,
(20)
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ãäå n
p

m
m

q
= ~ , l n > 0 — êîðíè óðàâíåíèÿ ctg l

m

l
= -

2
( , , ,n =1 2 K m = 0 1 2, , , ... ) [16],

ïîëó÷àåì  çàäà÷ó

s t ka¶

¶
+

æ

è
ç

ö

ø
÷ + =+

t
D w t w t Fq t nm nm nm nm

( ) ~
( )

~
( )1 2 ( , )n m³ ³1 0 , (21)

~
( ) ,

~
( )w wnm nm nm0 0 0= ¢ =g ( , )n m³ ³1 0 , (22)

ãäå

g j y l j n y j ynm n m

q

w d d= òò
( )

~

( , )sin ( )cos ( )0

00

1

, F
m n

n m
nm

n

=
³

³ =

é

ë
ê

0 1

1 0

, , ,

, , ,q

q j l j jn nq f d= ò
~ ( )sin( )

0

1

, k u l n
m

nm m m
2 2 2

2

4
= + +

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ñ

2
ð .

Ðåøåíèå  çàäà÷è  (21),  (22)  ìîæíî  çàïèñàòü  â  âèäå

~
( ) ( ) ( )w t t G dnm nm nm

t

= + òF t t

0

, (23)

ãäå

Fnm nm

k
nm

k

q
k

k

kt
k

t t H( )
( )

!( )

( )
,

=
-

+
=

¥
+åsg

k

st

a a1 2

1
0

1
1 2
1,

( , ), ( ( ), )

( , )

1

0 1 1

1

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

+

ì

í
ï

î
ï - - +

-
t

q k

k
a

a a a
t

+ -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ü

ý
- +

-

t
t

a

a a

q
q k

k

H
t

1 2
1 1

0 1 1

1

,
,

( , ), ( ( ), )

( , )

ï

þ
ï

, (24)

G F
k

Hnm nm

k
nm

k

q
k

k

k k( )
( )

!( )

( )
,
,t

k

st
t a=

-
+

=

¥
+ +å

1 2

1
0

1
1 2
1 1

0 1 1

1

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú- - +

-
t

t

a

a a aq k

k

( , ), ( ( ), )

( , )

, (25)

H
1 2
1 1
,
, [ ]K — H-ôóíêöèÿ  Ôîêñà  [9].

Âîçâðàùàÿñü â îáëàñòü îðèãèíàëîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (20) ñîãëàñíî ñî-

îòíîøåíèþ

w t
q

n m

n
mn

( , , ) ~
~

j y

l
m

c

l
m m

=

+
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

+ +=

¥

=

¥

åå
4 4

4 2

2
2

2
2

01

w tnm n m( )sin( )cos( )l j n y , (26)

ãäå cm

m

m
=

=

³

é

ë
ê
1 2 0

1 0

/ , ,

, ,
ïîëó÷àåì çàìêíóòîå ðåøåíèå èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è

â  âèäå
C t w t( , , ) exp ( , , )j y

m
j

m

m
j j y=

æ

è
ç

ö

ø
÷ -

+
+

é

ë
ê

ù

û
ú

2
1

2
.

Çäåñü  ôóíêöèÿ w t( , , )j y îïðåäåëÿåòñÿ  ñîîòíîøåíèÿìè  (26),  (23)–(25).

ÏÎËÓ×ÅÍÈÅ  ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÃÎ  ÐÅØÅÍÈß  ÊÐÀÅÂÎÉ  ÇÀÄÀ×È  Â  ÎÁÙÅÌ  ÑËÓ×ÀÅ

Â ñëó÷àå ïåðåìåííîé ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè (V 2 ¹ const) ïðèáëèæåííîå ðåøå-

íèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (10)–(12) ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå êîíå÷íî-ðàç-

íîñòíîãî  ïîäõîäà  ñëåäóþùèì  îáðàçîì.
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Ââåäåì  â  ðàññìîòðåíèå  ñåòî÷íóþ  îáëàñòü

w j y jth i k j it ih i m= = = +{( , , ) : ( , )1 0 1 ,

y k h k= -2 0 5( , ) ( , )k n= +0 1 , t j j Nj = =t ( , )0 },

ãäå h
m

1
2

2 1
=

+
, h

q

n
2 =

~
— øàãè ñåòêè ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ïåðåìåííûì j è y

ñîîòâåòñòâåííî, t — øàã ñåòêè ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé, è ïîñòàâèì â ñîîò-

âåòñòâèå ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷å ñëåäóþùèé àíàëîã ëîêàëüíî-îäíî-

ìåðíîé  [17]  ðàçíîñòíîé  ñõåìû  À.À.  Ñàìàðñêîãî:

s
t a

jj
j2

1 2
0( ) ( )( )C C V dC Ct q t+ = -+D ,

(27)

s
t a

yy
2

1 2( $ ) $( )C C V dCt q t+ =+D .
(28)

Çäåñü $C C j= +1, C C j= +1 2/ , C C j= , t tj j+ = +1 2
2

/
t
, D t

( )a+1 — ðàçíîñòíûé

àíàëîã îïåðàòîðà äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dt
( )a+1 , îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøå-

íèÿìè

D
G

t s
j s s s

s

j

C b C C C( ) ( ) /$

( )
( )a

t a

+ + +

=

=
-

- +å1

2

1 1 2

0

4

2
2 , (29)

D
G

t s
j s s s

s

j

C b C C C( ) ( ) / /

( )
( )a

t a

+ + -

=

=
-

- +å1

2

1 2 1 2

0

4

2
2 , (30)

b j s j ss
j( ) [( ) ( ) ]= - + - -- - -t a a a1 1 11 ( j N= 0, ). (31)

Ðàñïèñûâàÿ â ñîîòíîøåíèÿõ (27), (28) ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ñ ó÷åòîì (29),

(30) è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì íà ïîëóöåëîì è öåëîì âðåìåííûõ

ñëîÿõ  ñèñòåìû  óðàâíåíèé

A C B C S Cik i k
j

ik ik
j

ik i k
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j

+
+ +
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W
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=

s

t

t
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21 1 2
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Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåì (32), (33) ÿâëÿþòñÿ òðåõòî÷å÷íûìè è ýôôåêòèâ-

íî ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè [17, 18]. Ïðîãîíî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

C C
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i k i k
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+
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+
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à  ïðîãîíî÷íûå  êîýôôèöèåíòû  âû÷èñëÿþòñÿ  ïî  ôîðìóëàì
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, ,b a b

i k
j
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j
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W
( , , , , , )i m k n j N= = =1 1 0 .

Äëÿ  ñòàðòîâûõ  çíà÷åíèé  ïðîãîíî÷íûõ  êîýôôèöèåíòîâ  ïîëó÷àåì

a1 0k = , b
1

1
k
j = , ~a i1 1= ,

~
b

i
j
1

0= ( , , , , , )i m k n j N= = =1 1 0 .

Îòìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà ïðîãîíêè äëÿ ñèñòåì (32), (33) âûòåêàåò

èç ôàêòà äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ â ìàòðèöàõ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ñèñòåì

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [17]. Ïîñëåäóþùèé ïåðåõîä â ôèçè÷åñêóþ îáëàñòü G z

îñóùåñòâëÿåòñÿ  ñîãëàñíî  ñîîòíîøåíèÿì  (10)  ðàáîòû  [5].

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ  ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÉ  ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ  ÀËÃÎÐÈÒÌÀ  ÐÀÑ×ÅÒÀ
ÄËß  ÊËÀÑÒÅÐÍÛÕ  ÑÈÑÒÅÌ

Ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ äëÿ êëàñòåðíûõ ñèñ-

òåì ñ èñïîëüçîâàíèåì êðàñíî-÷åðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõå-

ìîé, îïèñàííîé â ðàáîòå [3]. Êàæäûé èç N ïðîöåññîâ ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû

âû÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ è èñêîìîé ôóíêöèè äëÿ N áëî-

êîâ ÿ÷ååê ñåòêè ðàçìåðà
m

N

n

N
´ . Âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå ïðîãîíêè âû-

ïîëíÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî çà N øàãîâ ñ îáìåíîì äàííûìè ïîñëå êàæäîãî èç íèõ.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ íà îäíîì øàãå ïî âðåìåíè êðàòêî îïèøåì

ñëåäóþùèì  îáðàçîì.

1. Âû÷èñëåíèå ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ âåðòèêàëüíûõ ïðîãîíîê.
Ïðîöåññ j íà i-ì øàãå îáðàáàòûâàåò áëîê ( )2 1N i j N- - - mod è ïåðåäàåò çíà-

÷åíèÿ ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ â
n

N
-

æ

è
ç

ö

ø
÷1 -é ñòðîêå áëîêà ïðîöåññîðó

( )N j N+ -1 mod .

2. Îáðàòíûé õîä âåðòèêàëüíûõ ïðîãîíîê. Ïðîöåññ j íà i-ì øàãå îáðàáà-

òûâàåò áëîê ( )N i j N+ - mod è ïåðåäàåò çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â ïåðâîé

ñòðîêå  áëîêà  ïðîöåññîðó ( )j N+1 mod .
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3. Âû÷èñëåíèå ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ãîðèçîíòàëüíûõ ïðîãîíîê.
Ïðîöåññ j íà i-ì øàãå îáðàáàòûâàåò áëîê i è ïåðåäàåò çíà÷åíèÿ ïðîãîíî÷íûõ êî-

ýôôèöèåíòîâ  â
m

N
-

æ

è
ç

ö

ø
÷1 -é  êîëîíêå  áëîêà  ïðîöåññîðó ( )N j N+ -1 mod .

4. Îáðàòíûé õîä ãîðèçîíòàëüíîé ïðîãîíêè. Ïðîöåññ j íà i-ì øàãå îáðàáà-

òûâàåò áëîê ( )N i- -1 è ïåðåäàåò çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â ïåðâîé êîëîíêå

áëîêà  ïðîöåññîðó ( )j N+1 mod .

Âðåìÿ  ðàáîòû  òàêîãî  àëãîðèòìà  îöåíèì  ñîîòíîøåíèåì  [3]

T m n
nm

N
t N t n t mN c tr tr( , ) ( )( ( ) ( ))= + - +2 1 ,

ãäå tc — ñóììà âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîé ïàðû ïðîãî-

íî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ, è âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ â îäíîì óçëå ñåòêè

ïðè îáðàòíîì õîäå ïðîãîíêè, t str ( ) — âðåìÿ ïåðåñûëêè áëîêà, ñîñòîÿùåãî èç s

åäèíèö  îáðàáàòûâàåìûõ  äàííûõ.

Îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â òîì, ÷òî îñíîâíóþ ñëîæíîñòü ïðè

âû÷èñëåíèè ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ñîçäàþò îïåðàöèè ñóììèðîâàíèÿ,

îáúåì êîòîðûõ ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé. Ýôôåêòèâ-

íîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðè ýòîì äîëæíà ïîâûøàòüñÿ â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé

ïðîöåññ âûïîëíÿåòñÿ íà îòäåëüíîì óçëå êëàñòåðà. Â ñèòóàöèè, êîãäà íà îäíîì

óçëå âûïîëíÿåòñÿ íåñêîëüêî ïðîöåññîâ, íà ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿþ-

ùåå  âëèÿíèå  èìååò  áûñòðîäåéñòâèå  ïîäñèñòåìû  ïàìÿòè.

Ãðàôèêè áûñòðîäåéñòâèÿ è óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (32),

(33) íà ñåòêå ðàçìåðà 10 103 3´ íà îäíîì óçëå êëàñòåðà ÑÊÈÒ-3 ïðåäñòàâëåíû íà

ðèñ.  1,  2.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè âðåìåíè Tk (ìñ) ðàáîòû ïàðàëëåëü-

íîãî àëãîðèòìà îò íîìåðà k øàãà ïî âðåìåíè (êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó

ïðîöåññó, êðèâàÿ 2 — ÷åòûðåì ïðîöåññàì, êðèâàÿ 3 — âîñüìè ïðîöåññàì). Íà

ðèñ. 2 ãðàôèêè ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè óñêîðåíèÿ Ek ïàðàëëåëüíîãî àë-

ãîðèòìà òàêæå îò íîìåðà k øàãà ïî âðåìåíè (êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ÷åòûðåì

ïðîöåññàì,  êðèâàÿ 2 —  âîñüìè  ïðîöåññàì).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ äåìîíñòðèðóþò ïðîãíîçèðóåìîå

óìåíüøåíèå óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà ïðè óâåëè÷åíèè îòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâà îïåðà-

öèé äîñòóïà ê ïàìÿòè ê êîëè÷åñòâó àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ÷òî íàáëþäàåòñÿ
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ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà øàãà ïî âðåìåíè. Òàêîå ñâîéñòâî àëãîðèòìà îáóñëîâëè-

âàåò àêòóàëüíîñòü ïîñëåäóþùåãî ðàçâèòèÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî è ïðîãðàììíîãî

îáåñïå÷åíèÿ â íàïðàâëåíèè èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåñóðñîâ

ãðàôè÷åñêèõ  ïðîöåññîðîâ  íà  óçëàõ  ñîâðåìåííûõ  êëàñòåðíûõ  ñèñòåì.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ  ×ÈÑËÅÍÍÛÕ  ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïðîöåññà ìèãðàöèè ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ â

ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé íåêëàññè÷åñêîé êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîé ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè âûïîëíåíî îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, îïðåäå-

ëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (9) äëÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöèé

C ( , , )j y 0 0º . Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ãðàôè÷åñêè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3–6 è ñî-

îòâåòñòâóþò äèíàìèêå ïîëåé êîíöåíòðàöèé âäîëü ëèíèè òîêà y = 0.

Íà ðèñ. 3, 4 ïîêàçàíà äèíàìèêà ïîëåé êîíöåíòðàöèé (âäîëü óêàçàííîé ëèíèè

òîêà) â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, îïðåäåëÿåìûå çíà÷åíèÿìè áåçðàçìåð-

íîãî ïàðàìåòðà t = 0 01, (ðèñ. 3) è t = 01, (ðèñ. 4) ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ðåëàêñà-

öèè tq = 0 005, è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà äðîáíîé ïðîèçâîäíîé: a = 0 6,

(êðèâàÿ 1), a = 0 8, (êðèâàÿ 2), a =1 (êðèâàÿ 3).

Ãðàôèêè íà ðèñ. 5 ïîêàçûâàþò äèíàìèêó êðèâûõ êîíöåíòðàöèè äëÿ íåêëàñ-

ñè÷åñêîé ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùåé a = 0 6, è çíà÷åíèþ áåçðàçìåðíîãî ðåëàêñàöè-

îííîãî ïàðàìåòðà tq = 50 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè: t = 01, (êðèâàÿ 1), t = 0 5,

(êðèâàÿ 2), t =1 (êðèâàÿ 3).

Îñîáåííîñòè äèíàìèêè ïîëÿ êîíöåíòðàöèé â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìå-

íè t = 01, â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû a ïîðÿäêà äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïðåäñòàâ-

ëåíû íà ðèñ. 6: a = 0 8, (êðèâàÿ 1), a = 0 7, (êðèâàÿ 2), a = 0 6, (êðèâàÿ 3); tq = 0 5, .

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþ-

ùèå âûâîäû îá îñîáåííîñòÿõ äèíàìèêè ïîëåé êîíöåíòðàöèé ðàñòâîðèìûõ âå-

ùåñòâ  â  ðàìêàõ  èçó÷àåìîé  ìàòåìàòè÷åñêîé  ìîäåëè.

1. Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè tq êðèâûå êîí-

öåíòðàöèè â íåêëàññè÷åñêîé ìîäåëè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà a äðîá-

íîé ïðîèçâîäíîé êà÷åñòâåííî ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðèâûìè, ïîëó-

÷åííûìè â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîíâåêòèâíîé äèôôó-

çèè. Èìåþùèåñÿ â íà÷àëå ìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà (äëÿ óêàçàííûõ tq ) ðàçëè÷èÿ

â ïîâåäåíèè êîíöåíòðàöèîííûõ êðèâûõ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû a â ðàìêàõ

íåêëàññè÷åñêîé ìîäåëè (ðèñ. 3) ñ ðàçâèòèåì ìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà ïîñòåïåííî

èñ÷åçàþò  (ðèñ.  4).

68 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51, ¹ 6

Ðèñ.  2

Ek

k

2

1



2. Ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè tq (ïðè ôèêñè-

ðîâàííîì çíà÷åíèè ïîðÿäêà a äðîáíîé ïðîèçâîäíîé) ïðîöåññ ìàññîïåðåíîñà â ðàìêàõ

ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðèîáðåòàåò îò÷åòëèâî âûðàæåííûé âîëíîâîé õàðàêòåð ñ

âîçðàñòàþùåé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè àìïëèòóäîé êîíöåíòðàöèîííîé âîëíû (ðèñ. 5).

3. Óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà a äðîáíîé ïðîèçâîäíîé (ïðè ôèêñèðîâàí-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè tq ) òàêæå âëå÷åò çà ñîáîé ðîñò àìïëèòóäû

êîíöåíòðàöèîííîé âîëíû â êàæäûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè (ðèñ. 6).

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå (ïðè a ®1) àìïëèòóäû âîëíû ñîîòâåòñòâóåò àíàëîãó

òåëåãðàôíîãî  óðàâíåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà èññëåäóåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëè  ñóùåñòâåííî  îòëè÷àþò  åå  îò  ìîäåëåé,  èçó÷åííûõ  â  [5,  6].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå íåêëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ

èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ðåëàêñàöèîííîãî ïðîöåññà êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ïðè

ïëàíîâîé óñòàíîâèâøåéñÿ ãåîôèëüòðàöèè èç õðàíèëèùà ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ

ê âîäîçàáîðó îñíîâàíà íà äèôôóçèîííî-âîëíîâîì óðàâíåíèè íåöåëîãî ïîðÿäêà

äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè. Îíà ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, èçó÷àòü âëèÿ-

íèå ýôôåêòîâ ïàìÿòè íà äèíàìèêó ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé êîíöåíòðàöèé â ñëîæ-

íûõ óñëîâèÿõ ïðîòåêàíèÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíî

ÿâëåíèå  íàðóøåíèÿ  êëàññè÷åñêîãî  çàêîíà  Ôèêà.
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