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ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Î ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈßÕ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ, îñíîâàííûé íà ðå-
êóðñèâíîì ïîëó÷åíèè åå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ ôîðìóëèðóåòñÿ
â ïåðåñòàíîâî÷íî-ìàòðè÷íîé ôîðìå, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íûé ïîäõîä ê ïî-
ñòðîåíèþ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Àëãîðèòì ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âçâåøåííîãî ïàðîñî-
÷åòàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà â äâóäîëüíîì ãðàôå ñ 2n âåðøèíàìè. Âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ñõåìà ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ ïðåäñòàâëåíà â ôîð-
ìå, óäîáíîé äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ, ïàðîñî÷åòàíèå, äâóäîëüíûé ãðàô, óâåëè÷èâàþ-
ùèé ïóòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Øèðîêî èçâåñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ (ÇÍ), òàêèå êàê âåí-

ãåðñêèé ìåòîä, ìåòîä Êàíà–Ìóíêðåñà è ìåòîä ïîòåíöèàëîâ, ïîñòðîåíû ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-

öèè, è õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçíîé âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ, íå ìåíüøåé ÷åì O n( )3 ,

ãäå n — ïîðÿäîê ìàòðèöû ñòîèìîñòåé [1]. Â [2] èçëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ

îäíîãî èç âàðèàíòîâ ÇÍ, âðåìåííàÿ îöåíêà êîòîðîãî ïîíèæåíà äî O n( )2 ,

à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî îí âûïîëíÿåò ôóíêöèè ïðîöåäóðû, âñòðîåííîé â ìåòîä

âåòâåé è ãðàíèö äëÿ áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ áîëåå òî÷íûõ íèæíèõ îöåíîê ñòîè-

ìîñòè çàìêíóòûõ ìàðøðóòîâ â çàäà÷å êîììèâîÿæåðà. Àëãîðèòì ñîñòîèò â íà-

õîæäåíèè âçâåøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà â äâó-

äîëüíîì ãðàôå ñ 2n âåðøèíàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíÿòûõ â [2] ïîíÿòèé

êðàò÷àéøåãî óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè. Â äàííîé ñòàòüå îïèñàí ðåêóððåíòíûé ìå-

òîä ðåøåíèÿ ÇÍ, ðàçâèâàþùèé ðåçóëüòàòû ðàáîò [2, 3] è òåõíè÷åñêè óïðîùà-

þùèé íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé âåíãåðñêèé ìåòîä.

ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÎ-ÌÀÒÐÈ×ÍÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Îïèøåì ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÇÍ, èñõîäÿ èç ñëåäóþùåé åå

ôîðìóëèðîâêè.

Äëÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé (âåñîâ) C cij n� [ ] , ãäå c Rij �
�

0
èëè cij � � , R

0
� —

ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íàéòè

C c i

i

n

( ) min [ ]�

�

�
�

�

�
1

. (1)

Çäåñü � � � �� ( [ ], [ ], , [ ])1 2 � n — ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà { , , , }1 2 � n íîìåðîâ

ñòîëáöîâ ìàòðèöû C; � � � �� ( [ ], [ ], , [ ])1 2 � n — îïòèìàëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ñòî-

èìîñòüþ C c
i

n
i( ) [ ]�

�
�

�� 1
, c i�[ ] � � , i n�1, , èëè ðåøåíèå ÇÍ. Ïåðåñòàíîâêó

� � � �� ( [ ], [ ], , [ ])1 2 � n , â êîòîðîé c i�[ ] � � , i n�1, , íàçîâåì äîïóñòèìûì ðå-

øåíèåì ÇÍ. Çàìåòèì, ÷òî ÇÍ ñ ìàòðèöåé ñòîèìîñòåé, ñîäåðæàùåé ýëåìåíòû

cij � � , ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü, ÷òî

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è ïóñòî. Áóäåì èñêàòü �, ïîøàãîâî óâå-

ëè÷èâàÿ íà åäèíèöó ÷èñëî ýëåìåíòîâ k , k n�1, , ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáðàçóþ-
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ùåé îïðåäåëåííóþ ÷àñòü äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ÇÍ. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà

(óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ) ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñïîñîá åå ïîñòðîåíèÿ.

Ëþáàÿ ÷àñòü äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ÇÍ, âêëþ÷àþùàÿ k ýëåìåíòîâ, îäíîçíà÷-

íî îïðåäåëÿåò ïîäìàòðèöó [ ]ci j ks t
ìàòðèöû C , i i i is k1 2	 	 	 	 	� � , j j1 2	 	 �

� �	 	 	j jt k . Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � � � �k k k k si i i� ( [ ], [ ], , [ ]1 2 � , , [ ])� � k ki , � k si[ ]�

�{ }j j j jt k1 2, , , , ,� � , k n� 
1 1, , ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÇÍ äëÿ ïîäìàòðèöû [ ]ci j ks t
;

á) ñòîèìîñòü � k íå ïðåâûøàåò ñòîèìîñòè ðåøåíèÿ ÇÍ äëÿ ëþáîé ïîäìàòðè-

öû ïîðÿäêà k ìàòðèöû Ñ .

Åñëè ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè � k â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � k k n� � 
1 0 1, , , è çàäà÷à (1) èìååò ðåøåíèå, òî äëÿ

íàõîæäåíèÿ � �� n òðåáóåòñÿ n øàãîâ.

Ìàòðè÷íûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ. Ïîêàæåì,

êàê ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � k k n, ,�1 .

Èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � �1 1 1� ( [ ])i îïðåäåëÿåòñÿ òðèâèàëüíî: â ìàò-

ðèöå Ñ íàõîäèòñÿ c c i j nlr ij� � �min | ,{ }1 è, ñëåäîâàòåëüíî, i l1 � , �[ ]i r1 � . ×òî-

áû ïîëó÷èòü � � �2 2 1 2 2� ( [ ], [ ])i i , îïðåäåëèì c c i l j rms ij� � �min | ,{ }, clp �

� �min |{ }c j rlj , c r�
� min |{ }c i lir � (ðèñ. 1).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè c c c clr ms lp r� � �
�

, òî óñëîâèÿ à) è á) âûïîëíÿ-

þòñÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � 2 , â êîòîðîé i l i r i m i s1 2 1 2 2 2� � � �, [ ] , , [ ]� � . Åé

ñîîòâåòñòâóåò ïîäìàòðèöà

.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � 2

ñ ýëåìåíòàìè i l i p i i r1 2 1 2 2 2� � � �, [ ] , , [ ]� � � è ïîäìàòðèöåé

.

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � 2 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � �3 3 1� ( [ ],i

� �3 2 3 3[ ], [ ])i i . Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî � � �2 2 2� � �( [ ] , [ ] )l r m s .

Íàéäåì c c i l m j s rwq ij� � �min | , ; ,{ } è MIN c c clr ms wq1 � � � . Çàìåòèì, ÷òî

c cwq ms� , åñëè � � � �2 2 2� � �( [ ] , [ ] )l p r . Ïðåîáðàçîâàíèå � 2 â � 3 ÿâëÿåòñÿ

ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è.
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l clr
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p r

l clp clr

� c r�



Äëÿ ñòðîê l, m è ñòîëáöîâ r, s, îïðåäåëÿåìûõ ÷èñëàìè clr è cms ìàòðèöû Ñ ,

òðåáóåòñÿ íàéòè òðîéêó ýëåìåíòîâ ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé èõ çíà÷åíèé ïðè óñëî-

âèè, ÷òî ëþáûå äâà ýëåìåíòà èç òðîéêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â òðåõ ðàçíûõ ñòðî-

êàõ, âêëþ÷àþùèõ l, m, è òðåõ ðàçíûõ ñòîëáöàõ, âêëþ÷àþùèõ r, s.

Åñëè èñêîìàÿ òðîéêà íå ñîäåðæèò clr , íî ñîäåðæèò cms, òî ñóììà çíà÷åíèé åå

ýëåìåíòîâ îãðàíè÷åíà ñíèçó âåëè÷èíîé S c c cr lp ms1 � � �
�

, ãäå

c c i l mr ir�
� �min | ,{ }, c c j r slp lj� �min | ,{ }.

Ïóñòü ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òðîéêîé, â êîòîðóþ âõîäèò

clr è íå âõîäèò cms. Òîãäà îíî ôîðìèðóåò ñóììó S c c clr mp s2 � � �
�

, ãäå

c c j s rmp mj� �min | ,{ }, c c i l ms is�
� �min | ,{ }.

Ýëåìåíòû ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, íå ñîäåðæàùåãî clr è cms, îïðå-

äåëÿþò âåëè÷èíó S c c c c c clp mr ws mq ls r3 � � � � �min ,{ }
�

. Çäåñü

c c i l mws is� �min | ,{ }, c c j p smr mj� �min | ,{ } (ðèñ. 2, à),

c c i mls is� �min | ,{ }� , c c j r smq mj� �min | ,{ } (ðèñ. 2, á).

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó, ðàâíóþ MIN S S S2 1 2 3� min , ,{ }. ßñíî, ÷òî îíà ñîîòâåò-

ñòâóåò èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � 3 , åñëè MIN MIN2 1� , èíà÷å � �3 3� �( [ ]l r,

� 3 [ ]m s� , � 3 [ ] )w q� .

Â îáùåì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � � � �k k k k si i i� ( [ ], [ ], , [ ],1 2 � �

� , [ ])� k ki ñî ñâîéñòâàìè à) è á) ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

� �k k i� ��1 1 1( [ ], � � �k k r k ki i i� � � �1 2 1 1 1[ ], , [ ], , [ ])� � ñ ýòèìè æå ñâîéñòâàìè

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â ìàòðèöå C îïðåäåëÿåòñÿ

c c i i i i i j i i
k ki ij s k k k�

� �[ ] min | , , , , , , [ ], [
�

� � �
1 1 2 1 2{ � � ], , [ ], , [ ]� �� �k s k ki i },

ôîðìèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � � �
k k k ki� ��

1
1

1( , [ ]) è âû÷èñëÿåòñÿ

MIN c c
k s k ki i

s

k

1
1

1

� �
�

�

� � �[ ] [ ] .

Äàëåå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà k �1 ýëåìåíòîâ, êîòîðûå â ìàòðèöå C ôîðìèðó-

þò ìèíèìàëüíóþ ñóììó ñâîèõ çíà÷åíèé è ðàñïîëàãàþòñÿ â ðàçíûõ ñòðîêàõ

è ñòîëáöàõ, âêëþ÷àÿ âñå ñòðîêè è ñòîëáöû ñ íîìåðàìè, çàäàííûìè âåëè÷èíà-

ìè c c c c
k k k s k ki i i i� � � �[ ] [ ] [ ] [ ], , , , ,

1 2
� � . Îáîçíà÷èì ýòó ñóììó MIN 2. Íàéäåí-

íûå ýëåìåíòû îáðàçóþò èñêîìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � �k k� �
�1 1

2 , åñëè

MIN MIN2 1� . Èíà÷å � �k k� �
�1 1

1 .
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Ðèñ. 2

p q r s

m cmr cms

l clp clr

�

w cws

p q r s

m cmq cms

l clr cls

� c r�

w

à á



ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ È ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ïîèñêà îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé àëãî-

ðèòìà, â êîòîðîì ðåøåíèå çàäà÷è (1) íàõîäèòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñðåäñòâàìè òå-

îðèè ïàðîñî÷åòàíèé äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ [1].

Ìàòðèöå ñòîèìîñòåé ÇÍ C âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò äâóäîëüíûé

ãðàô ( , , )X Y U , â êîòîðîì | | | |X Y n� � è âåðøèíà i X� ñîåäèíåíà ñ âåðøèíîé

j Y� ðåáðîì ( , )i j U� ñ âåñîì cij � � .

Ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà îáðàçóåò òàêîå ìíîæåñòâî ðåáåð, â êîòîðîì íèêàêèå

äâà èç íèõ íå èìåþò îáùåé âåðøèíû. Ðåáðà, íå âõîäÿùèå â ïàðîñî÷åòàíèå, íàçû-

âàþòñÿ ñâîáîäíûìè. Ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå èìååò íàèáîëüøåå ÷èñëî ðå-

áåð. Âåðøèíà, ïðèíàäëåæàùàÿ ðåáðó ïàðîñî÷åòàíèÿ, íàçûâàåòñÿ íàñûùåííîé,

îñòàëüíûå âåðøèíû ãðàôà — ñâîáîäíûìè. Ðåáðî ( , )i j , âõîäÿùåå â ïàðîñî÷åòà-

íèå, îáîçíà÷èì [ , ]i j . Âåðøèíà j ðåáðà [ , ]i j îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàïàðíèê i. Ïàðîñî-

÷åòàíèå, íàñûùàþùåå âñå âåðøèíû ãðàôà, ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì. Â äâóäîëüíîì

ãðàôå ( , , )X Y U , ãäå | | | |X Y n� � , ìîùíîñòü ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, åñëè

îíî ñóùåñòâóåò, ðàâíà n. Ðåøåíèå ÇÍ � ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè â äâóäîëüíîì âçâå-

øåííîì ãðàôå ( , , )X Y U , | | | |X Y n� � , ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ñ ìèíè-

ìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì ðåáåð [1].

Ïóñòü â ãðàôå èìååòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå M . Ïðîñòîé ïóòü íàçûâàåòñÿ ÷åðåäóþ-

ùèìñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ M , åñëè â íåãî âõîäèò êàæäîå âòîðîå ðåáðî. ×å-

ðåäóþùèéñÿ ïóòü, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ ðåáðàìè, íå ïðèíàäëåæàùèìè

ïàðîñî÷åòàíèþ M , íàçûâàåòñÿ óâåëè÷èâàþùèì îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ M .

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ( , , , , , , , , , , )i j i j i j i j i jk k k k0 1 1 2 2 3 1 1� 
 � — óâåëè÷èâàþùèé

ïóòü â äâóäîëüíîì ãðàôå ( , , )X Y U , òî â íåì ñâîáîäíû âåðøèíû i jk0 1, � è k � 1

ðåáåð ( , ), ( , ), ( , ), , ( , ), ( , )i j i j i j i j i jk k k k0 1 1 2 2 3 1 1� 
 � . Îñòàëüíûå k ðåáåð ïóòè îá-

ðàçóþò ïàðîñî÷åòàíèå � k k ki j i j i j i j� ([ , ], [ , ], [ , ], , [ , ])1 1 2 2 3 3 � . Äëèíà ïóòè

îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì âñòðå÷àþùèõñÿ â íåì ðåáåð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî âçâåøåííîì ãðàôå ( , , )X Y U , ñîîòâåòñòâóþùåì ìàòðè-

öå ñòîèìîñòåé ÇÍ C , íå èìååòñÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ. Òîãäà êàæäîå ðåáðî â ( , , )X Y U

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óâåëè÷èâàþùèé ïóòü äëèíû 1, à ðåáðî ñ ìèíèìàëüíûì âå-

ñîì îáðàçóåò ïàðîñî÷åòàíèå èëè èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �1.

Ïóñòü â ãðàôå ( , , )X Y U ïîñòðîåíî ïàðîñî÷åòàíèå � k � ([ , ], [ , ],i j i j1 1 2 2 �

� �, [ , ], , [ , ])i j i jl l k k ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé C k( )� âåñîâ ðåáåð ñðåäè âñåõ ïà-

ðîñî÷åòàíèé ìîùíîñòè k . Ïðåîáðàçóåì � k â ïàðîñî÷åòàíèå � k i j� � � �1 1 1([ , ],

[ , ], , [ , ], , [ , ], [ , ])� � � � � � � �� �i j i j i j i jl l k k k k2 2 1 1� � , ó êîòîðîãî âåëè÷èíà C k( )� �1 äîñòèãà-

åò ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå 
k�1 âñåõ ïàðîñî÷åòàíèé ìîùíîñòè k �1.

Ïàðîñî÷åòàíèå � k ðàçáèâàåò ìíîæåñòâà X , Y ñîîòâåòñòâåííî íà ïîäìíîæåñ-

òâà íàñûùåííûõ âåðøèí I i i i ik l k� { }1 2, , , , ,� � , J j j j jk l k� { }1 2, , , , ,� � è íà

ïîäìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ âåðøèí X I i i i ik k k s n
 � � �{ }1 2, , , , ,� � ,

Y J jk k
 � �{ 1, j j jk q n� 2 , , , ,� � }. Íàéäåì ñâîáîäíîå ðåáðî ñ âåñîì

c c i X I j Y Ji j i j s k q kr p s q
� � 
 � 
min | ,{ } (2)

è, ïðèñîåäèíèâ åãî ê ïàðîñî÷åòàíèþ � k , ïîëó÷èì ïàðîñî÷åòàíèå � � ��� �k k1

� [ , ]i jr p ñòîèìîñòüþ MIN C ck i jr p
1 � �( )� . Åñëè � �� k 1 íå ÿâëÿåòñÿ ïàðîñî÷åòà-

íèåì � k�1 ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé âåñîâ íà ìíîæåñòâå 
k�1, òî

� �k k k� � �� 
 �1 1 1
 { }.

Ëåììà 1. Ïóñòü � �k k k� � �� 
 �1 1 1
 { }. Òîãäà � � �k k k k kP P� � �� 
 � 
1 1 1( ) ( ),

ãäå Pk�1 — êðàò÷àéøèé óâåëè÷èâàþùèé ïóòü îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ � k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì êðàò÷àéøèé óâåëè÷èâàþùèé ïóòü Pk�1 îòíîñè-

òåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ � k è, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðîñî÷åòàíèÿ �
k�1
2 . Ïîêàæåì, ÷òî
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� �k k� �
�1 1

2 . ßñíî, ÷òî C Ck k
( ) ( )� ��

�1
2 . Â âåëè÷èíàõ C k( )� è C

k
( )�

�1
2 âûäå-

ëèì îáùåå ñëàãàåìîå C c

k s k k

k s

i

i0

1
2

�

� � �

�
� � �

�

[ ]

[ ] è ïîëó÷èì

C C C Ck k( ) ( )� �
 � 
�0 1
2

0. Îäíàêî � � �k k k kP� � 
� �1
2

1, à C Ck( )� � 
1
2

0 — ñóììà

âåñîâ ðåáåð ìíîæåñòâà Pk k� 
1 � , ïðè÷åì îíà ìèíèìàëüíà, êîãäà Pk�1 — êðàò-

÷àéøèé óâåëè÷èâàþùèé ïóòü îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ � k . Ñëåäîâàòåëüíî,

�
k�1
2 — ïàðîñî÷åòàíèå ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé âåñîâ ðåáåð íà ìíîæåñòâå


k k� �
 �1 1{ }� , ò.å. � �k k� �
�1 1

2 . �

Ïóñòü âåðøèíà j J l kl k� �, , , ,{ }1 2 � , ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ñâîáîäíîãî ðåáðà

( , )i jr l ñ âåñîì

c c i X Ii j i j s kr l s l
� � 
min |{ }, (3)

à âåðøèíà i I f kf k� �, , , ,{ }1 2 � , — íà÷àëîì ñâîáîäíîãî ðåáðà ( , )i jf p ñ âåñîì

c c j Y Ji j i j q kf p f q
� � 
min |{ }. (4)

Îáîçíà÷èì X k , | |X kk � , ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ âåðøèí ir , êîòîðûå èíöèäåíò-

íû ðåáðó ( , )i jr l ñ âåñîì, îïðåäåëåííûì â (3), à Yk , | |Y kk � , — ìíîæåñòâî

ñâîáîäíûõ âåðøèí jp , èíöèäåíòíûõ ðåáðó ( , )i jf p ñ âåñîì, îïðåäåëåííûì

â (4). ßñíî, ÷òî êðàò÷àéøèé óâåëè÷èâàþùèé ïóòü îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòà-

íèÿ � k íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå ìíîæåñòâà X k è çàêàí÷èâàåòñÿ â âåðøèíå

ìíîæåñòâà Yk .

Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé âçâåøåííûé îðãðàô ( , )V A , â êîòîðîì ìíîæåñò-

âî âåðøèí V i X I Yk k k� � � �{ }0 , äëÿ ïîèñêà êðàò÷àéøåãî óâåëè÷èâàþùåãî

ïóòè Pk�1 îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ � k .

Ìíîæåñòâî äóã À îðãðàôà ( , )V A ïðåäñòàâëåíî ðàçáèåíèåì íà ïîäìíîæåñòâà

A A A A0 1 2 3, , , . Ïîäìíîæåñòâî A0 ñîäåðæèò | |X k äóã ( , )i ir0 ñ íóëåâûì âåñîì,

i Xr k� . Â ïîäìíîæåñòâî A1 âõîäèò äóãà ( , )i ir l , i Xr k� , i Il k� , åñëè è òîëüêî

åñëè, âåðøèíà jl ðåáðà ( , )i jr l — íàïàðíèê âåðøèíû i i jl l l k, [ , ]�� . Äóãà ( , )i ir l

èìååò âåñ c i i c cr l i j i jr l l l
( , ) � � . Äóãà ( , )i i Ad l � 2 , i i Id l k, � , òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âåðøèíà jl ðåáðà ( , )i jd l , j Jl k� , ÿâëÿåòñÿ íàïàðíèêîì il , [ , ]i jl l k�� . Äóãà

( , )i id l èìååò âåñ c i i c cd l i j i jd l l l
( , ) � � . Ïîäìíîæåñòâî A3 âêëþ÷àåò äóãó ( , )i jf p ,

i If k� , j Yp k� , åñëè âåðøèíû i f è jp ñîåäèíåíû â ãðàôå ( , , )X Y U ðåáðîì

( , )i jf p . Äóãà ( , )i jf p èìååò âåñ c i j cf p i jf p
( , ) � .

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåí ãðàô ( , , )X Y U , äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíî ïàðîñî÷åòàíèå

� k , k � 4, åãî ðåáðà èçîáðàæåíû æèðíûìè ëèíèÿìè. Âåðøèíû i5 è i6 îáðàçóþò

ìíîæåñòâî X 4 , à âåðøèíû j5 è j6 — ìíîæåñòâî Y4 . Ðåáðà ( , )i j5 1 , ( , )i j6 2 , ( , )i j6 3

èìåþò âåñ, îïðåäåëåííûé â (3), à âåñà ðåáåð ( , )i j2 5 , ( , )i j3 6 , ( , )i j4 6 îïðåäåëåíû â (4).

Âñïîìîãàòåëüíûé îðãðàô ( , )V A , ïîñòðîåííûé íà ãðàôå ( , , )X Y U è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ïàðîñî÷åòàíèþ � 4 , èçîáðàæåí íà ðèñ. 4. Ìíîæåñòâî âåðøèí V ñîäåðæèò âìåñòå ñ

âåðøèíîé i0 ïîäìíîæåñòâà X i i4 5 6� { }, , I i i i i4 1 2 3 4� { }, , , , Y j j4 5 6� { }, . Ìíîæåñ-

òâî äóã À îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâà A i i i i0 0 5 0 6� { }( , ), ( , ) , A i i i i i i1 5 1 6 2 6 3� { }( , ), ( , ), ( , ) ,

A i i i i i i2 1 3 1 4 3 1� { }( , ), ( , ), ( , ) , A i j i j i j3 2 5 3 6 4 6� { }( , ), ( , ), ( , ) .

Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ îðãðàôà ( , )V A ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïóòåé, äîñòè-

æèìûõ èç âåðøèíû i0 âî âñå âåðøèíû j Yp k� , ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì óâåëè÷è-

âàþùèõ ïóòåé îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ � k , ñîåäèíÿþùèõ â ãðàôå ( , , )X Y U

êàæäóþ âåðøèíó i Xr k� ñ êàæäîé âåðøèíîé j Yp k� . Åñëè â ãðàôå ( , )V A ïî-

ñòðîåí êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû i0 â âåðøèíó j Yp k� , òî îí ñîäåðæèò îäíó

èç äóã ( , )i i Ar l � 1 è îäíó èç äóã ( , )i j Af p � 3 . Ïóñòü j Ym k� — âåðøèíà ïóòè,
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êðàò÷àéøåãî ñðåäè âñåõ ïóòåé èç i0 â îñòàëüíûå âåðøèíû ìíîæåñòâà Yk . Î÷åâèä-

íî, òàêîé ïóòü â ãðàôå ( , , )X Y U îïðåäåëÿåò êðàò÷àéøèé óâåëè÷èâàþùèé ïóòü

Pk�1 îòíîñèòåëüíî � k .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ â ãðàôå ( , , )X Y U ïàðîñî÷åòàíèÿ � k�1, ñòî-

èìîñòü êîòîðîãî ìèíèìàëüíà íà ìíîæåñòâå âñåõ ïàðîñî÷åòàíèé � k�1 ìîùíîñòè

k �1, äîñòàòî÷íî:

— îïðåäåëèòü ïàðîñî÷åòàíèå � � ��� �k k r pi j1 [ , ] è ñóììàðíûé âåñ åãî ðå-

áåð MIN C ck i jr p
1 � �( )� , ãäå � k — ïàðîñî÷åòàíèå ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè íà

ìíîæåñòâå âñåõ ïàðîñî÷åòàíèé � k ìîùíîñòè k, ci jr p
— âåñ ðåáðà [ , ]i jr p , îïðå-

äåëåííûé â (2);

— íàéòè ïàðîñî÷åòàíèå �
k�1
2 è MIN C

k
2

1
2

�
�

( )� , ïîñòðîèâ êðàò÷àéøèé óâå-

ëè÷èâàþùèé ïóòü Pk�1 îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ � k ;

— ïîëîæèòü � �k k� �
�1 1

1 , åñëè MIN MIN1 2� , è � �k k� �
�1 1

2 â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå.

Äàëåå ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèÿ ÇÍ, ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿþùèé

â äâóäîëüíîì ãðàôå ( , , )X Y U , | | | |X Y n� � , ïàðîñî÷åòàíèÿ � k , êîòîðûå ñîäåðæàò

k (k n�1, ) ðåáåð ñ ìèíèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ñî-

ñòîèò èç òàêîãî æå ÷èñëà ýòàïîâ è èìååò òàêóþ æå âðåìåííóþ ñëîæíîñòü, ÷òî è íàè-

ëó÷øèé èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ — âåíãåðñêèé ìåòîä [1].

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÇÍ äëÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé C cij n� [ ] , n � 2,

ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë èëè ðàâíû � . Ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî ñîâåðøåííûì ïàðîñî÷åòàíè-

åì � �� n ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé C ( )� âåñîâ ðåáåð [ , ]i j â äâóäîëüíîì ãðàôå

( , , )X Y U , | | | |X Y n� � , i X� , j Y� , ãäå c Rij �
�

0
, åñëè ( , )i j U� , èíà÷å cij � � .
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Øàã 0. Ïîëîæèòü k �1 è íàéòè c c i j ni j ijk k
� �min | , ,{ }1 , ïîëîæèòü I ik k� { },

J jk k� { }, � k k ki j� { }[ , ] , C ck i jk k
( )� � .

Øàã 1. Ïðèñâîèòü k k� �1; åñëè k n� , òî çàâåðøåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà ñ ðå-

çóëüòàòîì: ïîñòðîåíî ðåøåíèå ÇÍ �.

Øàã 2. Íàéòè c c i X I j Y Ji j ij k kk k
� � 
 � 

 
min | ,{ }1 1 ; åñëè ci jk k

� � , òî ïî-

ëîæèòü MIN1 � � , èíà÷å � �
k k k ki j1

1� �
 [ , ], MIN C
k

1 1
� ( )� .

Øàã 3. Íàéòè âñå ir òàêèå, ÷òî äëÿ j Jl k� 
1, l k� 
{ }1 2 1, , ,� , ci jr l
�

� � 
 � �
min | }{c i X Iij kl 1 , è ñôîðìèðîâàòü èç íèõ ñïèñîê X k ; åñëè X k � �, òî

ïîëîæèòü MIN 2 � � è ïåðåéòè ê øàãó 6.

Øàã 4. Íàéòè âñå jp òàêèå, ÷òî äëÿ i Il k� 
1, l k� 
{ }1 2 1, , ,� , ci jl p
�

� � � �
min |{ }c j Ji j kl 1 , è ñôîðìèðîâàòü èç íèõ ñïèñîê Yk ; åñëè Yk � �, òî ïî-

ëîæèòü MIN 2 � � è ïåðåéòè ê øàãó 6.

Øàã 5. Ïîñòðîèòü âçâåøåííûé îðãðàô ( , )V A , V i X I Yk k k� � � �
{ }0 1

è âûïîëíèòü â íåì ïîèñê ïóòè, êðàò÷àéøåãî íà ìíîæåñòâå âñåõ ïóòåé â âåðøèíû

Yk , äîñòèãàåìûå èç i0 ; åñëè ïîñòðîåí òàêîé ïóòü, òî â ãðàôå ( , , )X Y U íàéòè ñî-

îòâåòñòâóþùèé åìó êðàò÷àéøèé óâåëè÷èâàþùèé ïóòü Pk îòíîñèòåëüíî ïàðîñî-

÷åòàíèÿ � k
1 è îïðåäåëèòü � � �
k k k k kP P2

1 1� 
 � 

 
( ) ( ) , MIN C
k

2 2
� ( )� , èíà÷å

ïîëîæèòü �
k

MIN2 2� � � �, .

Øàã 6. Åñëè MIN MIN1 2� � � , òî çàâåðøåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà ñ ðåçóëü-

òàòîì: íå ñóùåñòâóåò äëÿ ìàòðèöû [ ]cij n ðåøåíèÿ ÇÍ; åñëè MIN1 � � èëè

MIN 2 � � — ñ ðåçóëüòàòîì: ïîëîæèòü � �k k
�

1 , I I ik k k� �
1 { },

J J jk k k� �
1 { } (åñëè MIN MIN1 2� ), èíà÷å (åñëè MIN MIN1 2� ) ïîëîæèòü

� �k k
�

2 , îïðåäåëèòü I i l kk l� �{ | ,1 ; [ , ]i jl l k
��

2 }, J j l kk l� �{ | ,1 , [ , ] }i jl l k
��

2 è

ïåðåéòè ê øàãó 1.

Òåîðåìà 1. Ðåøåíèå ÇÍ � êîððåêòíî íàõîäèòñÿ ïîñòðîåíèåì â äâóäîëüíîì

ãðàôå ( , , )X Y U , | | | |X Y n� � , ñîîòâåòñòâóþùåì åå ìàòðèöå ñòîèìîñòåé [ ]cij n ,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïàðîñî÷åòàíèé � k , k n�1, , ãäå � k — ïàðîñî÷åòàíèå, ñîäåð-

æàùåå k ðåáåð ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì, � �� n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñòðîåíî ïàðîñî÷åòàíèå � k
1, k n� 2, . Âûïîëíåíèå

àëãîðèòìà çàâåðøàåòñÿ, åñëè, âî-ïåðâûõ, íå íàéäåíî ðåáðà, îáúåäèíåíèå êîòîðî-

ãî ñ � k
1 äàâàëî áû �
k
1 , è âî-âòîðûõ, âî âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå íå ñóùåñòâóåò

ïóòè èç âåðøèíû i0 â ëþáóþ äðóãóþ âåðøèíó ìíîæåñòâà Yk , à ñëåäîâàòåëüíî —

è óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè îòíîñèòåëüíî òåêóùåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ � k
1, êîòîðîå

ìàêñèìàëüíî [1].

×òîáû îöåíèòü òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ ÇÍ, çàìåòèì, ÷òî îíî ñòðîèòñÿ â ðå-

çóëüòàòå âûïîëíåíèÿ n ýòàïîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ óâåëè÷èâàåò ïàðîñî÷åòàíèå íà

îäíî ðåáðî.

Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ �1 â õóäøåì ñëó÷àå çà âðåìÿ O n( )2 . Íà êàæäîì

ñëåäóþùåì ýòàïå ñòðîÿòñÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ �
k
1 è �

k
2 , k n� 2, . Âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ �

k
1

ðàâíî O n k(( ) )
 �1 2 . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ �
k
2 òðåáóåòñÿ: 2 1( )n k
 � îïåðàöèé ïîèñêà âåð-

øèí ìíîæåñòâ X k , Yk ; k �1 îïåðàöèé ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî îðãðàôà; O k( )2

îïåðàöèé ïîñòðîåíèÿ â íåì àëãîðèòìîì Äåéêñòðû êðàò÷àéøåãî ïóòè; O k( ) îïåðàöèé

ñ ìíîæåñòâàìè. Ïîýòîìó âðåìÿ êàæäîãî k-ãî ýòàïà îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé O n( )2 . �
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Ðàññìîòèì ïðèìåð ðàáîòû ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Èñõîäíàÿ ìàòðèöà

[ ]cij n èìååò âèä

Âûïîëíèì àëãîðèòì.

Øàã 0. Ïðèñâîèì X Y� � { }1 2 3 4 5 6 7, , , , , , , k �1, C c i ji j ij1 1
1 7� � �min | , ,{ }

� �c16 0, I1 1� { }, J1 6� { }, X Y1 1� � �, �1 1 6� { }[ , ] , C c( )�1 16 0� � .
Øàã 1. Ïîëîæèì k � 2.

Øàã 2. Îïðåäåëèì c c i j ci j ij2 2
1 6 024� � � � �min | ,{ } , � �2

1
1 2 4� � �[ , ]

� { }[ , ], [ , ]1 6 2 4 , MIN1�C c c( )�
2
1

16 24 0 0 0� � � � � .

Øàã 3. Äëÿ 6 1� J îïðåäåëèì c c i ci ir 6 6 261 0� � � �min |{ } , X 2 2� { }.

Øàã 4. Äëÿ 1 1�I íàõîäèì c c j cj jp1 1 136 2� � � �min |{ } , Y2 3� { }.

Øàã 5. Âçâåøåííûé ãðàô ( , )V A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóòü ( , , , )i0 2 1 3 , ãäå

2 2� X , 1 1�I , 3 2�Y , Ci02 0� , c c c( , )2 1 026 16� � � , c( , )1 3 2� . Ýòîìó ïóòè â ïîä-

ãðàôå ãðàôà ( , , )X Y U ñîîòâåòñòâóåò êðàò÷àéøèé óâåëè÷èâàþùèé ïóòü

P2 2 6 1 3� ( , , , ) îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ �1 1 6� { }[ , ] . Ïóòü P2 îáðàçóþò ðåáðà

( , ), [ , ], ( , )2 6 1 6 1 3 , ïîýòîìó �
2
2 2 6 1 3� { }[ , ], [ , ] , MIN c c2 0 2 226 13� � � � � .

Øàã 6. Òàê êàê MIN MIN1 2	 , òî � �2 2
1 1 6 2 4� � { }[ , ], [ , ] , I 2 1 2� { }, ,

J2 6 4� { }, . Ïåðåéòè ê øàãó 1.

Øàã 1. Ïîëîæèì k � 3.

Øàã 2. Îïðåäåëèì c c i j ci j ij3 3
1 2 6 4 035� � � � �min | , ; ,{ } , � �3

1
2 3 5� � �[ , ]

� { }[ , ], [ , ], [ , ]1 6 2 4 3 5 , MIN C1 0
3
1

� �( )� .

Øàã 3. Òàê êàê I 2 1 2� { }, , J2 6 4� { }, , òî c c i ci ir 6 6 361 2 2� � � �min | ,{ } ,

c c i ci ir 4 4 741 2 2� � � �min | ,{ } è X 3 3 7� { }, .

Øàã 4. Îïðåäåëèì c c j cj jp1 1 136 4 2� � � �min | ,{ } , c c jj jp2 2 6 4� � �min | ,{ }

� �c23 3, Y3 3� { }.

Øàã 5. Ïîäãðàôó äâóäîëüíîãî ãðàôà ( , , )X Y U , îïðåäåëåííîìó íà ìíîæåñòâå

âåðøèí X I J Y3 2 2 3� � � (ðèñ. 5), ñîîòâåòñòâóåò âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô (ðèñ. 6)

ñ âåñàìè äóã c ci i0 03 7 0� � , c c c( , )3 1 2 0 236 16� � � � � , c c c( , )1 2 8 0 814 24� � � � � ,

c c c( , )2 1 0 0 026 16� � � � � , c c c( , )7 2 0 2 274 24� � � � � , c ( , )1 3 2� , c ( , )2 3 3� , 3 3�Y .
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1 2 3 4 5 6 7
1 � � 2 8 9 0 �

2 15 � 3 0 24 0 24
3 5 � � 5 0 2 �

4 � 10 2 15 23 � 0
5 � 0 0 � � � �

6 0 15 10 3 17 � �

7 14 0 24 2 2 15 21

Ðèñ. 5

3 4 6

321 7



Êðàò÷àéøèé ïóòü ( , , )3 1 3 �Y ,

ñâÿçûâàþùèé â îðãðàôå ( , )V A

âåðøèíû èç X 3 ñ âåðøèíàìè èç

Y3 , ñîñòîèò èç ðåáåð ( , )3 6 , [ , ]1 6 ,

( , )1 3 ïîäãðàôà ãðàôà ( , , )X Y U ,

êîòîðûå îáðàçóþò êðàò÷àéøèé

óâåëè÷èâàþùèé ïóòü P3 îòíîñè-

òåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ � 2 1 6 2 4� { }[ , ], [ , ] . Ïîýòîìó �
3
2 2 4 3 6 1 3� {[ , ], [ , ], [ , ]},

MIN 2 �� � � � � � �c c c24 36 13 0 2 2 4, à MIN c c c1 016 24 35� � � � , ñëåäîâàòåëüíî,

� �3 3
1

� .

Ïîñëå âûïîëíåíèé àëãîðèòìà äëÿ k � 4 5 6 7, , , ïîëó÷àåì ðåøåíèå ÇÍ

� �� { }[ , ], [ , ], [ , ], [ , ], [ , ], [ , ], [ , ] , ( )1 6 2 4 3 5 4 7 5 3 6 1 7 2 C � 0 .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ÇÍ îñíîâàí íà ðåêóðñèâíîì ïîëó÷åíèè åå îï-

òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ

ÇÍ ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ. Ïðèâåäåííàÿ ñõå-

ìà ïîèñêà îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé àëãîðèòìà, â êîòîðîì

ðåøåíèå çàäà÷è íàõîäèòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñðåäñòâàìè òåîðèè ïàðîñî÷åòàíèé

äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, ïðåäñòàâëåííûìè â ïåðåñòàíîâî÷íî-ìàòðè÷íîé ôîðìå.

Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè äàåò âîçìîæíîñòü ñýêîíî-

ìèòü âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû, â ðåçóëüòàòå äîñòèãàåòñÿ âûèãðûø â ñêîðîñòè ðà-

áîòû àëãîðèòìà íà áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ âõîäíûõ äàííûõ.

Äëÿ îöåíêè âðåìåíè ðåøåíèÿ ÇÍ ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì ïðîâåäåí âû÷èñ-

ëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðåøåíèÿ ÇÍ ðàçëè÷-

íûìè ìåòîäàìè îò ðàçìåðíîñòè âõîäíûõ äàííûõ. Ñðàâíèâàëèñü ÷åòûðå ìåòîäà

ðåøåíèÿ ÇÍ: ìåòîä ïîòåíöèàëîâ, âåíãåðñêèé àëãîðèòì, àëãîðèòì Êàíà–Ìóíêðåñà

è ðåêóððåíòíûé ìåòîä. Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçàë ðåêóððåíòíûé ìåòîä,

à íàèõóäøèå — ìåòîä ïîòåíöèàëîâ.
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