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Àííîòàöèÿ. Ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè
âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà îò ÷èñëà ñòðîê ìàòðèöû ñëó÷àéíîãî ïðîåêòîðà. Ïîêà-
çàíî, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè ðàçìåðíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîåêòîðà äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ îøèáêè óìåíüøàåòñÿ, à ñòîõàñòè÷åñêàÿ âîçðàñòàåò. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ
ðàñ÷åòà èíòåðâàëà óðîâíåé øóìà, îáåñïå÷èâàþùèõ íàëè÷èå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà îøèá-
êè. Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêðåòíàÿ íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à, ðåãóëÿðèçàöèÿ, ñëó÷àéíûå ïðîåêöèè,
ñîñòàâëÿþùèå îøèáêè, ìèíèìóì îøèáêè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðåøåíèå íåêîððåêòíûõ çàäà÷ àêòóàëüíî äëÿ ìíîãèõ îáëàñòåé íàóêè è òåõíèêè.

Äèñêðåòíûå íåêîððåêòíûå çàäà÷è [1, 2] âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè äèñêðåòèçà-

öèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ñïåêòðîìåòðèè, ãðàâèìåòðèè, ìàãíèòîìåòðèè,

ýëåêòðîðàçâåäêå è ò.ä.

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå äèñêðåòíîé íåêîððåêòíîé îáðàòíîé çàäà÷è êàê çàäà÷è

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, ò.å. ìàëûì èçìåíåíèÿì â âåêòîðå

äàííûõ (èçìåðåíèé) ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèå èçìåíåíèÿ â âåêòîðå ðåøåíèÿ, ïðè

ýòîì âåëèêî çíà÷åíèå îøèáêè ðåøåíèÿ. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ èñ-

ïîëüçóþò ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè [1–4]. Îäíàêî èì ïðèñóùè íåäîñòàòêè: âûñîêàÿ

âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü è ñëîæíîñòü ïîäáîðà ïðàâèëüíîãî ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-

ðèçàöèè, îò êîòîðîãî â çíà÷èòåëüíîé ìåðå çàâèñèò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ. Â ðàáî-

òàõ [5–14] äëÿ óñòðàíåíèÿ ïðîáëåìû íåóñòîé÷èâîñòè ïðåäëîæåí ïîäõîä, èñïîëü-

çóþùèé ñëó÷àéíîå ïðîåöèðîâàíèå [15–21], ÿâëÿþùååñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ìåòîäîâ

ôîðìèðîâàíèÿ íåéðîñåòåâûõ ðàñïðåäåëåííûõ ïðåäñòàâëåíèé, êîòîðûå èìåþò øè-

ðîêèé ñïåêòð ïðèìåíåíèé [21–33].

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ íåêîððåê-

òíûõ çàäà÷ íà îñíîâå ïðîåöèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé [5, 8, 10] ïîêàçàëî íà-

ëè÷èå òàêîé îïòèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè (÷èñëà ñòðîê) äàííîé ìàòðèöû, ïðè êîòî-

ðîé îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà áëèçêà ê ìèíèìàëüíîé.

Â äàííîé ñòàòüå ïðîâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñîñòàâëÿþùèõ

îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà — ñòîõàñòè÷åñêîé (âîçðàñòàþùåé

ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû) è äåòåðìèíèðîâàííîé (óáûâàþùåé). Äëÿ

ïðîåöèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà ñ îðòîãîíàëüíûìè ñòîëáöàìè, ïîëó÷åííàÿ

ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû. Èññëåäóåòñÿ òàêæå ñóùåñ-

òâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ðàçìåðíîñòè

ìàòðèöû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ ïðîåöèðîâàíèå.

ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÑÈÃÍÀËÀ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà îïèñûâàåòñÿ

ëèíåéíîé ìîäåëüþ

Ax y� , (1)
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ãäå èçâåñòíû ìàòðèöà A �� �N N è âåêòîð y ��N , èñêàæåííûé àääèòèâíûì

øóìîì � ��N : y y� �0 � . Êîìïîíåíòû âåêòîðà øóìà � — ðåàëèçàöèè íåçàâè-

ñèìûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåê-

òîð ñèãíàëà x ��N .

Çàäà÷à íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ òàêîé îöåíêè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x Ax y
x

� � 	arg min | | | |2 .

Âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëà x íà îñíîâå ïñåâäîîáðàùåíèÿ A ïîëó÷àåòñÿ êàê

x A y� �� , ãäå A � — ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà [35, 36]. Îòìåòèì, ÷òî

ïîñëåäíÿÿ èíòåíñèâíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè íåéðîñåòåé [37–40].

Â ñëó÷àå, êîãäà y ñîäåðæèò øóì, ðÿä ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë � i ìàòðèöû A
ïëàâíî óáûâàåò ê íóëþ, A èìååò áîëüøîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè � �max min/ ,

çàäà÷ó îöåíêè x íàçûâàþò äèñêðåòíîé íåêîððåêòíîé îáðàòíîé çàäà÷åé [1]. Ðåøå-

íèå x A y� �� ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì è íåòî÷íûì.

Äàëåå îïèñàí ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îòûñêàíèè ìèíèìóìà

îøèáêè ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé íåêîððåêòíîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñëó-

÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ è îáåñïå÷èâàþùèé óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà x, ïîëó÷åííîé

â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäà ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ.

Çàäàäèì ìàòðèöó G�� �N N , ýëåìåíòû êîòîðîé — ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñ-

ïåðñèåé. Èñïîëüçîâàâ SVD (singular value decomposition) [35, 36], âû÷èñëèì ìàò-

ðèöó � êàê G � ���
T , ãäå ��� �N N è � �� �N N — ñîîòâåòñòâåííî îðòîíîð-

ìèðîâàííûå ìàòðèöû ëåâûõ è ïðàâûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ, � �� �N N — äèà-

ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé.

Ìàòðèöó � k ñôîðìèðóåì, âûáðàâ íà÷àëüíûå k ñòðîê ìàòðèöû �:

� � �k k� [ , ... , ]1 , ãäå � k — ñòðîêà ìàòðèöû � k . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî èñ-

ñëåäîâàíèÿ âàæíà îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ � k , íî íå èõ ñîîòâåòñòâèå íàèáîëü-

øèì ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíèå èíäåêñà k îçíà÷àåò,

÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ðàçìåðíîñòåé ìàòðèö ðàâíà k.

Äëÿ ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé íåêîððåêòíîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííîãî

ïîäõîäà îáå ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) óìíîæèì íà ìàòðèöó � k
k N�� � .

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå F x bk k� , ãäå F Ak k� � , Fk
k N�� � , b yk k� � , bk

k�� .

Ìàòðèöà F Ak k� � èìååò ñòðóêòóðó

F
F

f
k

k

k

�



�
�




�
�

	1 ,
(2)

ãäå Fk
k N

	
	 ���1

1 , âåêòîð-ñòðîêà f Ak k� � ðàçìåðíîñòüþ k.

Âåêòîð âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà x ��N ñ èñïîëüçîâàíèåì ïñåâäîîáðàùå-

íèÿ Ìóðà–Ïåíðîóçà [35] ìàòðèöû Fk ïîëó÷èì êàê x F bk k k
� �� .

Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îöåíèì ñ ïîìîùüþ îøèáêè ek âîññòà-

íîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà x, âû÷èñëÿåìîé êàê êâàäðàò åâêëèäîâîé íîðìû âåê-

òîðà îøèáêè e k :

ek k k� 	 ��| | | | | | | |x x e2 2 . (3)
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Âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà îøèáêè e k ïðåäñòàâèì êàê:

e x x F b x F Ax x F F I x Fk k k k k k k k k k� 	 � 	 � � 	 � 	 �� � � � �
� � � �( ) ( ) .

Óñðåäíèì êâàäðàò åâêëèäîâîé íîðìû âåêòîðà îøèáêè | | | |e k
2 (3) ïî ðåàëèçà-

öèÿì øóìà � :

e e
k k k k
2 2� � 	 ��E{ } E | | ( ) | |F F I x

� � 	� � �E E| | | | ( ) ,F F F I x F
k k k k k k� � � �

2 2 .

Ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû âåêòîðà øóìà � — íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäå-

ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, E{ } E{ } E{ }� � � �i j i j� � 0, E{ }� � �i i � 2 , ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî e
k
2 :

E E{ } ET T T T T| | | | [ ]F F F F F
k k k k k k i k k k k i
� � � � �� �� � � � � � � �

2
� j

j

N

i

N

j

��
��

�
�
�

��

�
�
�

��
�

11

�

� � �

��

� ��� [ ] (� � �
k k k k ij

j

N

i

N

i j k k k
T T T TE{ } = trF F F F

11

2
� � � � k ).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òðåòüåãî ñëàãàåìîãî e
k
2 :

2E E ET T T( ) , { ( ) } { }F F I x F x F F I F a
k k k k k k k k
� � � �	 � 	 �� � � � � ,

ãäå a x F F I F� 	� �T T( )
k k k k� .

Òàê êàê E{ }� i � 0, òî E{ } E{ }Ta � � �
�
� ai i

i

N

�

1

0 è 2 0E ( ) ,F F I x F
k k k k
� �	 �� � .

Èòîãîâîå âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà åâêëèäîâîé íîðìû âåêòîðà îøèáêè èìååò âèä

e
k k k k k k k
2 2 2� 	 �� � �| | ( ) | | ( )F F I x F F� tr T T

� � .

Äëÿ ìàòðèöû � k ñïðàâåäëèâî � �k k k
T � I . Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà öèêëè÷íîñòè

ñëåäà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ïåðåóïîðÿäî÷èì âûðàæåíèå � �
k k k k
T TF F� � è ïîëó÷èì:

e
s k k k kk

2 2 2� �� � �E tr T| | | | ( )F F F� � � . (4)

Ñîñòàâëÿþùóþ îøèáêè (4), âêëþ÷àþùóþ äèñïåðñèþ øóìà, áóäåì íàçûâàòü

ñòîõàñòè÷åñêîé, à ñîñòàâëÿþùóþ

e
d k k

k

2 2� 	�| | ( ) | |F F I x , (5)

íå çàâèñÿùóþ îò øóìà, — äåòåðìèíèðîâàííîé.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ñîñòàâëÿþùèõ (4), (5) îøèáêè ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé

íåêîððåêòíîé çàäà÷è â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà k ñòðîê ìàòðèöû � k .

Èññëåäîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè. Â öåëÿõ èññëåäîâà-

íèÿ ïîâåäåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè (4) â çàâèñèìîñòè îò k çà-

ïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ F
k
� â ðåêóðñèâíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì

ïðåäñòàâëåíèå âîçìóùåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ÷åðåç âîçìóùåíèå èñõîä-

íîé ìàòðèöû [41]

B A B P ER A B P P R R A� � � � � � � �	 � 	 � 	B A B A B A , (6)

ãäå B A E� � , E — ìàòðèöà âîçìóùåíèÿ; P AAA � � è R A AA � � — ïðîåêòî-

ðû [41] íà ïîäïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð-ñòîëáöîâ è âåêòîð-ñòðîê
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ìàòðèöû A ; P I P
A A
� � 	 è R I R

A A
� � 	 — ïðîåêòîðû íà îðòîãîíàëüíîå äîïîë-

íåíèå ê äàííûì ïîäïðîñòðàíñòâàì ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîåêòîðîâ êàê èäåìïîòåíòíûõ ìàòðèö P P2 � . Ïîêàæåì,

÷òî PA , R A , P
A
� è R

A
� äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè: èñïîëüçîâàâ ñèíãó-

ëÿðíîå ðàçëîæåíèå A USV� T , A �� �k N , U�� �k k , S�� �k N (äèàãîíàëüíàÿ),

V �� �N N , çàïèøåì

P AA USV VS UA � �� �T T , V V IT � N , SI S IN k
� � ,

UI U Ik k
T � , P I I

A k k
2 � , (7)

ãäå I N
N N�� � , I k

k k�� � — åäèíè÷íûå ìàòðèöû;

R A A VS U USVA � �� � T T , U U IT � k , S I S
I O

O O
� � 	

	 � 	 � 	
�



�
�




�
�k

k k N k

N k k N k N k

,

R V
I O

O O
VA

k k N k

N k k N k N k

�



�
�




�
�

� 	

	 � 	 � 	

T , (8)

R A AA A A I A VS U I USV
A k k
2 � � �� � � � T T , U I U IT

k k� , R VS I SV
A k
2 � � T ,

R V
I O

O O
V

A
k k N k

N k k N k N k

2 �



�
�




�
�

� 	

	 � 	 � 	

T , R RA A
� 2 , (9)

ãäå O — íóëåâàÿ ìàòðèöà, èíäåêñ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåðíîñòè;

R I R I R I R R
A A A A A
� � 	 	 � 	 �2 2 22( )( ) , R R

A A
2 � ,

(10)
R I R R I R

A A A A
� � 	 � � 	2 2 2 , R R

A A
� ��2 .

Èäåìïîòåíòíîñòü P
A
� , à èìåííî P P

A A
� ��2 , îáîñíîâûâàåòñÿ ðàññóæäåíèÿìè,

àíàëîãè÷íûìè (10).
Â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ ìàòðèöû Fk	1 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó

Ek
k N�� � , ñîäåðæàùóþ îäíó íåíóëåâóþ k-þ ñòðîêó, êîòîðàÿ äîáàâëÿåòñÿ íà

k-ì øàãå (2):

F E Fk k k	 � �1 , (11)

ò.å. ìàòðèöà âîçìóùåíèÿ ôîðìèðóåòñÿ êàê

E
O

f
k

k

k

�



�
�




�
�

	1 ,
(12)

ãäå f Ak k� � , � k — ñòðîêà ìàòðèöû � � �k k� � �[ ]1 � , Ok	1 — íóëåâàÿ

ïîäìàòðèöà ðàçìåðà (( ) )k N	 �1 .

Íåâîçìóùåííîé ìàòðèöå A â (6) ñîïîñòàâèì
F

0
k k N	 �


�
�




�
� ��

1
T

, à âîçìóùåííîé

ìàòðèöå B ñîïîñòàâèì ìàòðèöó F
F

f
k

k

k

�



�
�




�
�

	1 , òîãäà A � è B� â (6) áóäóò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü [ ]F 0
k

N k
	
� ���

1
� è F

k
N k� ��� , ãäå 0��N — íóëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö,

à 0T ��N — âåêòîð-ñòðîêà.

Ìàòðèöå PB â (6) ñîïîñòàâèì F Fk k
k k� ��� . Ìàòðèöà � k èìååò îðòîíîð-
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ìàëüíûå ñòðîêè, à ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ðàíã ýòîé ìàòðèöû

ðàâåí k. Äëÿ íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû B ðàíã rank rank( ) ( )AB A�
[35], äëÿ F Ak k� � ðàíã rank rank( ) ( )F Ak k k� �� , îòñþäà ñëåäóåò ëèíåéíàÿ

íåçàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû Fk
k N�� � . Äëÿ ìàòðèöû ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìû-

ìè ñòðîêàìè [35] F F Ik k k
� � , ÷òî áóäåò èñïîëüçîâàíî äàëåå.

Ìàòðèöàì R A
N N�� � , P

A
k k� ��� è R

B
N N� ��� â (6) ñîïîñòàâèì ñîîòâåò-

ñòâåííî

F F
k k	
�

	1 1, (13)

I
F

0
F 0k

k
k

	



�
�




�
�

	
	
�1

1T
[ ]� , (14)

I F F	 �
k k . (15)

Ïîäñòàâèâ â (6) ìàòðèöû (13)–(15), ïîëó÷èì ðåêóðñèâíîå âûðàæåíèå äëÿ F
k
� :

F F 0 F E F F F 0
k k k k k k k
�

	
� �

	
�

	 	
�� 	 �[ ] [ ]

1 1 1 1
� �

� 	



�
�




�
�

�

�
�
�

�

�
�
�	 	� � 	

	
� �F F F I

F

0
F 0 I F F

k k k k
k

k k k
1

1T
[ ] (� ) [ ]F F F 0

k k k	
�

	 	
�

1 1 1
� . (16)

Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ (16) ðàññìîòðèì åãî ñëàãàåìûå. Äëÿ ÷àñòè òðåòüåãî ñëà-

ãàåìîãî â (16) ïðîèçâåäåíèå

F F I
F

0
F 0k k k

k
k

k k� 	
	
� �	




�
�




�
�

�

�
�
�

�

�
�
���

1
1T

[ ]� (17)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó, ó êîòîðîé ýëåìåíò ñ èíäåêñîì ( , )k k ðàâåí åäè-

íèöå, à îñòàëüíûå — íóëþ, òàê êàê F F Ik k k
� � è

I
F

0
F 0 I

I 0

0

0

0
k

k
k k

k k	



�
�




�
� � 	




�
�




�
� �

	
	
� 	 	1

1
1 1

0T T T
[ ]�

�

1




�
�




�
� , (18)

ãäå � k	1 — íóëåâàÿ ïîäìàòðèöà (( ) ( ))k k	 � 	1 1 .

Óìíîæàÿ ñëåâà (17) íà F
k
� , ïîëó÷àåì

F F F I
F

0
F 0 F

0

0k k k k
k

k k
k� � 	

	
� � 		




�
�




�
�

�

�
�
�

�

�
�
� �

1
1

1
T

[ ]�
�

T
T

1 1




�
�




�
� � 	[ ]O t

k k� , (19)

ãäå âåêòîð-ñòîëáåö t k — ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû F
k
� .

Ðàññìîòðèì ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå â (16)

( )[ ] [ ]I F F F 0
F

0
F 0

F

0
	




�
�




�
� �




�
�


�
	
� 	

	
� 	

k k k
k

k
k

1
1

1
1

� �
T T

�
� 	




�
�




�
�

�
	
� 	F F F 0

F

0k k k
k[ ]

1
1

�
T

. (20)

Ïðåîáðàçóåì F F 0k k
[ ]	

�
1
� èç âòîðîãî ñëàãàåìîãî (20):

F F 0
F

0
E F 0

F

0
k k

k
k k

k[ ] [ ]	
� 	

	
� 	�




�
�




�
� �

�

�
�
�

�

�
�
� �

1
1

1
1

� �
T T




�
�




�
� � �	

�
	
�[ ] [ ]F 0 E F 0

k k k1 1
� �

�



�
�




�
� �




�
�




�
� �




�
�


	 	
	
� 	I 0

0

O

f
F 0

I 0

0
k k

k
k

k1 1
1

1

0 0T T
[ ]�

�
� �




�
�




�
� �




�
�




�
�

	

	
�

	

	
�

O 0

f F

I 0

f F
k

k k

k

k k

1

1

1

1
0 0

.
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Â [42] ïîêàçàíî, ÷òî F
I 0

f F
F 0

k

k

k k
k

� 	

	
� 	

�


�
�




�
� �

1

1
10

[ ]� , ïîýòîìó âòîðîå ñëàãàåìîå

(20) åñòü

F F F 0
F

0
F

I 0

f Fk k k
k

k

k

k k

�
	
� 	 � 	

	
�




�
�




�
� �




�
�




�
� �[ ]

1
1 1

1
0

�
T

[ ]F 0
k	
�

1
� ,

è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

[ ] [ ]F 0
F

0
F F F 0

F

0k
k

k k k
k

	
� 	 �

	
� 	


�
�




�
� 	




�
�




�
� �1

1
1

1
� �

T T

�



�
�




�
� 	




�
�




�
� �	

� 	
	
� 	[ ] [ ]F 0

F

0
F 0

F

0k
k

k
k

N1
1

1
1

� �
T T

� ,

ïîëó÷àåì

( )[ ] [ ] ,I F F F 0
F

0
F 0	




�
�




�
� ��

	
� 	

	
�

k k k
k

k N1
1

1
� �

T
� (21)

ò.å. ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå â (16) åñòü íóëåâàÿ ìàòðèöà.

Ïîäñòàâèâ â (16) âûðàæåíèå (19), èñêëþ÷èâ âûðàæåíèå (21) è îáîçíà÷èâ

âòîðîå ñëàãàåìîå (16) êàê

[ ] [ ]M 0 F E F F F 0k k k k k k	
�

	
�

	 	
� 1 1 1 1

� � , (22)
ïîëó÷èì

F F 0 M 0 O t
k k k k k
�

	
�

	 	� 	 �[ ] [ ] [ ]
1 1 1
� � �

T . (23)

Òîãäà

F F F 0 M 0 O t F 0k k k k k k k
� �

	
�

	 	 	
�� 	 �T T T([ ] [ ] [ ]) ([ ]1 1 1 1� � � � 	 �	 	[ ] [ ])M 0 O tk k k1 1� �

T . (24)

Ðàñêðûâàåì ñêîáêè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå [ ] [ ]O t F 0
k k k	 	

�
1 1

T T
� � , êàê è

[ ] [ ]F 0 O t
k k k	
�

	1 1
� �

T T , åñòü íóëåâàÿ ìàòðèöà (÷òî ñëåäóåò èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ

ìàòðèö).

Ðàññìîòðèì

[ ] [ ] ( [ ]) [M 0 F 0 F E F F F 0 Fk k k k k k k k	 	
� �

	
�

	 	
�

	�1 1 1 1 1 1
� � �

T T � �� 0]

�



�
�




�
�	

� 	
	
� �

	
�[ ] [ ] [ ]F 0

F

0
F 0 E F F 0

k
k

k k k k1
1

1 1
� � �

T
T

T
T T T . (25)

Ïîñêîëüêó [ ]F 0
F

0

I 0

0
k

k k
	
� 	 	


�
�




�
� �




�
�




�
�1

1 1

0
�

T
T

T

T , âûðàæåíèå (25) ðàâíî [ ]F 0 Ek k	
� �1�

T T

� �
	
�F F 0k k

T[ ]1� .

Ìàòðèöà [ ]F 0 F

0k
k

	
� 	

�
�



�
�
�




�
�
�

1
1�

T
T

(k-ÿ ñòðîêà íóëåâàÿ) óìíîæàåòñÿ íà E
k
T (12), ãäå

òîëüêî k-é ñòîëáåö íåíóëåâîé, ïîýòîìó ðåçóëüòàò åñòü íóëåâàÿ ìàòðèöà, ñëåäîâà-

òåëüíî, è (25) — íóëåâàÿ ìàòðèöà.

Ðàññìîòðèì [ ] [ ]F 0 M 0
k k	
�

	1 1� �
T â (24). Ïðè âû÷èñëåíèè

[ ] [ ] [ ] [F 0 M 0 F 0 F E F F F
k k k k k k k k	
�

	 	
� �

	
�

	 	
��

1 1 1 1 1 1
� � � �

T T 0]

ìàòðèöà [ ]F 0 F
k k	
� �

1
� (k-é ñòîëáåö íóëåâîé), óìíîæåííàÿ íà Ek (12), ãäå òîëüêî

k-ÿ ñòðîêà íåíóëåâàÿ, äàåò íóëåâóþ ìàòðèöó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå

[ ] [ ]F 0 M 0
k k	
�

	1 1� �
T â (24) åñòü íóëåâàÿ ìàòðèöà.
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Èñêëþ÷àÿ íóëåâûå ìàòðèöû-ñëàãàåìûå â (24), ïîëó÷àåì

F F F 0 F 0 M 0 M 0 M
k k k k k k k
� �

	
�

	
�

	 	 	� � 	T T T[ ] [ ] [ ] [ ] [
1 1 1 1� � � � 1 1

� �0 O t] [ ]T T
k k	 	

	 �	 	 	 	[ ] [ ] [ ] [ ]O t M 0 O t O t
k k k k k k k1 1 1 1
T T T T T

� � � � . (26)

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ìàòðèö, îáðàçîâàííûõ ñëàãàåìûìè âûðàæåíèÿ (26).

Ñóììà ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ äàåò ìàòðèöó ðàçìåðà k k� , ó êîòîðîé ïîä-

ìàòðèöà Bk
k k�� 	 � 	( ) ( )1 1 îêàéìëåíà íóëÿìè:

[ ] [ ] [ ] [ ]F 0 F 0 M 0 M 0
F F

k k k k
k k

	
�

	
�

	 	
	
�

	
�

� �
�

1 1 1 1
1 1� � � �

T T
T M M 0

0
k k k

k

	 	 	

	




�

�
�




�

�
�

1 1 1

1
0

T

T
. (27)

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà F F M M
k k k k	
�

	
�

	 	�
1 1 1 1
T T â (27) èìååò íåîòðèöàòåëüíûå

ýëåìåíòû íà äèàãîíàëè, òàê êàê äèàãîíàëè F F
k k	
�

	
�

1 1
T è M M

k k	 	1 1
T íåîòðèöàòåëüíû.

Òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå âûðàæåíèÿ (26) åñòü ìàòðèöû ñëåäóþùåé

ñòðóêòóðû:

[ ] [ ] , [M 0 O t
c

0
O tk k k

k k

k
k k	 	

	 	

	
	�




�
�




�
�1 1

1 1

1
1

0
� � �

T T
T

T�
] [ ] ,T

TM 0
0

ck
k k

k
	

	 	

	
�



�
�




�
�1

1 1

1 0
�

�

ãäå ck
k

	
	��1

1, � k
k k

	
	 � 	��1

1 1( ) ( ) .

Ïÿòîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (26) åñòü ìàòðèöà

[ ] [ ]O t O t
0

0k k k k
k k

k kd	 	
	 	

	

�



�
�




�
�1 1

1 1

1

T T T
T� �

�
, (28)

ãäå dk k k� !t tT 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöó F F
k k
� �T (24), (26) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F F
F F M M c

ck k
k k k k k

k kd

� � 	
�

	
�

	 	 	

	

�
�


�

�
�




�

�
�

T
T T

T
1 1 1 1 1

1

. (29)

Èç âûðàæåíèé (29), à òàêæå (27) è (28) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà F F
k k
� �T èìååò íåîò-

ðèöàòåëüíóþ äèàãîíàëü. Çàìåòèì, ÷òî F F
F F M M c

ck k
k k k k k

k kd
	
�

	
� 	

�
	
�

	 	 	

	 	

�
�


�

�
�

1 1
2 2 2 2 2

2 1

T
T T

T




�

�
�

.

Çíà÷èò, çíà÷åíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè (4)

� �
2 2 1 1 1 1 1

1

tr trT
T T

T
( )F F

F F M M c

ck k
k k k k k

k kd

� � 	
�

	
�

	 	 	

	

�
�


�

�
�




�

�
�
�

� � �	
�

	
�

	 	� � �
2

1 1
2

1 1
2tr trT T( ) ( )F F M M

k k k k kd

âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì k.

Èññëåäîâàíèå äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè. Äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè (5)

| | ( ) | |F F I x
k k
� 	 2 îò ÷èñëà ñòðîê ìàòðèöû � k èñïîëüçóåì ðåêóðñèâíîå âûðàæå-

íèå ìàòðèöû F F
k k
� , ïðåäñòàâèâ êâàäðàò íîðìû êàê

e
d k k k k k k

k

2 2� 	 � 	 	� � �| | ( ) | | ( ) ( )F F I x F F x x F F x xT . (30)

166 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51, ¹ 6



Ìàòðèöà F F
k k
� ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïðîåêòîðà, ÷òî ïîêàçàíî â (9), äëÿ êîòîðîãî

ñïðàâåäëèâî ( )F F F F F F
k k k k k k
� � ��T . Ïîýòîìó èç (30) ïîëó÷èì

e
d k k k k k k

k

2 2� 	 � � 	� � �x F F x x F F x x x x x x F F xT T T T T .

Èñïîëüçîâàâ (23) è (11), çàïèøåì ðåêóðñèâíîå âûðàæåíèå äëÿ F F
k k
� :

F F F 0 M 0 O t F 0 E
k k k k k k k k
�

	
�

	 	 	� 	 � �([ ] [ ] [ ])([ ]
1 1 1 1� � � �

T T T ) . (31)

Ðàñêðîåì ñêîáêè â âûðàæåíèè (31). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî [ ][ ]O t F 0
k k k	 	 �

1 1 0T T
� � ,

[ ] [ ][ ]F 0 E F 0 O f
k k k k k	
�

	
�

	�
1 1 1� � �

T T ,

[ ] [ ][ ]M 0 E M 0 O fk k k k k	 	 	� �1 1 1 0� � �
T ,

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

F F F F O t E M 0 F 0
k k k k k k k k k
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1 1 1 1 1[ ] [ ][ ]T

� � � . (32)

Îáîçíà÷èì

D O t E M 0 F 0k k k k k k 		 	 	[ ] [ ][ ]
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T
� � � . (33)

Ó÷èòûâàÿ (19), â ïåðâîå ñëàãàåìîå (33) âìåñòî [ ]O t
k k	1
T

� ïîäñòàâëÿåì

F
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1T
è, ïðåîáðàçóÿ âòîðîå ñëàãàåìîå ñ ó÷åòîì (22), ïîëó÷àåì
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âî âòîðîì ñëàãàåìîì (34) ( )( )F F F F F F
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	1 1), è çàìåíÿÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (18)
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Âòîðîå ñëàãàåìîå â (35)

F
I 0

0
E F

I 0

0
O f

k
k

k k
k

k k
� 	 � 	

	



�
�




�
� �




�
�




�
� �1 1

1
0 0

0
T T

T[ ]� ,

ïîýòîìó

D F E I F Fk k k k k� 	�
	
�

	( )
1 1 . (36)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà âîçìóùåíèÿ Ek (12) èìååò òîëüêî îäíó íåíóëåâóþ ñòðî-

êó, ïðîèçâåäåíèå E I F F O f I F Fk k k k k k k( ) [ ] ( )	 � 		
�

	 	 	
�

	1 1 1 1 1�
T â (36) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ìàòðèöó [ ]O mk k	1�
T , ãäå m f I F Fk k k k� 	 	

�
	( )

1 1 . Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

F E I F F O f
O

m
f m

k k k k k k
k

k
k k

�
	
�

	 	
� 	 �	 �




�
�




�
� �( ) [ ]

1 1 1
1

� . (37)
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Â ðàáîòå [42] ïðèâåäåíî âûðàæåíèå äëÿ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà (f
k
� ) ìàòðèöû F

k
� :

f
I F F f

f I F F f
k

k k k

k k k k

� 	
�

	

	
�

	

�
	

	

( )

( )

1 1

1 1

T

T
, (38)

ãäå f I F F fk k k k
( )	 ��	

�
	1 1

1T . Èñïîëüçîâàâ (38) è (37), çàïèøåì

D F E I F F f m
I F F f f I F

k k k k k k k
k k k k

� 	 � �
	 	�

	
�

	
� 	

�
	

( )
( ) (

1 1
1 1

T
k k

k k k k

	
�

	

	
�

		

1 1

1 1

F

f I F F f

)

( ) T
. (39)

Èñïîëüçóÿ (8) è ïðåäñòàâëÿÿ I êàê VIV T , ïîëó÷àåì

I F F VIV V
I O

O O
V	 � 	




�
�




�
� �	

�
	

� 	

	 � 	 � 	
k k

k k N k

N k k N k N k
1 1

T T

� 	



�
�




�
�

�

�
�
�

�

�
�
� �� 	

	 � 	 � 	

�V I
I O

O O
V V

O Ok k N k

N k k N k N k

k k NT 	

	 � 	 � 	




�
�




�
�

k

N k k N k N kO I
V T .

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî I F F	 	
�

	k k1 1 — ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà,

ïîýòîìó ( ) ( )I F F I F F	 � 		
�

	 	
�

	k k k k1 1 1 1
T . Êàê ñëåäóåò èç (10), ( )I F F	 �	

�
	k k1 1

� 	 	
�

	( )I F F
k k1 1

2 . Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

zk k k k k k k k k k� 	 � 	 		
�

	 	
�

	 	
�

	f I F F f f I F F I F F( ) ( )( )
1 1 1 1 1 1

T T T Tf m m
k k k
� (40)

è zk ! 0.

Ó÷èòûâàÿ (39) è (40), ïîëó÷àåì

D
I F F f f I F F

f I F F
k

k k k k k k

k k k

�
	 	

	

	
�

	 	
�

	

	
�

	

( ) ( )

( )(

1 1 1 1

1 1

T

I F F f

m m

m m

m m

	
� �

	
�

	k k k

k k

k k

k k

kz
1 1 )T T

T

T

T

. (41)

Èç (41) ñëåäóåò, ÷òî Dk — êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî

äèàãîíàëè.

Ïðåîáðàçóåì (32) ñ ó÷åòîì (33) è (36) êàê

F F F F F E I F F F F D
k k k k k k k k k k k
�

	
�

	
�

	
�

	 	
�

	� � 	 � �
1 1 1 1 1 1( ) .

Èòàê, äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè (5)

e
d k k k k k

k

2
1 1� 	 � 	 ��
	
�

	x x x F F x x x x F F x x D xT T T T T( ) .

Èñïîëüçîâàâ (41) è íåîòðèöàòåëüíîñòü z, çàïèøåì

x F F x x F F x x
m m

xT T T
T

k k k k
k k

k k
z z

�
	
�

	� �
1 1 1 2 1 2/ /

. (42)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â (42) — ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïîýòîìó çíà÷åíèå x F F xT
k k
�

âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì k è, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå äåòåðìèíèðîâàííîé ñî-

ñòàâëÿþùåé îøèáêè (ãäå âîçðàñòàþùåå çíà÷åíèå x F F xT
k k
� âû÷èòàåòñÿ èç

êîíñòàíòû x xT ) óáûâàåò.

Ïîâåäåíèå F F
k k
� ïðè k N" ñëåäóåò èç (42). Ïðè k N� , êàê ñëåäóåò èç (8),

F F VV I
N N
� � �T , ïîýòîìó e

d N N
N

2 0� 	 � 	 ��x x x F F x x x x IxT T T T , ò.å. äåòåð-

ìèíèðîâàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îøèáêè óáûâàåò äî íóëÿ.
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Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì îøèáêè. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îøèá-

êè óáûâàåò, à ñòîõàñòè÷åñêàÿ âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì k íà èíòåðâàëå

k N�1, ,� . Îäíàêî çàâèñèìîñòè ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè îò k íå ÿâëÿþòñÿ âûïóê-

ëûìè, ïîýòîìó ôóíêöèÿ îøèáêè ìîæåò íå áûòü âûïóêëîé è íå îáåñïå÷èâàòü íà-

ëè÷èå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïðè 2 1# # 	k N .

Çàïèøåì óñëîâèÿ òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè e k e ks d( ) ( )� ïðè k k� 0 èìååò

ãëîáàëüíûé ìèíèìóì:

� �
2

0 0
2

0 0e k i e k i e k e kg d g d( ) ( ) ( ) ( )� � � $ � , (43)

ãäå i N k� 	1 0, ,� ;

� �
2

0 0
2

0 0e k j e k j e k e kg d g d( ) ( ) ( ) ( )	 � 	 $ � , (44)

ãäå j k� 	1 10, ,� è eg k k� �| | | |F � �0
2 , �0 — öåíòðèðîâàííûé âåêòîð øóìà,

ñãåíåðèðîâàííûé ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé è e es g� �
2 .

Èç óñëîâèé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (43), (44) ïîëó÷àåì

�
2

0 0 0 0$ 	 � � 	( ( ) ( )) / ( ( ) ( ))e k e k i e k i e kd d g g äëÿ i N k� 	1 0, ,� ,

�
2

0 0 0 0% 	 	 	 	( ( ) ( )) / ( ( ) ( ))e k e k j e k j e kd d g g äëÿ j k� 	1 10, ,� .

Îáîçíà÷èì

�
kR d d g ge k e k i e k i e k2

0 0 0 0� 	 � � 	( ( ) ( )) / ( ( ) ( )) äëÿ i N k� 	1 0, ,� ,

�
kL d d g ge k e k j e k j e k2

0 0 0 0� 	 	 	 	( ( ) ( )) / ( ( ) ( )) äëÿ j k� 	1 10, ,� .

Ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè øóìà �
R
2 äëÿ (43) (ïðè åãî ïðåâûøåíèè çíà-

÷åíèå îøèáêè ìèíèìàëüíî â k0): � �
R i N k kR
2

1

2

0

�
� 	

max
, ,�

. Ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå äèñ-

ïåðñèè øóìà �
L
2 äëÿ (44) (ïðè çíà÷åíèÿõ äèñïåðñèè ìåíüøèõ �

L
2 çíà÷åíèå îøèá-

êè ìèíèìàëüíî â k0): � �
L j k kL
2

1 1

2

0

�
� 	

min
, ,�

. Åñëè ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ �
2 , óäîâ-

ëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì � � �
R L
2 2 2% % , òî â òî÷êå k0 ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíûé

ìèíèìóì îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà.

ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè è îáùåé îøèáêè âîññòàíîâëå-

íèÿ ñèãíàëà â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû � k äëÿ èçâåñòíûõ äèñ-

êðåòíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ Carasso, Phillips, Delves [43] (ðèñ. 1–3).

Çàäà÷à Carasso [43] — ðåêîíñòðóêöèÿ âðåìåííãî ïðîôèëÿ èñòî÷íèêà òåïëà

íà îñíîâå èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû ñ ôèêñèðîâàííîãî ðàññòîÿíèÿ. Çäåñü îáðàòíîå

óðàâíåíèå òåïëîâîãî ïîòîêà — èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà

a

x
K x t f t dt g x& �( , ) ( ) ( ) ñ èíòåðâàëîì èíòåãðèðîâàíèÿ [ , ]0 1 è ÿäðîì K s t f s t( , ) ( )� 	 ,

t t3 2 1 22 1 4/ // ( exp( / ))� 	 . Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äèñêðåòèçèðóåòñÿ ìåòîäîì

êâàäðàòóð ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòîé êîëëîêàöèè è ïðàâèëà ñðåäíåé òî÷êè ñ N

òî÷êàìè. Êîíñòðóèðóåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå x 0 , çàòåì b0 âû÷èñëåòñÿ êàê

b Fx0 0� , ò.å. â ýòîé çàäà÷å Fx 0 òî÷íî ðàâíî b0 .
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Çàäà÷à Phillips [43] — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà

a

b
K s t f t dt g s& �( , ) ( ) ( ), ãäå f — ðåøåíèå, K — ÿäðî è ïðàâàÿ ÷àñòü g èìåþò âèä ñî-

îòâåòñòâåííî f t t( ) cos ( / )� �1 3� ïðè | |t % 3, f t( ) � 0 ïðè | |t ! 0; K s t f s t( , ) ( )� 	 ;

g s s s s( ) ( | | ) ( . cos ( / )) ( / )sin ( | | / )� 	 � �6 1 05 3 9 2 3� � � . Èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ

[ , ]	6 6 . Äèñêðåòèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Ðàçìåð ìàòðèöû F
äîëæåí áûòü êðàòåí 4. Â ýòîé çàäà÷å Fx 0 íå òî÷íî ðàâíî b0 .
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îøèáêè ðåøåíèÿ è åå ñîñòàâëÿþùèõ îò k äëÿ çàäà÷è Carasso ïðè
k0 2 28 44 99� { , , , }

k

e

k k
R

� �99 100,
�

k0 99�

k k
L

� �99 97,
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k k
R

� �28 30,
�

k0 28�

k k
L

� �28 21,
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k k
R

� �44 49,
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k0 44�

k k
L
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k k
R

� �2 7,
�

k0 2�

k k
L

� �2 1,
�

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü îøèáêè ðåøåíèÿ è åå ñîñòàâëÿþùèõ îò k äëÿ çàäà÷è Phillips ïðè
k0 2 16 32 99� { , , , }

k

e

k k
R

� �99 100,
�

k0 99�

k k
L

� �99 97,
�

k k
R

� �16 18,
�

k0 16�

k k
L

� �16 10,
�

k k
R

� �32 48,
�

k0 32�

k k
L

� �32 31,
�

k k
R

� �2 3,
�

k0 2�

k k
L

� �2 1,
�



Çàäà÷à Delves [43] — âû÷èñëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ïðîâîäèòñÿ äèñêðåòè-
çàöèÿ àíàëèòè÷åñêè çàäàííîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ñ ÿäðîì K, êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñ ïðàâîé ÷àñòüþ g è ðåøå-

íèåì f : K s t s t( , ) ( )� 	1 ïðè s t% , K s t t s( , ) ( )� 	1 ïðè s t! , g s s s( ) ( ) /� 	3 6,

f t t( ) � . Â ýòîé çàäà÷å Fx 0 òî÷íî ðàâíî b0 .
Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿäåð è ïðàâûõ ÷àñòåé äëÿ çàäà÷ Carasso, Phillips,

Delves ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàìì Regularization Tools [43].

Óðîâíè øóìà âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êàæäîé çàäà÷å äëÿ âñåãî äèà-
ïàçîíà k âû÷èñëèì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äèñïåðñèé ïî ôîðìóëàì (�

R
2 ) è (�

L
2).

Óðîâíè øóìà, ëåæàùèå â èíòåðâàëàõ ( , )� �
R L
2 2 , îáåñïå÷èâàþò ãëîáàëüíûé ìèíè-

ìóì ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè k.
Âû÷èñëåíèÿ �

R
2 (�

L
2) è ìîäåëèðîâàíèå ñóììàðíîé îøèáêè ïðîâîäèëèñü áåç

óñðåäíåíèÿ. Äëÿ ðÿäà �
R
2 ñòîõàñòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ îøèáêè ïîëó÷àëè ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: e es R g� �
2 . Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ �

L
2 : e es L g� �

2 , ò.å.

e es k k k k g g� � � �� �| | | | | | | | | | | |F F e� � � �� � � �0
2 2

0
2 2 2 2 .

Ñóììèðóÿ ñòîõàñòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñ äåòåðìèíèðîâàííîé, ïîëó÷àåì

ñóììàðíóþ îøèáêó, ïðåäñòàâëåííóþ ãðàôèêàìè (ñì. ðèñ. 1–3), èç êîòîðûõ âèä-

íî, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óáûâàåò, ñòîõàñòè÷åñêàÿ âîçðàñòàåò,

à ãëîáàëüíûé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â âûáðàííûõ k0 .

Ïðè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ äèñïåðñèè � �
2 2�

R
, � �

2 2�
L

çàâèñèìîñòü îøèáêè

(îò k) èìååò äâà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìà, çíà÷åíèÿ îøèáêè â êîòîðûõ ðàâíû. Ïðè

çíà÷åíèÿõ äèñïåðñèè, óäîâëåòâîðÿþùèõ � � �
R L
2 2 2% % , çàâèñèìîñòü îøèáêè èìå-

åò îäèí ãëîáàëüíûé ìèíèìóì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðîâåäåííîå àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè âîññòàíîâëå-
íèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà ïîêàçàëî, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè ðàçìåðíîñòè k ñëó÷àé-
íîãî ïðîåêòîðà äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îøèáêè óìåíüøàåòñÿ, à ñòî-
õàñòè÷åñêàÿ âîçðàñòàåò.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü îøèáêè ðåøåíèÿ è åå ñîñòàâëÿþùèõ îò k äëÿ çàäà÷è Delves ïðè
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Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòàòü ñóùåñòâîâàíèå
è çíà÷åíèÿ èíòåðâàëà óðîâíåé øóìà, îáåñïå÷èâàþùèõ (åñëè èíòåðâàë èìååòñÿ)
íàëè÷èå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà îøèáêè â çàäàííîé òî÷êå k0 .

Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäåíû äëÿ äèñêðåòíûõ íåêîððåêòíûõ çà-
äà÷ Carasso, Phillips, Delves. Íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ
ðàçðàáîòêà êðèòåðèÿ, ïîçâîëÿþùåãî îöåíèòü ðàçìåðíîñòü k ñëó÷àéíîãî ïðîåêòî-
ðà, ïðè êîòîðîé ìîæíî äîñòè÷ü ìèíèìóìà îøèáêè, íå èñïîëüçóÿ âåêòîðà ñèãíàëà
x , íåèçâåñòíîãî â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.
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