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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìíîãîêàíàëüíîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îá-
ñëóæèâàíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, â êîòîðîé îäíà ÷àñòü âûçîâîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâòîðíîãî
îáñëóæèâàíèÿ ìãíîâåííî ïîñòóïàåò â ñèñòåìó, à äðóãàÿ — ëèáî îáðàùàåòñÿ äëÿ ïîâòîð-
íîãî îáñëóæèâàíèÿ ÷åðåç íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå âðåìÿ, ëèáî îêîí÷àòåëüíî ïîêèäàåò ñèñòå-
ìó. Ïîâåäåíèå îáñëóæåííûõ âûçîâîâ èìååò ðàíäîìèçèðîâàííûé õàðàêòåð. Ðàçðàáîòàíû
ìåòîäû òî÷íîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà õàðàêòåðèñòèê ïðåäëîæåííîé ìîäåëè. Ïðè-
âåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ, îáðàòíàÿ ñâÿçü, êà÷åñòâî îá-
ñëóæèâàíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) íå ó÷èòûâà-

åòñÿ ýôôåêòà îáðàòíîé ñâÿçè ñ ñèñòåìîé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííî

óìåíüøàåò àäåêâàòíîñòü êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ÑÌÎ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ îáðàáîòêè âûçîâîâ, êîãäà

óæå ïðîøåäøàÿ ñòàäèþ îáñëóæèâàíèÿ ÷àñòü âûçîâîâ òðåáóåò ïîâòîðíîãî îáñëó-

æèâàíèÿ ïî ðàçëè÷íûì ïðè÷èíàì, íàïðèìåð, â çàâèñèìîñòè îò êà÷åñòâà îáñëó-

æèâàíèÿ, îò âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå è ò.ä. Òàê, â ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñ-

òåìàõ çàïðîñû, äàæå ïîëó÷èâøèå óäîâëåòâîðèòåëüíîå îáñëóæèâàíèå, ìîãóò

ñíîâà ïîñòóïèòü íà ïîâòîðíîå îáñëóæèâàíèå ýòèìè àãåíòàìè [1–3].

Ñðåäè ìîäåëåé ÑÌÎ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ âûäåëÿþò äâà òèïà: ìîäåëè áåç îðáè-

òà è ìîäåëè ñ îðáèòîì. Â ìîäåëÿõ áåç îðáèòà íåêîòîðûå âûçîâû ïîñëå ïîëó÷åíèÿ

ïåðâè÷íîãî îáñëóæèâàíèÿ ìãíîâåííî âîçâðàùàþòñÿ íà ïîâòîðíîå, â òî âðåìÿ êàê

â ìîäåëÿõ ñ îðáèòàìè, íàõîäÿùèåñÿ â íèõ âûçîâû ïðåæäå ÷åì ïîñòóïèòü íà ïî-

âòîðíîå îáñëóæèâàíèå «îáäóìûâàþò» ñâîå ðåøåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè ñâîé-

ñòâàìè ìîäåëè áåç îðáèòà íàçûâàþòñÿ ìîäåëÿìè ñ ìãíîâåííîé îáðàòíîé ñâÿçüþ,

à ìîäåëè ñ îðáèòîì — ìîäåëÿìè ñ îòñðî÷åííîé îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Ìîäåëè ÑÌÎ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ìàëî èçó÷åíû. Ïîñëå êëàññè÷åñêèõ ðàáîò

Òàêà÷à [4, 5], â êîòîðûõ ìåòîäîì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé èçó÷åíû äâóìåðíûå

ìàðêîâñêèå ìîäåëè îäíîêàíàëüíûõ ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ è áåñêî-

íå÷íûì îáúåìîì îðáèòà, ìîäåëè ÑÌÎ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äîëãîå âðåìÿ íå

ïðèâëåêàëè âíèìàíèÿ èññëåäîâàòåëåé.

Ìîäåëè áåç îðáèòà èçó÷åíû â ðàáîòàõ [6–8]. Òàê, ìîäåëè ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñ-

ëîì êàíàëîâ èññëåäîâàíû â [6, 7], ãäå äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ (ñòàöèîíàðíîãî

è íåñòàöèîíàðíîãî) ïåðâè÷íîãî, ïîâòîðíîãî, à òàêæå ñóììàðíîãî ïîòîêîâ èñïîëü-

çóåòñÿ ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Ìîäåëü îäíîêàíàëüíîé ÑÌÎ ñ îãðàíè÷åí-

íîé î÷åðåäüþ èçó÷åíà â [8], ãäå äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ÷åòûðåõìåðíîé öåïè Ìàðêîâà (ÖÌ) ïðèìåíÿåòñÿ ìàòðè÷íî-ãåîìåòðè-

÷åñêèé ìåòîä Íüþòñà [9]. (Çäåñü è äàëåå ïîä ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì

ìîäåëè, â ÷àñòíîñòè ÖÌ, ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé

ñîñòîÿíèé îïèñàííîé ìîäåëè.) Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [4–8] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

âðåìÿ îáðàáîòêè ïåðâè÷íûõ è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ èäåíòè÷íî, à âåðîÿòíîñòè âûõî-

äà èç ñèñòåìû è âîçâðàùåíèÿ âûçîâîâ â íåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâòîðíîãî îáñëóæèâà-

íèÿ — ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû (ò.å. îíè íå çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû). Ýòè äî-

64 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 1

© Â.Ñ. Êîðîëþê, À.Ç. Ìåëèêîâ, Ë.À. Ïîíîìàðåíêî, À.Ì. Ðóñòàìîâ, 2016



ïóùåíèÿ îãðàíè÷èâàþò îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé. Âî âñåõ ïðè-

âåäåííûõ ðàáîòàõ ìîäåëè ÑÌÎ áåç îðáèòà è ñ îðáèòîì èçó÷àëèñü ðàçäåëüíî, ÷òî

òàêæå ñóæàåò îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ â íèõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ÑÌÎ ñ îáðàòíîé

ñâÿçüþ, â êîòîðîé, êðîìå ïåðâè÷íûõ, èìåþòñÿ ìãíîâåííûå ïîâòîðíûå âûçîâû

è ïîâòîðíûå âûçîâû èç îðáèòà (ò.å. îòñðî÷åííûå ïîâòîðíûå âûçîâû). Îòìåòèì,

÷òî ó÷åò íàëè÷èÿ ýòèõ âûçîâîâ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè,

òàê êàê ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü òðåõìåðíóþ ÖÌ ñ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ïðîèç-

âîäÿùåé ìàòðèöåé. Èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (ÑÓÐ)

äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òðåõìåðíîé ÖÌ ìà-

ëîïðîäóêòèâíî äëÿ ìîäåëåé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ïîòîìó äàëåå ïðåäëîæåíû

ýôôåêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùèå îñóùåñòâèòü àñèìïòî-

òè÷åñêèé àíàëèç èçó÷àåìûõ ìîäåëåé, êîãäà ÷èñëî êàíàëîâ ñèñòåìû è ðàçìåð

îðáèòà äîñòàòî÷íî áîëüøèå, â òîì ÷èñëå è áåñêîíå÷íûå, âåëè÷èíû.

Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëè ÑÌÎ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ áëèçêè ê ìîäåëÿì ÑÌÎ ñ ïî-

âòîðíûìè âûçîâàìè [10]. Âìåñòå ñ òåì â îòëè÷èå îò ïîñëåäíèõ â ìîäåëÿõ ÑÌÎ

ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ îðáèò îáðàçóåòñÿ íå âíîâü ïîñòóïèâøèìè âûçîâàìè, à óæå ïî-

ëó÷èâøèìè îáñëóæèâàíèå. Ýòî ñâîéñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ â [10] ñèñòåì òðåáóåò

ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíîãî ïîäõîäà ê èõ èçó÷åíèþ.

Â ðàáîòàõ [11, 12] èññëåäóþòñÿ ìîäåëè ÑÌÎ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äðóãèõ òè-

ïîâ, îäíàêî â íèõ òåðìèí «îáðàòíàÿ ñâÿçü» îáîçíà÷àåò èíûå ñâîéñòâà ýòèõ ìîäå-

ëåé. Òàê, â [11] îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ÑÌÎ, â êîòîðîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ (ô.ð.) âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ âûçîâîâ èëè èíòåðâàëîâ ìåæäó èõ ïî-

ñòóïëåíèÿìè çàâèñÿò îò äëèíû î÷åðåäè, à â ðàáîòå [12] — äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðîöåññàìè îáñëóæèâàíèÿ âûçîâîâ â ðàçëè÷íûõ ôàçàõ äâóõ-

ôàçíîé ÑÌÎ.

ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÑÌÎ Ñ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÑÂßÇÜÞ

Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà îïèñàííîé ÑÌÎ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. Íà

âõîä ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé N �1 àâòîíîìíûõ è èäåíòè÷íûõ êàíàëîâ, ïîñòóïà-

åò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ ( p-âûçîâû) ñ èíòåíñèâíîñòüþ � p .

Âðåìåíà èõ îáðàáîòêè — íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû, è èõ ô.ð. ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè ñ îáùèì ñðåäíèì 1/ � p .

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà îáðàáîòêè p-âûçîâà îí ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ

�1 ( )x ïîêèäàåò ñèñòåìó, ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ � 2 ( )x òðåáóåò ìãíîâåííîé ïîâòîð-

íîé îáðàáîòêè, ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ � � �3 1 21( ) ( ) ( )x x x� � � óõîäèò â îðáèò.

Ýòè âåðîÿòíîñòè çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà x , êîòîðûé îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå íåêîòî-

ðîé âíåøíåé ñðåäû, ñòîõàñòè÷åñêè ñâÿçàííîé ñ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìîé.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð îðáèòà äëÿ ïîâòîðíûõ âûçîâîâ ðà-

âåí R , 0� � �R . Îãðàíè÷åííîñòü îáúåìà îðáèòà (ïðè R � �) îçíà÷àåò, ÷òî âûçîâû

â íåãî ïðèíèìàþòñÿ, åñëè â ìî-

ìåíò ïîñòóïëåíèÿ ïîñëåäíåãî

îáùåå ÷èñëî ïîâòîðíûõ âûçî-

âîâ (r-âûçîâîâ) ìåíüøå R , èíà-

÷å îí ïîêèäàåò ñèñòåìó. Â ñëó-

÷àå íåîãðàíè÷åííîãî îáúåìà

îðáèòà (ïðè R � �) óõîäÿùèé

â íåãî âûçîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

ïðèíèìàåòñÿ.

Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ r-âû-

çîâîâ â îðáèòå îãðàíè÷åíî íå-

êîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
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Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ÑÌÎ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ



íîé, à èìåííî ýòè âûçîâû ïîñòóïàþò äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâòîðíîãî îáñëóæèâàíèÿ

÷åðåç ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè, êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ ïîêàçàòåëüíîìó çàêî-

íó ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì 1/ � r . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâòîðíûå âûçîâû èç

îðáèòà íå ÿâëÿþòñÿ íàñòîé÷èâûìè, ò.å. åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ ïîâòîðíîãî

âûçîâà èç îðáèòà âñå êàíàëû çàíÿòû, òî îí îêîí÷àòåëüíî ïîêèäàåò ñèñòåìó. Çàìå-

òèì, ÷òî ìîæíî èññëåäîâàòü ìîäåëü, â êîòîðîé ýòè âûçîâû â òàêèå ìîìåíòû íå

òåðÿþòñÿ, à âîçâðàùàþòñÿ îáðàòíî â îðáèò.

Âðåìåíà îáðàáîòêè ïîâòîðíûõ âûçîâîâ (ìãíîâåííûõ èëè èç îðáèòà) òàêæå

íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðè ýòîì èõ ô.ð.

äëÿ âñåõ r-âûçîâîâ ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè ñ îáùèì ñðåäíèì 1/ �r . Äëÿ îá-

ùíîñòè ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, � �p r� , à äëÿ ïðîñòîòû ìî-

äåëè — ÷òî ìãíîâåííûå ïîâòîðíûå âûçîâû è ïîâòîðíûå âûçîâû èç îðáèòà ïîñëå

çàâåðøåíèÿ èõ îáñëóæèâàíèÿ áîëüøå íå ïîâòîðÿþòñÿ (õîòÿ, êàê áóäåò ÿñíî èç

äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ, ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷åñòü è ìíîãîêðàò-

íûå ïîâòîðåíèÿ). Ïðîáëåìà ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ìîäåëè, à èìåííî âåðîÿòíîñòåé ïîòåðè ïåðâè÷íûõ Pp è ïîâòîðíûõ

âûçîâîâ Pr , ñðåäíåãî ÷èñëà ïåðâè÷íûõ Lp è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â êàíàëàõ Lr ,

ñðåäíåãî ÷èñëà ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â îðáèòå Lî , à òàêæå êîýôôèöèåíòà èñïîëüçî-

âàíèÿ Cu êàíàëîâ.

ÌÅÒÎÄ ÒÎ×ÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

Èñõîäÿ èç âèäà ô.ð. ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èñïîëüçóåìûõ â ôîðìèðîâàíèè ìîäå-

ëè, îïðåäåëÿåì, ÷òî èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ òðåõìåðíîé ÖÌ. Ñîñòîÿ-

íèå ýòîé ÖÌ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ òðåõìåðíûì âåê-

òîðîì n � ( , , )n n np r o , ãäå êîìïîíåíòû np è nr ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëó ïåðâè÷-

íûõ è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â êàíàëàõ, à no — ÷èñëó ïîâòîðíûõ âûçîâîâ

â îðáèòå. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé (ÔÏÑ) óêàçàííîé ÖÌ çàäàåòñÿ òàê:

S n N n N n n N np r p r o� � � 	 � �{n : , , ..., ; , , ..., ; ; , , ...,0 1 0 1 0 1 R }. (1)

Ñëåäîâàòåëüíî, ãåîìåòðè÷åñêè ÔÏÑ ìîäåëè (ðèñ. 2) çàäàåòñÿ òî÷êàìè ñ öå-

ëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè âíóòðè ïðèçìû âûñîòîé R , îñíîâàíèåì êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè äëèíîé N .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîñòîÿíèå âíåøíåé ñðåäû x , êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïîâåäå-

íèå óæå ïîëó÷èâøåãî îáñëóæèâàíèå ïåðâè÷íîãî âûçîâà, çàäàåòñÿ ÷èñëîì ïî-

âòîðíûõ âûçîâîâ â îðáèòå, ò.å.

x R� 0 1 2, , , ..., . Âíà÷àëå ðàññìîò-

ðèì ìîäåëü ñ êîíå÷íûì îáúåìîì

îðáèòà ïðè R � � . Ïîñêîëüêó âû-

çîâ ïðèíèìàåòñÿ â îðáèò ëèøü

òîãäà, êîãäà â ìîìåíò åãî ïî-

ñòóïëåíèÿ îáùåå ÷èñëî ïîâòîð-

íûõ âûçîâîâ ìåíüøå R , âåðîÿò-

íîñòü � 3 0( )R � .

Èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà èç

ñîñòîÿíèÿ n â ñîñòîÿíèå 
n îáî-

çíà÷èì q( , ),n n 
 n n, 
 �S . Ñîâî-

êóïíîñòü ýòèõ âåëè÷èí ñîñòàâëÿ-

åò ïðîèçâîäÿùóþ ìàòðèöó

(Q -ìàòðèöó) äàííîé ÖÌ. Îíè

îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ

ñîîòíîøåíèé:
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np

no

nr

N

N

R

Sk

k

0

Ðèñ 2. Âèä ÔÏÑ ìîäåëè



q( , )n n 
 �

�


 � 	


 � �

�

� �

� �

p

p p o

p p o

n n

n n

, ,

( ), ,

( ),

åñëè

åñëè

n n e

n n e

1

1 1

2 åñëè

åñëè


 � � 	

� 
 � � 	

n n e e

n n e e

1 2

3 1 3

,

( ), , ,n n n R

n

p p o o

r r

� �

� , ,

, ,

åñëè

åñëè èëè


 � �

	 � 
 � 	 � 	 �

n n e

n n e e

2

2 3n n n N n n No r p r p r� , ,
 � �

�




�
�
�
��

�

�
�
�
�
�

n n e3

0

(2)

Çäåñü ei îáîçíà÷àåò i-é îðòâåêòîð òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà,

i �1 2 3, , . Äàííàÿ òðåõìåðíàÿ ÖÌ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ íå-

ïðèâîäèìîé, ÷òî îïðåäåëÿåò ñóùåñòâîâàíèå â íåé ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà.

Ïóñòü p( )n — ñòàöèîíàðíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ n �S . Ýòè âåëè÷èíû óäîâ-

ëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (ÑÓÐ), êîòîðàÿ ñî-

ñòàâëÿåòñÿ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (2) è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

( ( ) ) ( ) ( ) ( )� � � � �p p r p p r r o r p pI n n N n n n p p I n	 � 	 	 	 � � �n n e1 0 	

	 	 	 	 	 � 	( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )n p n p np p o o1 1 1 1 2� � �n e n e e

	 	 � � � 	p n I no o( ) ( ) ( ))n e e1 3 3 1 0� ( ) ( )n pr r	 	 	1 2� n e

	 	 	 	 	 � 	 � �( ) ( ( ) ( , ) ( ) ( , )n p n n N p I n R nr p r o r0 3 2 31 0� �n e n e e ) . (3)

Çäåñü è äàëåå I A( ) — èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ A è �( , )i j — ñèìâîëû

Êðîíåêåðà. Ê ýòîé ÑÓÐ äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè

p

S

( )n

n�
� �1 . (4)

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ÑÓÐ (3), (4) õàðàêòåðèñòèêè èçó÷àåìîé ñèñòåìû

çàäàþòñÿ ÷åðåç ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîé òðåõìåðíîé öåïè. Òàê, ïî-

ñêîëüêó ïîòîê ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ ïóàññîíîâñêèé, âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ïåðâè÷-

íûõ âûçîâîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû PASTA [13]:

P p n n Np p r

S

� 	
�
� ( ) ( , )n

n

� . (5)

Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [14] îïðåäåëÿåì, ÷òî ïîòîê ïîâòîðíûõ âû-

çîâîâ ìîæíî ñ÷èòàòü ïóàññîíîâñêèì, è ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïî-

òåðè ïîâòîðíûõ âûçîâîâ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó PASTA [13]. Ïîñ-

êîëüêó ïîâòîðíûå âûçîâû ãåíåðèðóþòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà îðáèò íå ÿâëÿåòñÿ

ïóñòûì, èñêîìàÿ õàðàêòåðèñòèêà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

P p n n N nr p r o

S

� 	 �
�
� ( ) ( , )( ( , ))n

n

� �1 0 . (6)

Ñðåäíåå ÷èñëî ïåðâè÷íûõ è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â êàíàëàõ è ïîâòîðíûõ âû-

çîâîâ â îðáèòå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ

äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

L j jx x

j

N

�
�
� � ( )

1

, (7)

ãäå �x x

S

j p n j x p r( ) ( ) ( , ), ,� �
�
� n

n

� { };

L j jo

j

R

�
�
� �( )

1

, (8)

ãäå � �( ) ( ) ( , )j p n jo

S

�
�
� n

n

.
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â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.



Êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ Cu îïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ôîðìóë (7):

C L L Nu p r� 	( ) / . (9)

Îòíîñèòåëüíî íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ÑÓÐ (3), (4) îòìåòèì, ÷òî, ê ñîæàëåíèþ,

âñëåäñòâèå ñëîæíîé ñòðóêòóðû Q-ìàòðèöû íå óäàåòñÿ íàéòè åå àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ, è ïîýòîìó äëÿ ýòîé öåëè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû ëè-

íåéíîé àëãåáðû (çà÷àñòóþ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ÑÓÐ ýôôåêòèâíî ïðèìåíåíèå

èçâåñòíîãî ìåòîäà Ãàóññà–Çåéäåëÿ).

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ðàçìåðà îðáèòà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïîäõîä,

îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà äâóìåðíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, õîòÿ ìåòî-

äîëîãè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå íåäîñòàòêè äàííîãî ïîäõîäà õîðîøî èçâåñòíû.

ÌÅÒÎÄ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

Ðàçìåðíîñòü ÑÓÐ (3), (4) îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñî-

ñòîÿíèé (1), êîòîðîå ñîñòîèò èç ( )( )( ) /N N R	 	 	1 2 1 2 ñîñòîÿíèé, ò.å. îíà îöåíè-

âàåòñÿ êàê O N R( )2 . Ïîýòîìó îïèñàííûé ðàíåå òî÷íûé ìåòîä ïîçâîëÿåò âû÷èñ-

ëèòü õàðàêòåðèñòèêè (5)–(9) ëèøü äëÿ ñèñòåì óìåðåííîé ðàçìåðíîñòè, à ñ ðîñòîì

ðàçìåðíîñòè ÔÏÑ (1) âîçíèêàþò áîëüøèå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè. Äëÿ èõ

óñòðàíåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä òåîðèè ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ ñîñòîÿíèé

ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì èç [15], ãäå ïðåäëîæåí èåðàðõè÷åñêèé àëãîðèòì ôàçîâî-

ãî óêðóïíåíèÿ (ÀÔÓ) äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçó÷àåìîé

òðåõìåðíîé ÖÌ ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ óñëîâèé.

Äëÿ êîððåêòíîãî ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå

àñèìïòîòè÷åñêîå óñëîâèå: � � �p p r�� max ,{ }, ò.å. ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà

ðàáîòàåò â óñëîâèÿõ áîëüøîé íàãðóçêè.

Îòìåòèì, ÷òî â èññëåäóåìûõ ìîäåëÿõ, êàê ïðàâèëî, èíòåíñèâíîñòü ïîñòóï-

ëåíèÿ p-âûçîâîâ ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ r-âûçîâîâ

èç îðáèòà, ò.å. óñëîâèå � �p r�� åñòåñòâåííî, òàê êàê îðáèò îáðàçóåòñÿ ÷àñòüþ

ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ. Òîãäà â ñèëó óêàçàííîãî äîïóùåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî èíòåí-

ñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè âíóòðè ïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ îñíî-

âàíèþ ïðèçìû, íàìíîãî ïðåâûøàþò èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿ-

ìè èç ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé (ñì. ðèñ. 2). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

ðàñùåïëåíèå ÔÏÑ (1)

S S S Sk

k

R

k k� � �
�



0

� �, , åñëè k k� 
 , (10)

ãäå S S n k k Rk o� � � �{ }n : , , , ...,0 1 , èíûìè ñëîâàìè, — ðàññëîåíèå ÔÏÑ ìî-

äåëè ïî ïëîñêîñòÿì, ïàðàëëåëüíûì îñíîâàíèþ ïðèçìû (ñì. ðèñ. 2).

Ââîäèìàÿ â ÔÏÑ (1) ôóíêöèÿ óêðóïíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ðàñùåïëå-

íèÿ (10):

U k1 ( )n � � � , åñëè n �S k , (11)

ãäå � �k — óêðóïíåííîå ñîñòîÿíèå, âêëþ÷àþùåå âñå ñîñòîÿíèÿ èç êëàññà

(ñëîÿ) S k . Îáîçíà÷èì �1 0 1� � � �{ }k k R: , , ..., .

Ñîãëàñíî ÀÔÓ èç ðàáîòû [16 è ïðèëîæåíèÿ â íåé] âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé

èñõîäíîé ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p n n kk p r( ) ( , ) ( )n � � �� �1 , (12)

ãäå � k p rn n( , ) — âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ( , )n np r âíóòðè ðàñùåïëåííîé ìîäå-

ëè ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé S k , à �1 ( )� �k — âåðîÿòíîñòü óêðóïíåííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ � � �k �1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíîé òðåõ-

ìåðíîé ÖÌ ïîòðåáóåòñÿ íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

ñîñòîÿíèé R 	1 äâóìåðíûõ è îäíîé îäíîìåðíîé öåïåé. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

÷èñëà êàíàëîâ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò è ïðè ðàñ÷åòå

ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé îïèñàííûõ äâóìåðíûõ öåïåé ñ ïðîñòðàíñòâàìè ñî-

ñòîÿíèé S k Rk , , , ...,� 0 1 . Ïîýòîìó äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

âíóòðè êëàññîâ S k Rk , , , ...,� 0 1 , ê êàæäîìó èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ ÀÔÓ, èíûìè

ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ èåðàðõèÿ óêðóïíåííûõ ìîäåëåé.

Èç ñõåìû ðàçáèåíèÿ (10) âèäíî, ÷òî âñå ðàñùåïëåííûå ìîäåëè ñ ïðîñòðàí-

ñòâàìè ñîñòîÿíèé S k Rk , , , ...,� 0 1 , ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èäåíòè÷íûå äâóìåðíûå

ÖÌ (ðèñ. 3). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ôèêñèðóåòñÿ çíà÷åíèå k è ðàññìàòðèâàåòñÿ

ðàñùåïëåííàÿ ìîäåëü ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé S k .

Â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé S k ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçáèåíèå

S S S Sk k
i

i

N

k
i

k
j� � �

� 0

� �, , åñëè i j� , (13)

ãäå S S n i i N
k
i

k r� � � �{ }n : , , , ...,0 1 , èíûìè ñëîâàìè — ðàçáèåíèå ïðîñòðàí-

ñòâà ñîñòîÿíèé ðàñùåïëåííîé ìîäåëè ïî ñòðîêàì (ñì. ðèñ. 3).

Äàëåå íà îñíîâå ðàñùåïëåíèÿ (13) â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé S k îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ óêðóïíåíèÿ:

U i2 ( )n � � � , åñëè n �S
k
i , (14)

ãäå � �i — óêðóïíåííîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå âêëþ÷àåò âñå ñîñòîÿíèÿ èç êëàññà S
k
i .

Îáîçíà÷èì � 2 0 1� � � �{ }i i N: , , ..., .
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�p�2(k)

Ðèñ 3. Ãðàô ïåðåõîäîâ ðàñùåïëåííîé ìîäåëè ñ ÔÏÑ S k Rk , , , ... ,� 0 1

S k
0

S k
1

S k
2

S k
N �1

S k
N



Ñîãëàñíî ÀÔÓ èìååì

� � �k p r n

k
p

k
rn n n n

r

( , ) ( ) ( )� � �
2

, (15)

ãäå �
n

k
p

r

n( ) — âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ( , )n np r âíóòðè ðàñùåïëåííîé ìîäåëè

ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé S
k

nr , à �
2
k

rn( )� � — âåðîÿòíîñòü óêðóïíåííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ � � �nr � 2 .
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé âíóòðè êëàññîâ S

k
i .

Îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó êëàññ ñîñòîÿíèé S
k
N ñîäåðæèò ëèøü îäíî ñîñòîÿíèå

( , )0 N , äàëåå ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî �
N
k ( )0 1� .

Â êëàññå ñîñòîÿíèé S i N
k
i , � , âòîðàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ïîýòî-

ìó ïðè èçó÷åíèè ðàñùåïëåííûõ ìîäåëåé ñ ÔÏÑ S
k
i ìèêðîñîñòîÿíèå ( , )n i Sp k

i�

ìîæíî çàäàòü ëèøü ïåðâîé êîìïîíåíòîé. Äàëåå äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ïðè èç-

ó÷åíèè ðàñùåïëåííîé ìîäåëè ñ ÔÏÑ S
k
i åå ñîñòîÿíèå ( , )n ip îáîçíà÷àåòñÿ êàê

n n N ip p, , , ...,� �0 1 .

Èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè np è 
np ðàñùåïëåííîé ìîäåëè

ñ ÔÏÑ S
k
i îáîçíà÷àåòñÿ q n nk p p( , ) .
 Èç ñîîòíîøåíèé (2) ïîëó÷àåì, ÷òî ýòè ïàðà-

ìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ òàê (ñì. ðèñ. 3):

q n n

n n

n k n nk p p

p p p

p p p p( , )

, ,

( ), ,
 �


 � 	


 � �

�

� �

åñëè

åñëè

1

11

0

�



�

�
�

(16)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé (16) ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé

âíóòðè ðàñùåïëåííîé ìîäåëè ñ ÔÏÑ S
k
i , i N� �0 1 1, , ..., , âû÷èñëÿþòñÿ êàê âåðî-

ÿòíîñòè ñîñòîÿíèé îäíîìåðíîãî ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè:

�
	 �

�i
k p

j

i
kj

k

j
j N i( )

( / ( ))

!
( ) , , ...,� � �1
0 1 , (17)

ãäå 	 � �p p p� / , à � i
k ( )0 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, ò.å. � i

k

j

N i

j( )

�

�

� �
0

1.

Èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà èç óêðóïíåííîãî ñîñòîÿíèÿ � �i â äðóãîå óêðóïíåí-

íîå ñîñòîÿíèå � �j îáîçíà÷èì q i j i jk ( , ), ,� � � � � � � � �� 2 . Òîãäà ïîñëå îïðåäåëåí-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïðèìåíåíèåì ÀÔÓ ïîëó÷àåì

q i j

i j i

i j ik

p k

r( , )

( ), ,

, ,� � � � �

� 	

� �

�



�

�
�

� 


�

åñëè

ecëè

1

1

0

(18)

ãäå 
 � �k i
k

j

N i

i k j j i N( ) ( ) ( ) , , , ...,� � �
�

�

�2

1

0 1 1 .

Òàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèé (18) äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé óêðóïíåí-

íûõ ñîñòîÿíèé �
2 2
k

r rn n( ),� � � � �� , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

�
� �


 �
2 2

0

1

0k
r

p r
n

r
k

k

i

n

n
n

i
r r

( )
( / )

!
( ) ( )� � � � �

�

�

� , n Nr �1, ..., , (19)

ãäå �
2

0k ( )� � íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, ò.å. �
2

0

1k

j

N

j( )� � �
�
� .
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Çàìå÷àíèå 1. Ïðè âû÷èñëåíèè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñùåïëåííîé

ìîäåëè ñ ÔÏÑ S
R
i ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî � 3 0( )R � , ò.å. � �1 2 1( ) ( )R R	 � .

Òåïåðü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíîé òðåõìåðíîé

ÖÌ ïîòðåáóåòñÿ íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé

�1 1( ),� � � � �k k � (12). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü èíòåíñèâíîñòè ïåðåõî-

äîâ ìåæäó êëàññàìè (ñëîÿìè) S k Rk , , , ...,� 0 1 (10).

Îáîçíà÷èì q S Sk k( , )
 èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà ìåæäó êëàññàìè S k è S k 
 .

Ýòè èíòåíñèâíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2), (17) è (19). Òîãäà

ñ ïîìîùüþ ÀÔÓ ïîñëå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

q S S

k k k

k k kk k r( , )

( ), ,

, ,
 �


 � 	


 � �

�



�

�
�

� åñëè

åñëè

1

1

0

� (20)

ãäå �( ) ( ) ( ) ( ) , , , ..k k i j j kp
k

i
k

j

N i

i

N

� � � �
�

�

�

�

��� � � �3 2
10

1

0 1 ., R �1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé (20) ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìûå âåðîÿòíîñòè

óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé �1 1( ),� � � � �k k � , îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñòàöèîíàðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå îäíîìåðíîãî ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè ñ ïåðåìåííûìè ïàðà-

ìåòðàìè:

�
�

�1 1

0

11
0 1( )

!
( ) ( ) , , ...,� � � � � �

�

�

�k
k

i k R

r
k

i

k

� , (21)

ãäå �1 0( )� � íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, ò.å. �1

0

1( )� � �
�
� k

k

R

.

Îêîí÷àòåëüíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå èñõîäíîé òðåõìåðíîé ÖÌ îïðå-

äåëÿåòñÿ èç (12) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (17), (19) è (21):

p n n n n n np r o n

n
p o

n
r

r

o o( , , ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � �1 2
. (22)

Ðåçþìèðóÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëå-

íèÿ èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê èçó÷àåìîé ñèñòåìû:

P k N i ip

k

R

i
k k

i

N

� � � � � �
� �
� �� � �1

0
2

0

( ) ( ) ( ) ; (23)

P k N i ir

k

R

i
k k

i

N

� � � � � �
� �
� �� � �1

1
2

0

( ) ( ) ( ) ; (24)

L k j j ip i
k k

i

N j

j

N

k

R

� � � � �
�

�

��
��� � � �1 2

010

( ) ( ) ( ) ; (25)

L k i ir
k

i

N

k

R

� � � � �
��
�� � �1 2

10

( ) ( ) ; (26)

L k ko

k

R

� � �
�
� �1

1

( ) . (27)

Êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ Cu îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî ñ ó÷å-

òîì ôîðìóë (9) è (25), (26).

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÌÎÄÅËÈ
Ñ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÛÌÈ ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ áåñêîíå÷íûìè ïàðàìåòðàìè, ò.å. ñ áåñêîíå÷íûì ðàçìå-

ðîì îðáèòà è/èëè ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ. Oòìåòèì, ÷òî
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åñëè âåðîÿòíîñòè � i k( ), i �1 2 3, , , íå çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèÿ îðáèòà k,

k R� 0 1, , ..., , òî ïðåäëîæåííûå ôîðìóëû (23)–(27) ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âíóòðè ðàñùåïëåí-

íûõ ìîäåëåé ñ ÔÏÑ S
k
i íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà k, k R� 0 1, , ..., . Èíûìè ñëî-

âàìè, èç ñîîòíîøåíèé (17) ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé âíóòðè âñåõ

ðàñùåïëåííûõ ìîäåëåé ñ ÔÏÑ S
k
i , i N� �0 1 1, , ..., , âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

�
	 �

�i
p

j

ij
j

( )
( / )

!
( )� 1
0 , j N i� �1, ..., , (28)

ãäå � i ( )0 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè.

Äàëåå èç ñîîòíîøåíèé (18) è (19) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé íà âòîðîé ñòóïåíè èåðàðõèè:

�
� �


 �2 2

0

1

0( )
( / )

!
( ) ( )� � � � �

�

�

�n
n

ir
p r

n

r i

nr r

, n Nr �1, ..., , (29)

ãäå 
 � �( ) ( ) , , , ...,i j j i Ni

j

N i

� � �
�

�

�2

1

0 1 1, è � 2 0( )� � íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîð-

ìèðîâêè.

Çàìå÷àíèå 2. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 çäåñü òàêæå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî äëÿ

ðàñùåïëåííîé ìîäåëè ñ ÔÏÑ S
R
i èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå � �1 2 1	 � .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé â ïåðâîé ñòóïåíè

èåðàðõèè èç ñîîòíîøåíèé (20) è (21) ïîëó÷èì

�
�

�1 1 0( )
( )

!
( )� � � � �k

k

r
k� �

, k R�1, ..., , (30)

ãäå � � � �
�

�

�

�

��� � � �p i

j

N i

i

N

j j i3 2

10

1

( ) ( ) è �1 0( )� � íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè.

Ñ ó÷åòîì (28)–(30) èç (23)–(27) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðèáëè-

æåííîãî âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè ñ ïîñòîÿííûìè âåðîÿòíîñòÿìè

óõîäà è âîçâðàùåíèÿ âûçîâîâ:

P N i ip i

i

N

� � � �
�
� � �( ) ( )2

0

; (31)

P N i ir i

i

N

� � � � � � �
�
�( ( )) ( ) ( )1 01 2

0

� � � ; (32)

L j j ip i

i

N j

j

N

� � �
�

�

�
�� � �( ) ( )2

01

; (33)

L i ir

i

N

� � �
�
� � 2

1

( ) ; (34)

L k ko

k

R

� � �
�
� �1

1

( ) . (35)

Èç ôîðìóë (31), (33) è (34) âèäíî, ÷òî â äàííîé ìîäåëè âåðîÿòíîñòè ïîòåðè

ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ, èõ ñðåäíåå ÷èñëî â êàíàëàõ, à òàêæå ñðåäíåå ÷èñëî ïîâòîð-

íûõ âûçîâîâ â êàíàëàõ íàïðÿìóþ íå çàâèñÿò îò èíòåíñèâíîñòè � r ïîñòóïëåíèÿ

ïîâòîðíûõ âûçîâîâ èç îðáèòà è åãî ðàçìåðà R. Ýòè ôàêòû îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî

äàííûå ôîðìóëû îñíîâàíû íà àñèìïòîòè÷åñêîì óñëîâèè òîãî, ÷òî èíòåíñèâ-
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íîñòü p-âûçîâîâ ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò èíòåíñèâíîñòè r-âûçîâîâ èç îðáèòà.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûå õàðàêòåðèñòèêè çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ �1 è � 2 , ñëåäî-

âàòåëüíî, è îò � 3 — âåðîÿòíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ â îðáèò ïîñëå

çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, äàííûå õàðàêòåðèñòèêè êîñâåííî çà-

âèñÿò îò èíòåíñèâíîñòè çàïîëíåíèÿ îðáèòà R , ñëåäîâàòåëüíî, è îò èíòåíñèâíîñ-

òè � r ãåíåðàöèè ïîâòîðíûõ âûçîâîâ. Âìåñòå ñ òåì âåðîÿòíîñòè ïîòåðè ïîâòîð-

íûõ âûçîâîâ, èõ ñðåäíåå ÷èñëî â êàíàëàõ è â îðáèòå íàïðÿìóþ çàâèñÿò îò èíòåí-

ñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ è îáñëóæèâàíèÿ ïåðâè÷íûõ è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ, à òàêæå

îò ðàçìåðà îðáèòà (32), (34) è (35).

Åñëè âåðîÿòíîñòè � i k( ) , i �1 2 3, , , íå çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèÿ îðáèòà k,

k R� 0 1, , ..., , òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòèêè

ñèñòåìû è ïðè áåñêîíå÷íîì ðàçìåðå îðáèòà è/èëè ïðè áåñêîíå÷íîì ÷èñëå

êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ.

Ïóñòü ÷èñëî êàíàëîâ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, N � � , à ðàçìåð îðáèòà — áåñêî-

íå÷íûì, R � � . Òîãäà ÔÏÑ ýòîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèçìó ñ áåñêîíå÷-

íîé âûñîòîé (ñì. ðèñ. 2). Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ðàñùåïëåííûõ ìî-

äåëåé òàêæå âû÷èñëÿþòñÿ èç (28) è âåðîÿòíîñòè óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé íà âòîðîé

ñòóïåíè èåðàðõèè âû÷èñëÿþòñÿ èç (29). Èç (20), (21) è (30) ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿò-

íîñòè óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé íà ïåðâîé ñòóïåíè èåðàðõèè âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

�
� �

1 ( )
!

� � � �k
k

e
k

, k � 0 1, , ..., (36)

ãäå � �� � � r . Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ ñíîâà îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê ñâåðòêà äâóõ ðàñïðåäåëåíèé (31), à âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ïîâòîðíûõ

âûçîâîâ èç îðáèòà âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

P e N i ir i

i

N

� � � � ��

�
�( ) ( ) ( )1 2

0

� � � . (37)

Ñðåäíåå ÷èñëî ïåðâè÷íûõ è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â êàíàëàõ îïðåäåëÿþòñÿ èç

ôîðìóë (33) è (34) ñîîòâåòñòâåííî. Èç (27), (35) è (36) ïîëó÷àåì, ÷òî â äàííîé

ìîäåëè ñðåäíåå ÷èñëî ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â îðáèòå Lo � �.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, êðîìå ðàçìåðà îðáèòà, ÷èñëî êàíàëîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íûì, ò.å. R � � è N � � . Òîãäà ÔÏÑ ýòîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

âåñü ïåðâûé (ïîëîæèòåëüíûé) îêòàíò òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà,

à ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé âíóòðè âñåõ ðàñùåïëåííûõ ìîäåëåé

ñ ÔÏÑ S
k
i , k � 0 1 2, , , ... , ÿâëÿþùèåñÿ îäèíàêîâûìè è íå çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåò-

ðîâ k è i, îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

�
� �( )

!
, , ,i

i
e i

i

� �� 0 1 2 , ..., (38)

ãäå � 	 �� p / 1 .

Âåðîÿòíîñòè óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ èåðàðõèè âû-

÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�

 


2 ( )
!

� � � �i
i

e
i

, i � 0 1 2, , , ... , (39)

ãäå 

�

�

�

�
� �p

r

2

1

;

�
� �

1 ( )
!

� � � �i
i

e
i

, i � 0 1 2, , , ... , (40)

ãäå �
�

�

�

�
� �p

r

3

1

.

Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîé ìîäåëè âåðîÿòíîñòè ïîòåðü ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ è ïîâ-

òîðíûõ âûçîâîâ èç îðáèòà ñîâïàäàþò è ðàâíû íóëþ. Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (38)–(40) ïî-

ñëå îïðåäåëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, ÷òî äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè äàííîé ìî-
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äåëè îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

L L Lp r o� � �� 
 �; ; . (41)

Èç ôîðìóëû (41) âèäíî, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ Lp â êàíàëàõ

çàâèñèò ëèøü îò íàãðóçî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ýòîãî òðàôèêà è îò âåðîÿòíîñòè óõîäà

ýòèõ âûçîâîâ èç ñèñòåìû ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îáñëóæèâàíèÿ è íå çàâèñèò îò íàãðó-

çî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ïîâòîðíûõ âûçîâîâ. Ýòîãî ñëåäîâàëî îæèäàòü, òàê êàê ñèñòå-

ìà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êàíàëîâ, è ñîãëàñíî ïðèíÿòîìó ðàíåå àñèìïòîòè÷åñ-

êîìó óñëîâèþ èìååì � � �p p r�� max ,{ }. Àíàëîãè÷íî èíòåðïðåòèðóþòñÿ

îñòàëüíûå ôîðìóëû èç (41).

×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû (òî÷íûé è ïðèáëèæåííûé) ïîçâîëÿþò èçó÷èòü õàðàêòåðèñ-

òèêè ÑÌÎ ñ ìãíîâåííîé è îòñðî÷åííîé îáðàòíûìè ñâÿçÿìè îòíîñèòåëüíî èçìåíå-

íèÿ åå ñòðóêòóðíûõ (÷èñëî êàíàëîâ è ðàçìåð îðáèòà) è íàãðóçî÷íûõ ïàðàìåòðîâ

(èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ è îáñëóæèâàíèÿ ïåðâè÷íûõ è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ),

à òàêæå ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå âûçîâîâ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïåð-

âè÷íîãî îáñëóæèâàíèÿ, ò.å. âåðîÿòíîñòåé � i k( ), i �1 2 3, , . Ïðè ýòîì, êàê îïèñàíî

ðàíåå, òî÷íûé àíàëèç âîçìîæåí ëèøü äëÿ ìîäåëåé óìåðåííîé ðàçìåðíîñòè.

Ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ èìåëî äâå öåëè: âî-ïåðâûõ, èçó÷èòü ïîâåäåíèå

õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî åå ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ, è âî-âòîðûõ,

óñòàíîâèòü òî÷íîñòü ðàçðàáîòàííûõ ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë, à òàêæå ñðàâíèòü

âðåìåííûå ïîêàçàòåëè âûïîëíåíèÿ òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ.

Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäåëè ÑÌÎ

ñ êîíå÷íûìè ñòðóêòóðíûìè ïàðàìåòðàìè, ïðè ýòîì èçó÷àþòñÿ çàâèñèìîñòè õà-

ðàêòåðèñòèê ñèñòåìû îò ÷èñëà êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷å-

íèÿõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ãèïîòåòè÷åñêîé ìîäåëè ïîêàçà-

íû íà ðèñ. 4–7 (äëÿ óäîáñòâà ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

íà îñè îðäèíàò èñïîëüçóåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ øêàëà), ãäå ïðèâåäåíû ãðàôèêè

èññëåäóåìûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé íàãðóçî÷íûõ ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè: � p � 4, � p � 0 5. , � r � 2, �r � 0 2. . Äëÿ ïðîñòîòû â íèõ ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî âåðîÿòíîñòè � i k i( ), , ,�1 2 3, ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè, èíûìè

ñëîâàìè, ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî �1 0 4( ) .k � , � �2 3 0 3( ) ( ) .k k� � , äëÿ ëþáîãî

k R� � �0 1 1, , , è � �1 2 0 5( ) ( ) .R R� � .

Óâåëè÷åíèå ÷èñëà êàíàëîâ ïðèâîäèò ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó óìåíüøåíèþ âåðîÿò-
íîñòè ïîòåðè ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ Pp ; âìåñòå ñ òåì âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ïîâòîðíûõ
âûçîâîâ Pr ðàñòåò ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà êàíàëîâ N , è ïî äîñòèæåíèè îïðåäå-
ëåííîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû òàêæå ñèñòåìàòè-
÷åñêè óìåíüøàåòñÿ (ñì. ðèñ. 4). Ýòîò ôåíîìåí îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì ýôôåêòà îáðàò-
íîé ñâÿçè ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà êàíàëîâ. Ñ ðîñòîì ÷èñëà êàíàëîâ âëèÿíèå ýô-
ôåêòà îáðàòíîé ñâÿçè ïî÷òè ïîëíîñòüþ èñ÷åçàåò è óæå ïðè î÷åíü áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ N çíà÷åíèå ôóíêöèè Pr àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê çíà÷åíèÿì
ôóíêöèè Pp , ïðè ýòîì âñåãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå P Pr p� .

Îòìåòèì, ÷òî óâåëè÷åíèå îáúåìà îðáèòà äëÿ ïîâòîðíûõ âûçîâîâ ïðèâîäèò
ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé ôóíêöèé Pp è Pr . Èíûìè ñëîâàìè, çíà÷åíèÿ óêàçàí-
íûõ ôóíêöèé ïðè R � 3 îêàçûâàþòñÿ áîëüøèìè, ÷åì èõ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà-
÷åíèÿ ïðè R �10 (ñì. ðèñ. 4). Åñëè ýòî ñâîéñòâî äëÿ ôóíêöèè Pr èìååò âïîëíå
ëîãè÷åñêîå îáúÿñíåíèå, òî äëÿ ôóíêöèè Pp îíî íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ íå-
ëîãè÷íûì, òàê êàê óâåëè÷åíèå îáúåìà îðáèòà äîëæíî ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ
èíòåíñèâíîñòè ïîâòîðíûõ âûçîâîâ, è ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷èòñÿ âåðîÿòíîñòü
ïîòåðè ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ. Ýòîò ôàêò îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ âûáðàííûõ
èñõîäíûõ äàííûõ ãèïîòåòè÷åñêîé ìîäåëè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà êàíà-
ëîâ N ñðåäíåå ÷èñëî ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â îðáèòå Lo ïðè R � 3 îêàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâåííî áîëüøèì, ÷åì ïðè R �10 .
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Çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî ÷èñëà ïåðâè÷íûõ Lp è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â êàíàëàõ Lr ,

à òàêæå ñðåäíåãî ÷èñëà ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â îðáèòå Lo îò ÷èñëà êàíàëîâ N ñèñ-

òåìû ïîêàçàíû íà ðèñ. 5. Èç íåãî âèäíî, ÷òî äëÿ âûáðàííûõ èñõîäíûõ äàííûõ

ôóíêöèè Lp è Lo ñèñòåìàòè÷åñêè ðàñòóò, â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèÿ Lr íåâîçðàñòà-

þùàÿ; ïðè ýòîì ÷èñëî ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â êàíàëàõ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî

ìåíüøèì, ÷åì ÷èñëî ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ â êàíàëàõ.

Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ îò èõ ÷èñëà ïîêàçàíà íà

ðèñ. 6. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ôóíêöèÿ Cu óáûâàþùàÿ, è ïðè ýòîì äàæå áîëåå

÷åì òðåõêðàòíîå óâåëè÷åíèå îáúåìà îðáèòà ïî÷òè íå âëèÿåò íà åå çíà÷åíèÿ.

Îòíîñèòåëüíî òî÷íîñòè ðàçðàáîòàííûõ ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë îòìåòèì, ÷òî

îíè ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ðàçìåðíîñòè ìîäåëè, îò àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé åå íà-

ãðóçî÷íûõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå îò èõ ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ ïðèâåäåííûõ ðàíåå èñõîä-

íûõ äàííûõ èçó÷àåìîé ìîäåëè çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé

ïðè òî÷íîì è ïðèáëèæåííîì ïîäõîäàõ î÷åíü áëèçêè. Ïîñêîëüêó èñêîìûå õàðàêòå-

ðèñòèêè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíîé ìîäåëè, ñëåäó-

åò îæèäàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äîñòàòàòî÷íî

ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ. Îäíàêî ïîâåäåíèå ýòèõ õàðàêòåðèñòèê îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóð-

íûõ ïàðàìåòðîâ ïðè òî÷íîì è ïðèáëèæåííîì ïîäõîäàõ èäåíòè÷íî. Áîëåå òîãî,

÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ìîäåëè àáñîëþòíàÿ
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïîòåðè ïåðâè÷íûõ è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ îò ÷èñëà êàíàëîâ ïðè
R � 3 (à) è R � 10 (á)

Px

Pp

Pr

N

N

lgPx

Pp

Pr

à á

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî ÷èñëà ïåðâè÷-
íûõ è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â êàíàëàõ, à òàêæå
÷èñëà ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â îðáèòå îò ÷èñëà
êàíàëîâ ñèñòåìû ïðè R � 10

lgLx

Lp

Lr

Lo

N

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà èñïîëüçî-
âàíèÿ êàíàëîâ îò ÷èñëà êàíàëîâ ñèñòåìû

N

Cu

R � 10

R � 3



ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ èñêîìûõ õà-

ðàêòåðèñòèê àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëè-

æàåòñÿ ê íóëþ, ÷òî ñóùåñòâåííî, òàê

êàê ïðèáëèæåííûé ïîäõîä ïðåäíàçíà-

÷åí èìåííî äëÿ èçó÷åíèÿ ìîäåëåé

î÷åíü áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü

ïîâåäåíèÿ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè

âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîòåðè ïåð-

âè÷íûõ �Pp è ïîâòîðíûõ �Pr âûçîâîâ

îò ÷èñëà êàíàëîâ ñèñòåìû.

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, òî÷íûé

ïîäõîä ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ìîäåëè

ñ óìåðåííûìè ðàçìåðíîñòÿìè èõ ïðî-

ñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Ïî äàííûì, ïðè-

âåäåííûì â òàáë. 1, ìîæíî ñäåëàòü

ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âðåìåíè âû-

ïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ òî÷íîãî è ïðè-

áëèæåííîãî ïîäõîäîâ, èç êîòîðîãî

ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòìû ïðèáëèæåííî-

ãî ïîäõîäà âûïîëíÿþòñÿ ãîðàçäî áûñ-

òðåå, à àëãîðèòìû òî÷íîãî ïîäõîäà

ñòàíîâÿòñÿ íåïðèãîäíûìè äëÿ R �10

óæå ïðè N � 38 .

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëñÿ êîìïüþòåð

ñî ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

� memory command in MatLab;

� maximum possible array: 562 MB

(5.890e + 008 bytes, limited by conti-

guous virtual address space available);

� memory available for all arrays: 2163 MB (2.268e+009 bytes, limited by virtual

address space available);

� memory used by MATLAB: 1743 MB (1.828e + 009 bytes);

� physical memory (RAM): 8092 MB (8.485e + 009 bytes).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå èçó÷åíà ìíîãîêàíàëüíàÿ ÑÌÎ ñ ìãíîâåííîé è îòñðî÷åííîé îáðàòíûìè

ñâÿçÿìè. Â íåé îäíà ÷àñòü âûçîâîâ ìîæåò òðåáîâàòü ïîâòîðíîãî îáñëóæèâàíèÿ

ìãíîâåííî ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïåðâè÷íîãî îáñëóæèâàíèÿ, à äðóãàÿ — ëèáî âîçâðà-

ùàòüñÿ ÷åðåç ñëó÷àéíîå âðåìÿ èç îðáèòà, ëèáî îêîí÷àòåëüíî ïîêèäàòü ñèñòåìó.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùàÿ ìîäåëü, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìåíà îá-

ñëóæèâàíèÿ ïåðâè÷íûõ è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ îòëè÷àþòñÿ. Âåðîÿòíîñòè óõîäà âû-

çîâîâ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïåðâè÷íîãî îáñëóæèâàíèÿ, èõ ìãíîâåííîãî âîçâðàùåíèÿ â

êàíàëû èëè ïîñòóïëåíèÿ â îðáèò çàâèñÿò îò ÷èñëà ïîâòîðíûõ âûçîâîâ â îðáèòå.

Èçó÷åíû ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì ðàçìåðîì îðáèòà. Ïîêàçàíî, ÷òî

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ èññëåäóåìîé ÑÌÎ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ òðåõìåðíàÿ öåïü

Ìàðêîâà. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû òî÷íîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçîâ õàðàêòåðèñ-

òèê óêàçàííîé ñèñòåìû. Òî÷íûé àíàëèç îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé, à àñèìïòîòè÷åñêèé — èñïîëüçóåò

ïðèíöèïû ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ ñîñòîÿíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðàçðàáîòàí èå-

76 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 1

Ò à á ë è ö à 1 . Ïîêàçàòåëè âðåìåíè âû-

ïîëíåíèÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ïðè

R � 3

N

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ, ìèí

Ïðèáëèæåííûé

ïîäõîä
Òî÷íûé ïîäõîä

3 0.12 0.14

5 0.34 0.36

10 3.11 4.23

20 5.01 6.35

30 6.32 9.12

40 8.23 13.10

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè

âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîòåðè ïåðâè÷íûõ

è ïîâòîðíûõ âûçîâîâ îò ÷èñëà êàíàëîâ ñèñòåìû

ïðè R � 3

N

�( )Px

�( )Pr

�( )Pp



ðàðõè÷åñêèé àëãîðèòì ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ èçó÷àåìîé òðåõìåðíîé öåïè Ìàðêîâà.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ àíàëîãè÷íûõ

ìîäåëåé, ãäå ïðèìåíÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûå ñõåìû äîñòóïà ñ ïðèîðèòåòàìè äëÿ

ðàçíîòèïíûõ âûçîâîâ, à òàêæå ìîäåëåé, â êîòîðûõ âåðîÿòíîñòè óõîäà èç ñèñòå-

ìû, âîçâðàùåíèÿ â êàíàëû èëè ïîñòóïëåíèÿ â îðáèò çàâèñÿò îò ÷èñëà ðàçíîòèï-

íûõ âûçîâîâ â êàíàëàõ èëè èõ ñóììû. Íå ìåíåå àêòóàëüíû çàäà÷è îïòèìèçàöèè

èçó÷àåìîé ìîäåëè ÑÌÎ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ýòè ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè

äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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