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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ìàðêîâñêèìè ïðîöåññàìè ñ äèñêðåòíûì âðå-
ìåíåì. Èññëåäóåòñÿ ìíîãîíîìåíêëàòóðíàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ïðè óáûâàþùèõ
ôóíêöèÿõ îáùèõ èçäåðæåê, äëÿ êîòîðîé íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé (s, S)-ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàðêîâñêèå ïðîöåññû, óïðàâëåíèå çàïàñàìè, (s, S)-ñòðàòåãèÿ, êðèòåðèé
îïòèìàëüíîñòè, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ìíîãîíîìåíêëàòóðíàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ çàïà-

ñàìè ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñòðóêòóðå èçäåðæåê. Ýòà ñèñòåìà îïè-

ñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (óïðàâëÿåìûõ) ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíûì âðåìå-

íåì. Óðîâåíü çàïàñà êàæäîãî ïðîäóêòà, à òàêæå âåëè÷èíà äîçàêàçîâ ïðèíèìàþò

çíà÷åíèÿ â R� , ïðè÷åì óðîâåíü çàïàñîâ êàæäîãî ïðîäóêòà ñèñòåìû îãðàíè÷åí

ñâåðõó. Â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè íàáëþäàåòñÿ óðîâåíü çàïàñîâ è ïðèíè-

ìàåòñÿ ðåøåíèå î åãî ïîïîëíåíèè èëè íåïîïîëíåíèè. Öåëü ñòàòüè — íàõîæäå-

íèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïðè óáûâàþùèõ ôóíêöèÿõ îáùèõ èçäåðæåê.

Â ðàáîòå [1] íàéäåíû óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (s, S)-ñòðàòåãèè äëÿ ìíîãîíî-

ìåíêëàòóðíîé ìîäåëè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ñ ôóíêöèåé ñòîèìîñòè, îïðåäåëÿå-

ìîé èçäåðæêàìè õðàíåíèÿ çàïàñîâ, ñòîèìîñòüþ çàêàçà ïðîäóêöèè, à òàêæå ñ èç-

äåðæêàìè, âûçâàííûìè èõ äåôèöèòîì.

Òåîðèÿ óïðàâëÿåìûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ïîëó÷è-

ëà íà÷àëî ñâîåãî ðàçâèòèÿ â ðàáîòàõ À. Âàëüäà [2, 3], Ð. Áåëëìàíà [4] è Â.Ñ. Ìè-

õàëåâè÷à [5]. Â ðàáîòàõ Â. Ôëåìèíãà [6], Ð.À. Õîâàðäà [7], À.Í. Øèðÿåâà

è Î.Â. Âèñêîâà [8], Ä. Áëåêóýëëà [9] è äðóãèõ ïóáëèêàöèÿõ ôàêòè÷åñêè áûëè çà-

ëîæåíû îñíîâû òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ äëÿ êîíå÷íîãî ìíî-

æåñòâà ñîñòîÿíèé óïðàâëåíèé. Â äàëüíåéøåì â ðàáîòàõ Ë.Ã. Ãóáåíêî

è Ý.Ñ. Øòàòëàíäà [10], À.À. Þøêåâè÷à è Å.Á. Äûíêèíà [11], Ã. Õþáíåðà [12]

è ìíîãèõ äðóãèõ èçó÷àëàñü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ êîìïàêò-

íîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé. Â óñëîâèÿõ

ñîâðåìåííîñòè ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îñîáûé èíòåðåñ ïðåä-

ñòàâëÿåò ïðèìåíåíèå äîñòàòî÷íî ðàçâèòîé òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ñëó÷àéíûõ ïðî-

öåññîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîé èç íèõ. Äëÿ îäíîíîìåíêëàòóðíûõ çàäà÷ òåîðèè çàïàñîâ ïðîáëåìà

íàõîæäåíèÿ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè, øèðîêî èçâåñòíàÿ â òåîðèè çàïàñîâ,

(s,S)-ñòðàòåãèÿ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [13–15] è äðóãèõ.

1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß ÈÇ ÒÅÎÐÈÈ ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ
ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè,

èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå.

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñî ñëó÷àéíûìè âîçäåéñòâèÿìè ñ äèñ-

êðåòíûì âðåìåíåì. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé) ñòîõàñòè-

÷åñêîãî ïðîöåññà X X nn� �( : ),N êîòîðîå îïèñûâàåò ðàçâèòèå ñèñòåìû âî âðå-

ìåíè, îáîçíà÷èì X , à ïðîñòðàíñòâî ïðèíèìàåìûõ ðåøåíèé îáîçíà÷èì A. Ïðîñ-
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òðàíñòâà X è A ÿâëÿþòñÿ ñåïàðàáåëüíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè

ñ áîðåëåâñêèìè �-àëãåáðàìè � è � ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè n� N

ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè x � X , òî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå D an � , a Ax� ��,

ãäå Ax — íàáîð äîïóñòèìûõ äåéñòâèé â ñîñòîÿíèè x. Îáîçíà÷èì A : ,X ��
x Ax� îòîáðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå äîïóñòèìûé íàáîð äåéñòâèé ñ äàííûì ñîñòîÿ-

íèåì ñèñòåìû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � � � � � �	�{ } ( )( , ), ,x a x a AxX — áîðåëåâ-

ñêèå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X A
 .

Ñëó÷àéíàÿ ýâîëþöèÿ ñèñòåìû óïðàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

P B x a P X B X x D a X x D an n n n n n n{ | , } { | , , ..., ,� � � � � ��1 0 0 0 0 },

ãäå B x ak k�� �, ( , ) � è xk – ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè k, ak —

âûáðàííîå óïðàâëåíèå â ìîìåíò âðåìåíè k, k n� .

Îáîçíà÷èì r x a( , ) îæèäàåìûå èçäåðæêè (çàòðàòû) çà îäèí ïåðèîä, åñëè ñèñòåìà

íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè x â íà÷àëå ïåðèîäà è ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå a Ax� . Áóäåì ïîëà-

ãàòü, ÷òî r x a( , ) — îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà �, | ( , )| ,r x a C� � 
 ( , )x a ��,

äëÿ íåêîòîðîãî 0� 
C < . Îáùåé äîïóñòèìîé ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ÿâëÿ-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � � � �� { }0 1, , ..., , ...n ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé òàêàÿ, ÷òî

âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà �n nx a x( | , , ..., )� 0 0 â ( , )A � ñîñðåäîòî÷åíà íà Axn
.

Ñòðàòåãèÿ � íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ìàðêîâñêîé, åñëè � �n n nx a x x( | , ,..., ) ( | )� � �0 0 ,

n � 0 1, ,... Ñòàöèîíàðíàÿ ìàðêîâñêàÿ ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàíîé, åñëè ìåðà

�( | )� x ñîñðåäîòî÷åíà â òî÷êå äëÿ ëþáîãî x � X . Îáîçíà÷èì �( )x òî÷êó êîíöåíòðàöèè

ìàññû �( | ).� x

Ïóñòü � — êëàññ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé è �1 — êëàññ ñòàöèîíàðíûõ ìàð-

êîâñêèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñòðàòåãèé. Äëÿ îöåíèâàíèÿ âûáðàííîé ñòðàòåãèè

çàïèøåì êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè êàê ñðåäíèå îæèäàåìûå èçäåðæêè ñòðàòåãèè �

� � �( , ) lim sup ( )x
n

E r X D
n

x k k

k

n

�
��
 �

�
1

1 0

.

Ñòðàòåãèÿ �* îïòèìàëüíà (�-îïòèìàëüíà [10]) îòíîñèòåëüíî ýòîãî êðèòåðèÿ, åñëè

� � � �
�

( , ) inf ( , )*x x�
��

.

Îáîçíà÷èì �( )X áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ïî Áîðå-

ëþ ôóíêöèé íà X ñ íîðìîé | | | | sup | ( )|u u x
x X

�
�

. Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [10].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèé A êîìïàêòíî è îòîáðàæåíèå

A X x Ax: ,�� � ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò ìåðà � íà

( , )X � , �( )X � 0, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P B x B x a B{ | } ( ), ( , ) ,� � ��� � .

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî íà ìíîæåñòâå � âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè r x a( , ) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â ( , );x a

2) âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà P x a( | , )� ñëàáî íåïðåðûâíà â ( , ).x a

Òîãäà â êëàññå �1 ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �-îïòèìàëüíàÿ

ñòðàòåãèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ W V x dx� � ( ) ( )� , ãäå V x( ) — åäèíñòâåí-

íàÿ ôóíêöèÿ â �( )X è îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ îïòèìàëüíîñòè:
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V x r x a V x P dy x a x
a Ax

( ) inf ( , ) ( ) ( | , ) ,� � �
�

�
�

��

�

�
�

��
�

�
� X ,

ãäå � � �P B x a P B x a B( | , ) ( | , ) ( )� , B �� .

Çàìå÷àíèå 1. Äàííàÿ òåîðåìà èìååò ìåñòî äëÿ ôóíêöèé èçäåðæåê ñî çíà÷åíè-

ÿìè â [ , )0 
 , êîòîðûå íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü. Â [10] ïðèâåäåíû óñëîâèÿ ìàê-

ñèìèçàöèè âîçíàãðàæäåíèÿ (äîõîäà) r x a( , ) çà îäèí ïåðèîä, åñëè ñèñòåìà íàõîäèò-

ñÿ â ñîñòîÿíèè x è ïðèíÿòî ðåøåíèå a Ax� . Â íàñòîÿùåé ñòàòüå òåîðåìà 1 ïåðå-

ôîðìóëèðîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì îòðèöàòåëüíîé ôóíöêöèè r x a r x a1 ( , ) ( , )� � .

Ðàññìîòðèì ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ñ ìíîãîìåðíûìè ôàçîâûì ïðî-

ñòðàíñòâîì è ïðîñòðàíñòâîì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé

ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì m ìíîæåñòâ, ò.å. X � 
 
 
X X X m1 2 � .

Ïðîñòðàíñòâî ïðèíèìàåìûõ ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê A � 
 
 
A A Am1 2 � .

Äëÿ êàæäîé ïàðû x Xi i� , a Ai i� îáîçíà÷èì r x ai i i( , ) îæèäàåìûå èçäåðæêè

(çàòðàòû) çà îäèí ïåðèîä, åñëè i-ÿ ïîäñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè xi â íà÷àëå

ïåðèîäà è ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå ai .

Îæèäàåìûå èçäåðæêè âñåé ñèñòåìû çà îäèí ïåðèîä îáîçíà÷èì r x a( , ), ãäå

x x x xm� ( , , ..., )1 2 , a a a am� ( , , ..., )1 2 . Ôóíêöèÿ r x a( , ) ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé,

ò.å. èìååò âèä r x a r x ai i i
i

m

( , ) ( , )�
�
�

1

.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà X i , Ai , i m�1, ..., , è ôóíêöèè r x ai i i( , )

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì, ïðèâåäåííûõ âûøå äëÿ r x a( , ) îáùåãî âèäà.

Òîãäà êðèòåðèé �-îïòèìàëüíîñòè äàííîé ñòðàòåãèè çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� � �( , ) lim sup ( , ) lim supx
n

E r X D
nn

x k k

k

n

n
�

�
�

��
 � �

�

1

1

1

10

E r x dx i i
k

i
k

i

m

k

n
� ( , )

��
��

10

,

ãäå X x x xk
k k

m
k� ( , , ..., )

1 2
— ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè k, D dk

k� ( ,
1

d dk
m
k

2
, ..., ) — âûáðàííîå óïðàâëåíèå â ìîìåíò âðåìåíè k.

Îáîçíà÷èì �1 ( )X áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ïî Áî-

ðåëþ ôóíêöèé íà X ñ íîðìîé v x v x
x Xi

m

i i
i i

( ) sup | ( )|�
��

�
1

.

Â [1] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ áóäåì èñïîëüçîâàòü â íà-
ñòîÿùåé ñòàòüå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A — êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, îòîáðàæåíèå A A: X � 2

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è ñóùåñòâóåò � i iX( ) � 0 íà ( , ),X � i m�1, :

� i i i i i i iX Q B x a B i m( ) ( / , ), , ,� �� �1 .

Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèè r x ai i i( , ) ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó â ( , );x ai i
2) ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè Q B x ai i i i( / , ) ñëàáî íåïðåðûâíû â ( , ).x ai i

Òîãäà â êëàññå ñòàöèîíàðíûõ ìàðêîâñêèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñòðàòåãèé ñó-

ùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ

W V x dx� � ( ) ( )� ,

ãäå

V r x a V y Q dy x a
a A

X

� � �
�
�
�

��

�
�
�

��
�

� �inf ( , ) ( ) ( / , )

� � �
��

� �inf ( , ) ( ) ( / , ) (
a Ai

m

i i i i i

X

i i i i i
i i

i

r x a V y Q dy x a

1

� dy xi j j

j j i

m

) ( )

,

�
� �
�

 

!
"
"

#

$
%
%

�

�
�

��

�

�
�

��1

.
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2. ÌÍÎÃÎÍÎÌÅÍÊËÀÒÓÐÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÇÀÏÀÑÀÌÈ
ÏÐÈ ÓÁÛÂÀÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈßÕ ÎÁÙÈÕ ÈÇÄÅÐÆÅÊ

Ïðåäñòàâèì ìîäåëü óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ çà-

ïàñàìè m ïðîäóêòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò íåïðåðûâíî ïîïîëíÿòüñÿ.

Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü çàïàñà i-ãî ïðîäóêòà ðàâåí Qi , ïîýòîìó çàïàñ i-ãî ïðî-

äóêòà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íà èíòåðâàëå [ , ]0 Qi .

Ñîñòîÿíèå çàïàñîâ êàæäîãî ïðîäóêòà ïðîâåðÿåòñÿ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû

âðåìåíè N , çàòåì ïðèíèìàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ î ïîïîëíåíèè

ïðîäîâîëüñòâåííûõ ñêëàäîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè óðîâåíü çàïàñîâ i-ãî ïðîäóêòà â ìîìåíò âðåìåíè n� N ñîñòàâëÿåò

X x Qi
n

i i� �[ , ]0 , òî ïðîèçâîäèòñÿ çàêàç ýòîãî ïðîäóêòà D Ai
n

i
x� , A Q xi

x
i i: [ , ]� �0 .

Îáîçíà÷èì X � 
 
 
X X X m1 2 � , X Qi i� [ , ]0 , X X nn� �( : )N — ïðîñòðà-

íñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, êîòîðîå îïèñûâàåò ðàçâèòèå ñèñòåìû âî âðåìåíè,

A � 
 
 
A A Ax x
m
x

1 2
� — ïðîñòðàíñòâî ïðèíèìàåìûõ ðåøåíèé.

Â ìîìåíò âðåìåíè ( )n� ïî êàæäîìó i-ìó ïðîäóêòó ïîñòóïàåò ñëó÷àéíîå òðå-

áîâàíèå � i
n ; � �i i

n n� �( : ),N i m�1, , — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíà-

êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ G xi ( ),

x � 0, i m�1, .

Îáîçíà÷èì � � � �� ( , , ..., )1 2 m , áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � � � �n
n n

m
n� ( , , ..., ),

1 2
n� N ,

íå çàâèñÿò îò èñòîðèè ñèñòåìû äî ìîìåíòà âðåìåíè n âêëþ÷èòåëüíî è ÷òî G xi ( )� 1,

G x G Q G Qm m( ) ( ) ( )� 
 
1 1 � , Q Q Qm� ( , ..., )1 , à òàêæå Gi ( )� íåïðåðûâíû.

Òðåáîâàíèå ïî i-ìó òîâàðó, êîòîðîå ïîñòóïèëî â ìîìåíò âðåìåíè ( ),n� óäîâ-

ëåòâîðÿåòñÿ (åñëè ýòî âîçìîæíî), èñõîäÿ èç çàïàñà ýòîãî ïðîäóêòà X Di
n

i
n� , êî-

òîðûé èìååòñÿ â íàëè÷èè â êîíöå èíòåðâàëà âðåìåíè [ , )n n�1 . Ñèñòåìà òàêîâà,

÷òî äåôèöèò èëè ÷àñòè÷íûé äåôèöèò êàêîãî-ëèáî èç m ïðîäóêòîâ ïðèâîäèò ê

ïîòåðè, à íå îòêëàäûâàíèþ òðåáîâàíèÿ.

Ýâîëþöèþ ïðîöåññà çàïàñà ñèñòåìû îïèñûâàåò óðàâíåíèå

X X D nn n n n�
�� � � �1 ( ) ,� N ,

ãäå ( ) ( , )a a� � max 0 — ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü a � �R , èëè ïî êàæäîìó i-ìó ïðî-

äóêòó ( , )i m�1

X X D n i mi
n

i
n

i
n

i
n�

�� � � � �1 1( ) , , ,� N .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòîèìîñòü çàêàçà (êîòîðàÿ ìîæåò âêëþ÷àòü èçäåðæêè

ïðîèçâîäñòâà) ñîñòîèò èç ôèêñèðîâàííîé ñòîèìîñòè è ëèíåéíîé ôóíêöèè. Òàê, çà-

êàç xi � 0 òîâàðîâ ïðèâîäèò ê îæèäàåìûì èçäåðæêàì çàêàçà C x A c xi i i i i
2 ( ) ,� � �

Ai � 0, ci � 0.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáùèå èçäåðæêè õðàíåíèÿ è äåôèöèòà çà ïåðèîä âðå-

ìåíè f xi i( ) çàâèñÿò îò óðîâíÿ çàïàñîâ xi � 0, ãäå f i ( )� ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó.

Äëÿ ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè x â íà÷àëå ïåðèîäà, ïðè ïðèíÿòèè
ðåøåíèÿ a � A îæèäàåìûå èçäåðæêè çà îäèí ïåðèîä ñîñòàâëÿþò

r x a r x ai i i

i

m

( , ) ( , )�
�
�

1

, ãäå r x ai i i( , ) — îæèäàåìûå èçäåðæêè ïî i-ìó ïðîäóêòó çà

îäèí ïåðèîä âðåìåíè, åñëè ñîñòîÿíèå äàííîãî ïðîäóêòà ðàâíî xi , è â íà÷àëå ïå-

ðèîäà ïðèíÿòî ðåøåíèå d
ai :

r x d f x i mi i i i( , ) ( ), ,0 1� � ,
è äëÿ ai � 0

r x d f x a C a i mi i
a

i i i i i
i( , ) ( ) ( ), ,� � � �2 1 .
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Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà íà X i äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà [ , ]0 Qi

çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P y y x d G x a y G x a yi i i
a

i i i i i i i i
i([ , ] / , ) ( ) ( )1 2 1 2� � � � � � ,

a Q x y y x ai i i i i i i� � � � � �[ , ],0 0 1 2 ,

P x d G x a x Qi
a

i i i i i
i({ }/ , ) ( ), [ , ]0 1 0� � � � � .

Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì P B x d a( / , ) �

�
�
� P B x di i

a

i

m
i( / , )

1

, ãäå Bi — áîðåëåâñêèå ïîäìíîæåñòâà [ , ].0 Qi

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

äëÿ äàííîé ìîäåëè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìàðêîâñêîé ìîäåëè óïðàâëåíèÿ â êëàññå �1

ñóùåñòâóåò �-îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ W V x dx� � ( ) ( )� .

Çäåñü � � �( ) ( )... ( ),� � � �1 m � i ( )� — ìåðà, ñêîíöåíòðèðîâàííàÿ â òî÷êå 0

ñ âåñîì G G xi � �1 ( ), i m�1, , G G Gm� 1... , à V x( ) — ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óðàâíåíèþ îïòèìàëüíîñòè:

V x LV x f x f x a C a
a Ai

m

i i i i i i i( ) ( ) min ( ) ( ) ( )� �
�
�
�

� � � �
��

�
1

2

�
 

!
" �

#

$
� �

� �

V y P dy x a dy xi i

X

i i i i i j j

j j i

m

i

( ) ( / , ) ( ) ( )

,

� �
1

%
�
�
�

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 2 î ñóùåñòâîâà-

íèè �-îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó äåòåðìèíèðîâàííûõ

(ìàðêîâñêèõ) ñòðàòåãèé, äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èçäåð-

æåê W V x dx� � ( ) ( )� .

1. Ïóñòü A Q Qm: [ , ] [ , ]0 01 
 
 ��� — îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñâÿçûâàåò ñ êàæ-

äûì ñîñòîÿíèåì x íàáîð äîïóñòèìûõ ðåøåíèé A *�� . Òîãäà A — ïîëóíåïðå-

ðûâíà ñâåðõó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x Q Qn
m� � 
 
X [ , ] [ , ]0 01 � ,

a a a A Q x Q xn n
m
n x n

m m
nn

� � � � 
 
 �( , ..., ) [ , ] [ , ]
1 1 1

0 0� ,

lim ( , ..., ), lim ( , ..., )
x

n
m

a

n
mx x x x a a a a

�
 �

� � � �1 1 ,

òî â ïðåäåëå èìååì ( , ..., ) ( , ..., ) ( , ..., )0 0 1 1 1� � � �a a Q x Q xm m m , ò.å. a A x� .

Ïîýòîìó A — ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó.

2. Ôóíêöèè r x ai i i( , ), i m�1, , ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó, ÷òî ñëåäóåò èç èõ

îïðåäåëåíèÿ.

3. Ñëàáàÿ íåïðåðûâíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà P B x ai i i i( / , ), i m�1, , ñëå-

äóåò èç èõ îïðåäåëåíèÿ.

4. Îãðàíè÷åííîñòü r x ai i i( , ), i m�1, , ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè fi , Ci
2 , i m�1, .

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîé ìàðêîâñêîé ìîäåëè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ñèñòåì óïðàâëå-
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íèÿ çàïàñàìè îïòèìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêîé

îñíîâíîé óðîâåíü çàïàñîâ S , êîòîðûé ïðèáëèæàåòñÿ ê îïòèìàëüíîìó óðîâíþ çà-

ïàñà ïîñëå çàêàçà. Ïîñêîëüêó èìååòñÿ âîçìîæíîñòü çàêàçàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî

ïðîäóêòà, òî óðîâåíü S â òî÷íîñòè äîñòèãàåòñÿ. Äàëåå îáû÷íî äîêàçûâàåòñÿ

îïòèìàëüíîñòü ( , )s S -ñòðàòåãèè: çàêàç íà ïîïîëíåíèå ïðîäóêòà ïðîèçâîäèòñÿ

òîëüêî òîãäà, êîãäà óðîâåíü çàïàñà ìåíüøå s.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, ïîëó÷åííóþ â [14] äëÿ îäíîíî-

ìåíêëàòóðíîé çàäà÷è òåîðèè çàïàñîâ. Ïðèâåäåì åå ôîðìóëèðîâêó â îáîçíà÷åíè-

ÿõ íàñòîÿùåé ñòàòüè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â äàííîé ìîäåëè âåðîÿòíîñòü âûïîëíå-

íèÿ çàêàçà äëÿ êàæäîãî ïðîäóêòà ðàâíà åäèíèöå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü c x f xi i i i� � ( ), x Qi i�[ , ]0 , i m�1, , ìîíîòîííî óáûâàåò.

Òîãäà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ �i i
* ��1 (�i

1 — êëàññ ñòàöèîíàðíûõ ìàðêîâñêèõ

äåòåðìèíèðîâàííûõ ñòðàòåãèé äëÿ i-ãî ïðîäóêòà) äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ çàïàñîâ

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå. Ñóùåñòâóåò ïîðîã x Qi i
* [ , ]� 0 òàêîé, ÷òî

��
i

Q x i i

i i

d x x

d x x

i i�
�

�

�
�
�

��

� ,
*

*

;

, .0

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîé ñòðàòå-

ãèè äëÿ ìíîãîíîìåíêëàòóðíîé ñèñòåìû çàïàñîâ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ c x f xi i i i� � ( ), x Qi i�[ , ]0 , i m�1, , ìîíîòîííî

óáûâàåò. Òîãäà �-îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ �*��1 äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ çàïàñîâ

èìååò ñëåäóþùèé âèä: ñóùåñòâóåò ïîðîã x x x Q Qm m
* * *( , ..., ) [ , ] [ , ]� � 
 
1 10 0�

òàêîé, ÷òî � � �* * *( , ..., )� 1 m è äëÿ i m�1,

�i
Q x i i

i i

d x x

d x x

i i
* ,

*

*

;

, .
�

�

�

�
�
�

��

�

0

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ äàííîé òåîðåìû îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñëîâèé òå-

îðåìû 4, êîòîðàÿ çàäàåò ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè �i
* , i m�1, , ïî êàæäîìó i-ìó

òîâàðó, ò.å. � � � �
��

i i i i i ix x
i

( , ) inf ( , )* �
��

, � � �
i i i

n
x i

k
i

k

n

x
n

E r x d( , ) lim sup ( , )�
��
 �

�
1

1
0

, ãäå

� i – ñðåäíÿÿ îæèäàåìàÿ ñòîèìîñòü ñòðàòåãèè � i , �i — êëàññ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé

äëÿ i-ãî òîâàðà, i m�1, .

Ïîñêîëüêó

� � �( , ) lim sup ( , )x
n

E r X D
n

x k k

k

n

�
�

�
�
 �

�
1

1 0

�
�

�
�
 �� �

��lim sup ( , ) ( , )
n

x i i
k

i
k

i

m

k

n

i i i

in
E r x d x

1

1 10

� � �
1

m

� ,

ò.å.

� � � � � �
� � �

( , ) inf ( , ) inf ( , ) inf*x x xi i i i
i

m

i

� � �
�� �� � ��

�
1 i

i i i
i

m

i i i

i

m

x x� � � �( , ) ( , )*�
� �
� �

1 1

,

òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåíà ìíîãîíîìåíêëàòóðíàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ïðè óáûâàþ-

ùèõ ôóíêöèÿõ îáùèõ èçäåðæåê. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè îïòèìàëü-
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íîé ñòðàòåãèè äëÿ äàííîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè

îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â êëàññå ñòàöèîíàðíûõ ìàðêîâñêèõ ñòðàòåãèé â ñëó÷àå

ìíîãîìåðíûõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðîñòðàíñòâà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Äëÿ

äàííîé ìîäåëè îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ï å ï å ë ÿ å â à Ò . Â . , Â î â ê Ë . Á . , Ä å ì ÷ å í ê î È . Þ . Îá îäíîé çàäà÷å ìíîãîíîìåíêëà-

òóðíîé ìîäåëè òåîðèè çàïàñîâ // Óïðàâëÿþùèå ñèñòåìû è ìàøèíû. — 2015. — ¹ 2. — Ñ. 32–38.

2. W a l d A . Sequential analysis. — New York: Wiley, 1947. — 212 p.

3. W a l d A . Statistical decision functions. — New York: Wiley, 1950. — 179 p.

4. B e l l m a n R . Dynamic programming. — New Jersey: Princton Univ. Press, 1957. — 342 p.

5. Ì è õ à ë å â è ÷ Â . Ñ . Ïîñëåäîâàòåëüíûå áàéåñîâñêèå ðåøåíèÿ è îïòèìàëüíûå ìåòîäû ïðèå-

ìî÷íîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî êîíòðîëÿ // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. — 1956. — 1, ¹ 4.

— Ñ. 395–421.

6. F l e m i n g W . Some Marcovian optimization problems // J. Math. and Mech. — 1963. — 12, N 1.

— P. 131–140.

7. Õ î â à ð ä Ð . À . Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ìàðêîâñêèå ïðîöåññû: Ïåð. ñ àíãë. —

Ì.: Ñîâ. ðàäèî, 1964. — 192 c.

8. Â è ñ ê î â Î . Â . , Ø è ð ÿ å â À . Í . Îá óïðàâëåíèÿõ, ïðèâîäÿùèõ ê îïòèìàëüíûì ñòàöèîíàðíûì

ðåæèìàì // Òðóäû ÌÈÀÍ , Ñáîðíèê ñòàòåé ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. — 1964. — LXXI. — C. 35–45.

9. B l a c k w e l l D . Discounted dynamic programming // Ann. Math. Statist. — 1965. — 36. —

P. 226–235.

10. G u b e n k o L . G . , S t a t l a n d E . S . On controlled Markov processes in discrete time // Theory

Probab. and Math. Statistics. — 1975. — 7. — P. 47–61.

11. Ä û í ê è í Å . Á . , Þ ø ê å â è ÷ À . À . Óïðàâëÿåìûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû è èõ ïðèëîæåíèÿ,

— Ì.: Íàóêà, 1975. — 338 c.

12. H ��o b n e r G . Stochastische dynamische Optimierung // Lect. Notes: Fachbereich Math. —

Hamburg: Univ. Hamburg, 1981. — 137 p.

13. V e i n o t t A . F . On optimality of (s, S)-policiek . New conditions and new proof // SIAM J. Appl.

Math. — 14. — P. 1067–1083.

14. Ä à ä ó í à Ã . , Ê í î ï î â Ï . Ñ . , Ò ó ð Ë . Ï . Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè äëÿ ñèñòåìû çàïàñîâ

ñ ôóíêöèÿìè ñòîèìîñòè îáùåãî âèäà // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. — 1999. — ¹ 4. —

P. 106–123.

15. Ê í î ï î â Ï . C . , Ä å ð è å â à Å . Í . , Ä å ì ÷ å í ê î Ñ . Ñ . Î ìîäåëÿõ óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè

ñ âûïóêëîé ôóíêöèåé èçäåðæåê // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. — 2003. — ¹ 2. —

Ñ. 149–156.

Ïîñòóïèëà 05.08.2015

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 1 121


