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Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû ãèïåðñèíãóëÿð-
íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà. Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëåííûé ìåòîä, èí-
òåãðàë â ñìûñëå êîíå÷íîé ÷àñòè ïî Àäàìàðó, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìàòåìàòèêè, à òàêæå â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäå-

ëèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ âîçíèêàþò ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ñëåäóþùåãî âèäà:
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i( , ) ( ) ( ) , i m�1, , (1)

ãäå h è a — çàäàííûå êîìïëåêñíàÿ è âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííûå ñîîòâåòñòâåííî. Îáîç-
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ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî r-ÿ ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò íà îòðåçêå [ , ]�1 1 óñëîâèþ Ã¸ëüäå-

ðà ñ ïîêàçàòåëåì � , 0 1� 	� . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
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òåëüíî äðóãîé, èñêîìûå ôóíêöèè u ti ( ), i m�1, , — ìíîæåñòâó C
[ , ]

,
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1 � . Âòîðîå ñëà-

ãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè i-ãî (i m�1, ) óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå êî-

íå÷íîé ÷àñòè ïî Àäàìàðó, òðåòüå ñëàãàåìîå — íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë.

Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîëó÷åíà àâòîðîì íàñòîÿùåé ñòàòüè ïðè ïîñòðîåíèè

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèôðàêöèîííîãî ðàññåÿíèÿ âîëí ðåøåòêîé, ñîñòîÿùåé èç êî-

íå÷íîãî ÷èñëà íåèäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ ëåíò [1], ÷òî ïîäòâåðæäàåò åå àêòóàëüíîñòü.

Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïðåçåíòàöèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1) è åãî îáîñíîâàíèå, à èìåííî äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, îöåíêà íîðìû ðàçíîñòè ïðèáëèæåííî-

ãî è òî÷íîãî ðåøåíèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îõàðàêòåðèçîâàòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà, äåìîíñòðàöèÿ è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ åãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ

ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷, à òàêæå îöåíêà åãî ÷èñëåííîé ñõîäèìîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçó÷àþòñÿ êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà òî÷íûõ

è ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, îñóùåñò-

âëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íîâûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ [2–4].
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ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ, ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
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Îïåðàòîð A ïåðåâîäèò ïîëèíîì â ïîëèíîì è ñîõðàíÿåò åãî ñòåïåíü, îïåðàòîð B

òàêæå ïåðåâîäèò ïîëèíîì â ïîëèíîì, íî ïîâûøàåò åãî ñòåïåíü íà äâà [5]. Òàê, îïå-

ðàòîðû A è B îïðåäåëåíû íà ïðîñòðàíñòâå 
 I è ïåðåâîäÿò åãî â ïðîñòðàíñòâî 
 II .

Îïåðàòîðû R è K ïåðåâîäÿò ïîëèíîìû èç ïðîñòðàíñòâà 
 I â ôóíêöèè îáùåãî âèäà.

Ïóñòü Ï I è Ï II — ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèé, êîìïîíåíòû
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Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A ïåðåâîäèò ïîëèíîì â ïîëèíîì è ñîõðàíÿåò åãî ñòåïåíü,

îïåðàòîð A , îïðåäåëåííûé ïðàâèëîì (3), ïåðåâîäèò âåêòîð-ôóíêöèþ, ñîñòîÿùóþ èç

ïîëèíîìîâ, â àíàëîãè÷íóþ âåêòîð-ôóíêöèþ è ñîõðàíÿåò ñòåïåíü êàæäîé êîìïîíåí-

òû. Òàê êàê îïåðàòîð B ïåðåâîäèò ïîëèíîì â ïîëèíîì è ïîâûøàåò åãî ñòåïåíü íà

äâà, îïåðàòîð B , îïðåäåëåííûé ïðàâèëîì (4), ïåðåâîäèò âåêòîð-ôóíêöèþ, ñîñòîÿ-

ùóþ èç ïîëèíîìîâ, â àíàëîãè÷íóþ âåêòîð-ôóíêöèþ, íî ïîâûøàåò ñòåïåíü êàæäîé

êîìïîíåíòû íà äâà. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû A è B îïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå Ï I

è ïåðåâîäÿò åãî â ïðîñòðàíñòâî Ï II . Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû R è Kik ( , , , )i m k m� �1 1

ïåðåâîäÿò ïîëèíîì â ôóíêöèþ îáùåãî âèäà, îïåðàòîðû R è K , îïðåäåëåííûå ïðà-

âèëàìè (2) è (5) ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåâîäÿò âåêòîð-ôóíêöèè, ñîñòîÿùèå èç ïîëèíî-

ìîâ, â âåêòîð-ôóíêöèè, ñîñòîÿùèå èç ôóíêöèé îáùåãî âèäà.

Â îïåðàòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåìà ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà (1) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )Ru Au Bu Ku fy y a y y y� � � � , (6)

ãäå f ( ) ( ( ))y f yi i
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. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, à ñà-

ìà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îòíîñèòåëüíî òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Îáîçíà÷èì LI è LII ïîïîëíåíèÿ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ 
 I è 
 II , à L
I è L

II —

ïîïîëíåíèÿ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ï I è Ï II ïî ñîîòâåòñòâóþùèì íîðìàì.

Ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðîâ íà ââåäåííûå ïðîñòðàíñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå

ñèìâîëàìè.

ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ, ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÅ ÏÎËÈÍÎÌÛ
È ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, îïåðàòîðû R , A , B è K , îïðåäåëåííûå ïðàâèëàìè (2)–(5)

ñîîòâåòñòâåííî, äåéñòâóþò íà ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Ï I ïî-ðàçíîìó, ÷òî çàòðóä-

íÿåò ïðîâåäåíèå äèñêðåòèçàöèè ñèñòåìû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé âòîðîãî ðîäà. Âî èçáåæàíèå ýòèõ òðóäíîñòåé ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ îïå-

ðàòîðîâ R , B è K . Â äàííîì ñëó÷àå ïîä ðåãóëÿðèçàöèåé ïîíèìàåòñÿ ïîñòîðåííèå

îïåðàòîðà, êîòîðûé ñîõðàíÿåò ñòåïåíü ïîëèíîìà è áëèçîê ïî íîðìå ê ðåãóëÿðè-

çèðóåìîìó. Òåðìèí ðåãóëÿðèçàöèÿ îïåðàòîðà âïåðâûå èñïîëüçîâàí â òàêîì ñìûñ-

ëå â òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â [6] (îòìåòèì, ÷òî ýòó ðàáîòó ïðåäñòàâëÿë

À.Í. Òèõîíîâ). Òàêæå ýòîò òåðìèí âñòðå÷àåòñÿ â êëþ÷åâûõ ðàáîòàõ [7–10].

Èòàê, â ðåçóëüòàòå ðåãóëÿðèçàöèè, îïðåäåëåíû îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç

ïðîñòðàíñòâà L
I â ïðîñòðàíñòâî L

II è áëèçêèå ïî íîðìå ê îïåðàòîðàì R , B è K , êî-

òîðûå ïåðåâîäÿò âåêòîð-ôóíêöèþ, ñîñòîÿùóþ èç ïîëèíîìîâ, â àíàëîãè÷íóþ âåê-

òîð-ôóíêöèþ ñ ñîõðàíåíèåì ñòåïåíåé ïîëèíîìîâ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðåçóëüòàòîì

ðåãóëÿðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êî-

òîðîé áëèçêî ïî íîðìå ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (6), ò.å. ê òî÷íîìó. Ðåøåíèå ðåãóëÿ-

ðèçèðîâàííîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåííûì.
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ãäå n � 2, cB — êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ÷èñëà n.

Â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàöèè îïåðàòîðà B âûáðàí îïåðàòîð ( )( )B un n y� � �2 2
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, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà L
I â ïðîñòðàíñòâî L

II .

Îí ïî ïîñòðîåíèþ ïåðåâîäèò âåêòîð-ôóíêöèþ, ñîñòîÿùóþ èç ïîëèíîìîâ ñòåïå-

íè ( )ni �2 , â àíàëîãè÷íóþ âåêòîð-ôóíêöèþ. Â ñèëó îöåíêè (8) îïåðàòîð Bn�2

áëèçîê ïî íîðìå L
II ê îïåðàòîðó B . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

íåðàâåíñòâî:
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II , (9)

ãäå N — íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ni , i m�1, , cB — êîíñòàíòà èç îöåíêè (8), íå

çàâèñÿùàÿ îò ÷èñåë ni , i m�1, .

Â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàöèè îïåðàòîðà R ïðåäëàãàåòñÿ äåéñòâóþùèé èç ïðîñò-

ðàíñòâà 
 I â ïðîñòðàíñòâî 
 II îïåðàòîð, îáîçíà÷åííûé Rn�2 :

( )( ) ( ) ( ) ( ),R u y h t u t l yn n k
n

n k
n

n k

k

n

� � � �
�

�
� ��2 2 0

2
2 0 2

1

1

1 . (10)

Îïåðàòîð Rn�2 ïî ïîñòðîåíèþ ñîõðàíÿåò ñòåïåíü ïîëèíîìà è áëèçîê ïî íîð-

ìå LII ê îïåðàòîðó R [12]. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

| | | |R R
c

n
n L

R
� � 	2 II , (11)

ãäå n � 2, cR — êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n.

Â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàöèè îïåðàòîðà R âûáåðåì îïåðàòîð ( )( )R un n y� � �2 2

� � � �
(( )( )),R u yn i n i

m
i2 2 1

, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà L
I â ïðîñòðàíñòâî L

II . Îí ïî

ïîñòðîåíèþ ïåðåâîäèò âåêòîð-ôóíêöèþ, ñîñòîÿùóþ èç ïîëèíîìîâ ñòåïåíè ( )ni �2 ,

â àíàëîãè÷íóþ âåêòîð-ôóíêöèþ. Â ñèëó îöåíêè (11) îí áëèçîê ïî íîðìå L
II ê îïå-

ðàòîðó R. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

| | | |R R
Ln

Rmc

N
� � 	2 II , (12)

ãäå N — íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ni , i m�1, , cR — êîíñòàíòà èç îöåíêè (11), íå

çàâèñÿùàÿ îò ÷èñåë ni , i m�1, .
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Îáîçíà÷èì K t yik ni, ( , )�2 èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì K t yik ( , ) ñ óçëàìè

{ }t
j

n

j

ni i

0 1

1

�
�

ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, K t t K t tik n j

n

k

n
ik j

n

k

n

i

i i i i
, ( , ) ( , )� �2 0 0 0 0

, j ni� �1 1, ,

k ni� �1 1, , i m�1, . Â [11] ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå ðåøåíèå çàäà÷è ðåãóëÿðèçàöèè

îïåðàòîðà Kik , îáîçíà÷èì åãî Kik ni, �2 :

( )( ) ( , ) ( ), ,K u y K t y u t t dtik n n ik n ni i i i� � � �

�

� �2 2 2 2
2

1

1
1

�

1

� , (13)

ãäå u tni �2 ( ) — ïîëèíîì ñòåïåíè ( )ni �2 . Îïåðàòîð Kik ni, �2 , îïðåäåëåííûé

ïðàâèëîì (13), äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà 
 I â ïðîñòðàíñòâî 
 II , ñîõðàíÿåò
ñòåïåíü ïîëèíîìà è áëèçîê ïî íîðìå ê îïåðàòîðó Kik :

| | | |,K K
c

n
ik n ik L

K

i
i � �

� 	2 1
II

�
, (14)

ãäå ni � 2 , cK — êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ni .

Â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàöèè îïåðàòîðà K âûáåðåì îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé

( )( )K un n y� � �2 2 (( )( )),K u yik n n i
m

i i� � �2 2 1
, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà L

I â ïðî-

ñòðàíñòâî L
II . Îí ïî ïîñòðîåíèþ ïåðåâîäèò âåêòîð-ôóíêöèþ, ñîñòîÿùóþ èç ïî-

ëèíîìîâ ñòåïåíè ( )ni �2 , â àíàëîãè÷íóþ âåêòîð-ôóíêöèþ. Â ñèëó îöåíêè (14)

ýòîò îïåðàòîð áëèçîê ïî íîðìå L
II ê îïåðàòîðó K . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

| | | |K K
Ln

Kmc

N
� �

� 	2 1
II

�
, (15)

ãäå N — íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ni , i m�1, , cK — êîíñòàíòà èç îöåíêè (14), íå

çàâèñÿùàÿ îò ÷èñåë ni , i m�1, .

Îáîçíà÷èì f yi ni, ( )�2 èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ñòåïåíè ( )ni �2 ôóíêöèè

f yi ( ) ñ óçëàìè { }t
j

n

j

ni i

0 1

1

�
�

, f t f ti n j

n
i j

n

i

i i
, ( ) ( )� �2 0 0

, j ni� �1 1, . Èìååò ìåñòî ñëåäóþ-

ùåå íåðàâåíñòâî:
| | | |,f f

c

n
i n i L

f

i
i � �

� 	2 1
II

�
, (16)

ãäå ni � 2, c f — êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ni .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå fn i n i
my f y

i� � �
�2 2 1

( ) ( ( )), . Â ñèëó îöåíêè (16) èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî

| | | |f f
Ln

fmc

N
� �

� 	2 1
II

�
, (17)

ãäå N — íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ni , i m�1, , c f — êîíñòàíòà èç îöåíêè (16), íå

çàâèñÿùàÿ îò ÷èñåë ni , i m�1, .

Èòàê, îïåðàòîðû Rn�2 , Bn�2 è K n�2 îïðåäåëÿþò ðåãóëÿðèçèðîâàííóþ ñèñòå-

ìó ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà, êîòîðàÿ â îïåðà-

òîðíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )R u u B u K un n n n n n ny A y a y� � � � � � �� � �2 2 2 2 2 2 2 ( ) ( )y yn� �f 2 . (18)

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (18) íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåííûì.

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (18) — âåêòîðû, ñîñòîÿùèå èç ïî-

ëèíîìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû êîòîðûõ èìåþò ðàâíûå ñòåïåíè. Ñîâïà-

äåíèÿ êîìïîíåíò ýòèõ âåêòîðîâ â ( )ni

i

m

�
�
� 2

1

ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ { }t
j

n

j

ni i

0 1

1

�
�

, i m�1, ,
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ èõ òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïî-

ëàãàÿ y t
j

ni�
0

, j ni� �1 1, , i m�1, , è ïðèìåíÿÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû èíòåðïîëÿöè-

îííîãî òèïà [5], ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé îòíîñèòåëüíî (( ( )) ),u ti n j

n

j

n

i
m

i

i i
� �

�
�2 0 1

1

1
:

a u t aqj n n i n j

n

j

n

i

m

qpi p i

i
i

, , ( )�
�

�

�
�� �2 0

1

1

1

, q np� �1 1, , p m�1, , (19)

ãäå a a a a aqj n n qj n n qj n n qj n n qj ni p i p i p i p
, ,

( )
,

( )
,

( )
,

� � � �1 2 3

i pn
( )4 , a h t l t

qj n n j

n
n j q

n

i p

i

i

p

,
( )

,( ) ( )1
0

2
2 0

1� � � ,

a
t

n t t
qj n n

j

n j q

q

n

j

ni p

i

p i
,

( )
( ( ) )(( ) )

(

2 0
2 1

0 0

1 1 1
�

� � �

�

� �

)2
ïðè j q� è a

n

qj n n
i

i p,

( )2

2
� � ïðè j q� ,

a
qj n ni p,

( )3 � a
t

n

T t T t

m

j

n

i

m q

n
m j

n

m

ni p i
i( )

ln
( ) ( ) (

0
2

0 0

1

11
2 2 2

1�
� �

�

�

�

�
) ) ( )

q j
q

n

j

n

i

q j

i

t t

n n

p i� �

�
�

�
�



�
�
�

�

�

�
�
�

0 0

1

1
,

a
t

n
K t t

qj n n

j

n

i
ij n q

n

j

n

i p

i

i

p i

,

( )
,

( )
( , )4 0

2

2 0 0

1
�

�
� , a f tqp p q

np� ( )
0

.

Ïîñëå òîãî, êàê ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (19) ðåøåíà

è êîìïîíåíòû (( ( )) ),u ti n j

n

j

n

i
m

i

i i
� �

�
�2 0 1

1

1
íàéäåíû, ðåøåíèå ñèñòåìû (18) ñòðîèòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: un i n j

n
i n j

j

n

t u t l t
i

i

i

i

� � �
�

�

�
�



�
�

�

�

�
��2 2 0 2

1

1

( ) ( ) ( ), , ,

i

m

�1

.

ÐÅÃÓËßÐÈÇÈÐÎÂÀÍÍÀß ÄÈÑÊÐÅÒÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, â îïåðàòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåìà ãèïåðñèíãóëÿð-

íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà (1) èìååò âèä (6) è åå ðåøåíèå íà-

çûâàåòñÿ òî÷íûì. Ðåãóëÿðèçèðîâàííàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò

âèä (18) è åå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåííûì.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, íàäî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé (19). Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ïîñòðîåííûé ïî ðåøåíèþ ñèñòåìû

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (19), ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì

ñèñòåìû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛ
ÃÈÏÅÐÑÈÍÃÓËßÐÍÛÕ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÂÒÎÐÎÃÎ ÐÎÄÀ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ íåîáõîäèìû ïðèâåäåííûå äàëåå òåî-

ðåìû 2–6.

Òåîðåìà 2 [12]. Îïåðàòîð ( )R A� , äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà LI â ïðîñòðàí-

ñòâî LII , îãðàíè÷åí | | ( ) | |R A
L

� 	II 2 è îáðàòèì, ò.å. ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ( )R A� �1,

äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà LII â ïðîñòðàíñòâî LI è | | ( ) | |R A
L

� 	�1 1I .

Èç òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 3. Îïåðàòîð ( )R A� , äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà L
I â ïðîñòðàí-

ñòâî L
II , îãðàíè÷åí | | ( ) | |R A

L
� 	II 2m è îáðàòèì, ò.å. ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

( )R A� �1, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà L
II â ïðîñòðàíñòâî L

I è

| | ( ) | |R A
L

� 	�1
I m.

Òåîðåìà 4 [11]. Îïåðàòîð aB K� , äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà LI â ïðîñò-

ðàíñòâî LII , êîìïàêòåí.

Èç òåîðåìû 4 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Îïåðàòîð aB K� , äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà L
I â ïðîñòðàí-

ñòâî L
II , êîìïàêòåí.

Òåîðåìà 6 [13]. Ïóñòü T — êîìïàêòíûé îïåðàòîð, I — åäèíè÷íûé îïåðàòîð.

Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

— ( )I T x b� � ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè;

— ( )I T x� � 0 íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé;

— ( )I T x b� � ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì

îáðàçîì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñ-

òåìû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ïîíàäîáèòñÿ òàê-

æå îáùåèçâåñòíîå óòâåðæäåíèå î êîìïàêòíîñòè êîìïîçèöèè êîìïàêòíîãî è îãðà-

íè÷åííîãî îïåðàòîðîâ [13].

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà.

Òåîðåìà 7. Ðåøåíèå ñèñòåìû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ðîäà (1) ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, ïðèíàäëåæàùåé ïðîñòðàíñòâó L
II , ïðè-

íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L
I , ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-

äà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íå èìååò íå-

íóëåâûõ ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé. Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòå-

ìû (6) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (6) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì îïåðàòîð ( )R A� �1, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà L
II

â ïðîñòðàíñòâî L
I , ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî îáåñïå÷èâàåò òåîðåìà 3. Ïîëó÷èì

( )( ) ( ) (( ) )( ) (( ) )( )Iu R A B K u R A fy a y y� � � � �� �1 1 .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5 îïåðàòîð aB K� , äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà L
I â ïðîñ-

òðàíñòâî L
II , êîìïàêòåí. Òîãäà îïåðàòîð ( ) ( )R A B K� ��1 a , äåéñòâóþùèé èç ïðî-

ñòðàíñòâà L
II â ïðîñòðàíñòâî L

I , ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì êàê êîìïîçèöèÿ êîìïàêòíî-

ãî è îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðîâ. Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé, ñîãëàñíî òåîðåìå 6 îíà ðàçðåøèìà åäè-

íñòâåííûì îáðàçîì ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, ïðèíàäëåæàùåé ïðîñòðàíñòâó L
II .

Ïóñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (6) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, òîãäà ñîãëàñíî òåî-

ðåìå 6 ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íå èìååò

íåíóëåâûõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà ãðàíè÷íûõ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé âòîðîãî ðîäà, âîçíèêàþùàÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ è äèôðàêöèè [1],

óäîâëåòâîðÿåò ïðèâåäåííîìó êðèòåðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
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íèÿ, à èìåííî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íå

èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé. Ýòî ñâÿçàííî ñ òåì, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé âûâåäåíà ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç ïàðíîãî èíòåãðàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ, îñíîâàííîãî íà ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, íå ðàâíàÿ òîæäåñò-

âåííî íóëþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà. Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïàðíîå èíòåãðàëü-

íîå óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èñêîìîé ôóíêöèè ðàâ-

íî íóëþ ïî÷òè âñþäó, ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ

ïî÷òè âñþäó. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ðàçâåðíóòîå äîêàçàòåëüñòâî

ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ïîñòðîèòü íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ ðàíåå ðàññóæäåíèé

è âûêëàäîê ðàáîò [1, 12].

Â ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L
II ,

ò.å. êîãäà îïåðàòîðû, ïîðîæäåííûå (1), äåéñòâóþò èç ïðîñòðàíñòâà L
II â ïðîñòðàí-

ñòâî L
II , ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåííîãî êðèòåðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íåâîçìîæíî. Ýòî ñâÿçàíî

ñ òåì, ÷òî îïåðàòîð A ïðè äåéñòâèè èç ïðîñòðàíñòâà LII â ïðîñòðàíñòâî LII íå

îãðàíè÷åí [11]. Îäíàêî, òîãäà, êàê ïîêàçàíî â [14], îïåðàòîð, îáðàòíûé îïåðàòî-

ðó A, èìååò âèä

( )( ) ln ( )A t

t

t y

ty t y

t dy�

�

�
�

�

� � � �
�

1

2 2 2
1

1
1

1 1 1 1

�

�

�

è äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà LII â ïðîñòðàíñòâî LII . Îïåðàòîð A �1 èìååò ëîãà-

ðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü â ÿäðå è ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

îïåðàòîð A
�1, îïðåäåëåííûé êàê ( )( )A

�1
� t � �

�
(( )( ))A ti i

m1
1

� è äåéñòâóþùèé

èç ïðîñòðàíñòâà L
II â ïðîñòðàíñòâî L

II , òàêæå êîìïàêòåí.

Êðàòêî îáîñíóåì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-

ñòâó L
II . Ïðèìåíèì îïåðàòîð A

�1 ê ñèñòåìå (6), òîãäà îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

( )( ) ( )( ) (( ( )) )( ) ( )( )Iu A Ru A B K u A fy y a y y� � � �� � �1 1 1 .

Îïåðàòîð A R A B K
� �� �1 1 ( )a , äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà L

II â ïðîñòðà-

íñòâî L
II , êîìïàêòåí êàê ñóììà êîìïîçèöèé êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà è îãðàíè-

÷åííûõ îïåðàòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà â ïðîñò-

ðàíñòâå L
II .

Òåîðåìà 8. Ðåøåíèå ñèñòåìû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ðîäà (1) ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, ïðèíàäëåæàùåé ïðîñòðàíñòâó L
II , òàê-

æå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L
II , ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîã-

äà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íå èìå-

åò íåíóëåâûõ ðåøåíèé.

Îáîñíóåì ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (19).

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 7 è 8 åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ðåãóëÿðè-

çèðîâàííóþ ñèñòåìó ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà (18).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòå-
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ìû (18) â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòå-

ìû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Òîã-

äà ðåøåíèå ðåãóëÿðèçèðîâàííîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (18) òàêæå ñó-

ùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì,

ïîñòðîåííûé ïî ðåøåíèþ ñèñòåìû (18), ÿâëÿåòñÿ åå òî÷íûì ðåøåíèåì. Åñëè ñèñòå-

ìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (19) íåñîâìåñòíà èëè èìååò ìíîæåñòâî ðå-

øåíèé, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå òîìó, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (18) — èíòåðïîëÿöè-

îííûé ïîëèíîì — ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè èíòåðïîëÿöè-

îííîãî ïîëèíîìà. Èòàê, åñëè ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1)

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, òî ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé (19) òàêæå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

ÑÊÎÐÎÑÒÜ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß Ê ÒÎ×ÍÎÌÓ

Îöåíêà íîðìû ðàçíîñòè òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé ñèñòåìû ãèïåðñè-

ãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ñëåäóþ-

ùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 9 [15]. Ïóñòü X è Y — áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, { }X n n�� è { }Yn n�� —

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ; Q è Qn — ëèíåéíûå îïåðà-

òîðû, äåéñòâóþùèå èç X â Y è èç X n â Yn ñîîòâåòñòâåííî. Ðàâåíñòâà Qx y� è

Q x yn n n� ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

— îïåðàòîð Q îáðàòèì;

— âåëè÷èíà �
( ) | | | |n

n Y n
Q Q� � � ���

��
0;

— äëÿ ëþáîãî n dim dimX Y m nn n� � � �( ) ;

— âåëè÷èíà �
( ) | | | |n

n Y n
y y� � � ���

��
0.

Òîãäà ïðè âñåõ n, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó p Q Q Qn X n Y� � ��| | | | | | | |1 1,

óðàâíåíèå Q x yn n n� èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (îáîçíà÷èì åãî xn
*) ïðè ëþáîé

ïðàâîé ÷àñòè è | | | | | | | | | | | |*x Q yn X X n Yn n n
	 �1 , | | | |

| | | |

( )
Q

Q

p
X

X

n
n

�
�

	
�

1
1

1
. Ñêîðîñòü

ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó (îáîçíà÷èì åãî x *) îöåíèâà-

åòñÿ
�

�
n

Y
n X n X

Q
x x Q

| | | |
| | | | | | | |* *	 � 	 �1 , ãäå � n � � � �| | ( ) ( ) | |*y y Q Q xn n n Y è

| | | |
| | | |

( | | | | | | | | )* *x x
Q

p
y y p yn X

X

n
n Y n Y� 	

�
� � �

�1

1
O n n( )( ) ( )

� �� .

Ïðèâåäåííàÿ äàëåå òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû 9 è îöåíîê (9), (12), (15), (17).

Òåîðåìà 10. Ïóñòü N — íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ni , i m�1, . Ïðèáëèæåííîå ðå-

øåíèå ñèñòåìû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N áëèçêî ê òî÷íîìó ðåøåíèþ, è èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

| | | |u u
L

� 	�n
mc

N
2 I , (20)

ãäå c — êîíñòàíòà, ðàâíàÿ íàèáîëüøåìó èç ÷èñåë cR , cB , cK è c f .

Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (20) ìîæíî îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê èõ çíà÷åíèÿì îò òî÷íîãî ðå-

øåíèÿ. Ïîòðåáíîñòü â âû÷èñëåíèè òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ ÷àñòî âîçíèêàåò ïðè ðåøå-

íèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ðàññìîòðåííîé

ñèñòåìå ãðàíè÷íûõ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà.
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ÌÎÄÅËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È È ×ÈÑËÅÍÍÀß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÀ

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðå-

øåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

ñ òî÷íûìè ïîçâîëèò îöåíèòü ÷èñëåííóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà. Âñå îïèñàííûå

â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìîäåëüíûå çàäà÷è ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ì.Â. Êåë-

äûøà è Ë.È. Ñåäîâà (ìåòîä ôóíêöèè Êåëäûøà–Ñåäîâà) [16], êîòîðûé äàåò

âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ. Ïîñòðîå-

íèå ìîäåëüíûõ çàäà÷ òàêæå îñíîâàíî íà ñâÿçè ìåæäó ñèíãóëÿðíûì è ãèïåð-

ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëàìè [11].

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ òðåõ ìîäåëüíûõ çàäà÷ — ãèïåðñèíãóëÿðíûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà, ïðèâåäåííûõ â ïîðÿäêå óñëîæíåíèÿ ôîð-

ìû è ðîñòà áëèçîñòè ê ïðèêëàäíûì çàäà÷àì. Âî âñåõ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèÿõ åñòü

ñëàãàåìûå, òðåáóþùèå ðåãóëÿðèçàöèè, òàê êàê îíè ñèëüíî âëèÿþò íà ñõîäèìîñòü

÷èñëåííîãî ìåòîäà.

Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì ìîäåëüíîå ãèïåðñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

âòîðîãî ðîäà íà îòðåçêå [ , ]�1 1 :
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sin sin cossh ch sh1 1 1

1

2 2 2

2
. (21)

Ôóíêöèÿ u y
y y

y

( )
sin

�
�

�

sh 1

1

2

2
— òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21). Îáîçíà÷èì

u yn�2 ( ) ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21). Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ u y( ) íå-

÷åòíàÿ è âåùåñòâåííàÿ. Ôóíêöèÿ u yn�2 ( ) òàêæå íå÷åòíàÿ, t t
n j

n
j

n
0 0�

� � , j n�1, .

Îáîçíà÷èì f y1 ( ) ôóíêöèþ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (21), f y h y1 ( ) sin� �

� � � � � �
�

sh ch sh1 1 1

1

2 2 2

2
y y y y y

y

y

sin cos . Òîãäà â îïåðàòîðíîì

ïðåäñòàâëåíèè óðàâíåíèå (21) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

( )( ) ( )( ) ( )Ru y Au y f y� � 1 . (22)

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, îïåðàòîð R ïåðåâîäèò ïîëèíîì â ôóíêöèþ îáùåãî

âèäà, à îïåðàòîð A ïåðåâîäèò ïîëèíîì â ïîëèíîì è ñîõðàíÿåò åãî ñòåïåíü. Â íà-

ñòîÿùåé ñòàòüå â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàöèè îïåðàòîðà R èñïîëüçîâàí îïåðàòîð

Rn�2 (10), êîòîðûé ñîõðàíÿåò ñòåïåíü ïîëèíîìà è áëèçîê ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà

LII ê îïåðàòîðó R ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (11). Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ÷èñ-

ëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëüíîãî ãèïåðñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (22) ïî-

çâîëÿåò ïðîèëëþñòðèðîâàòü îñîáåííîñòè ðåãóëÿðèçàöèè.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü

îöåíèòü ÷èñëåííóþ ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå óðàâíå-

íèÿ (21). Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî h i� �0 1 0 3. . . Ïîñêîëüêó

ôóíêöèè u y( ) è u yn�2 ( ) íå÷åòíûå, çíà÷åíèÿ j èçìåíÿþòñÿ îò åäèíèöû äî öåëîé

÷àñòè n / 2.

Äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 1, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè çíà÷å-

íèé àðãóìåíòà ê êîíöó îòðåçêà [ , ]�1 1 ìîäóëü ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðè

n � 9 è n �16 ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 0.208. Îäíàêî ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò êîíöà
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îòðåçêà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïî-

ãðåøíîñòè íàðÿäó ñ ìíèìîé ÷àñ-

òüþ ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ. Òàê,

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èìååò

òðè-÷åòûðå òî÷íûõ çíà÷àùèõ öèô-

ðû. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëî-

íåíèå ìîäóëÿ ðàçíîñòè ïðèáëè-

æåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé ñîñòà-

âèëî 0.098 ïðè n � 9 è 0.074 ïðè

n �16. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

u yn�2 ( ) ïîëó÷èëàñü êîìïëåêñíîé,

ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â óðàâíå-

íèè (21) èìååòñÿ êîìïëåêñíûé ïà-

ðàìåòð h, íî ìíèìàÿ ÷àñòü

u yn�2 ( ) áëèçêà ê íóëþ, à âåùåñò-

âåííàÿ — ê u y( ).

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíêöèé u y( ) è Re ( ( ))u yn�2 ïðè n �100.

Âèäíî, ÷òî â öåíòðàëüíîé ÷àñòè îòðåçêà [ , ]�1 1 ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ ãðàôè÷åñêîé

òî÷íîñòüþ; êîëè÷åñòâî òî÷íûõ çíà÷àùèõ öèôð â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè â ýòîé

îáëàñòè èçìåíÿåòñÿ îò òðåõ äî ñåìè. Îäíàêî ñ ïðèáëèæåíèåì ê êîíöó îòðåçêà âå-

ùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîãðåøíîñòè ðàñòåò è åå ìîäóëü ïî-ïðåæíåìó ñîñòàâëÿåò 0.208.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ìîäóëÿ ðàçíîñòè ïðèáëèæåííîãî è òî÷íîãî

ðåøåíèé ïðè n �100 ñîñòàâèëî 0.03.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ìî-

äåëüíîãî ãèïåðñèñíóãëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà (21) ïîçâîëÿ-

þò îöåíèòü è îõàðàêòåðèçîâàòü ñõîäèìîñòü äàííîãî ìåòîäà. Òàê, ñõîäèìîñòü ìåòî-

äà ñðåäíÿÿ è óõóäøàåòñÿ ñ ïðèáëèæåíèåì ê êîíöàì îòðåçêà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðå-

øåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íàïðèìåð çàäà÷ äèôðàêöèè è

ðàññåÿíèÿ âîëí, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê òàêèì ãèïåðñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâ-

íåíèÿì, íåîáõîäèìî ñòðîèòü è âû÷èñëÿòü ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû îò ðåøåíèÿ èí-

òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî â íåêîòîðîé ìåðå óñðåäíÿåò ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ è

äàåò ñðåäíþþ ñõîäèìîñòü, êîòîðàÿ ñòðîãî îáîñíîâàíà íåðàâåíñòâîì (20).
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Ò à á ë è ö à 1

n j u t
j

n( )0 u tn j
n

� 2 0( ) | ( ) ( ) |u t u t
j

n
n j

n
0 2 0� �

9

1 0.837359 1.045342 � 3.56 � �10 3 i 0.208

2 0.794899 0.809269 � 1.31 � �10 3 i 0.015

3 0.659800 0.665980 � 7.69 � �10 4 i 6.23 � �10 3

4 0.386976 0.388816 � 3.41 � �10 4 i 1.87 � �10 3

16

1 0.840203 1.048468 � 1.36 � �10 3 i 0.208

2 0.828962 0.845430 � 4.48 � �10 4 i 0.016

3 0.800871 0.808066 � 7.69 � �10 4 i 7.21 � �10 3

4 0.746084 0.749143 � 3.21 � �10 4 i 3.08 � �10 3
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Ðèñ. 1

y

u y( )

Re ( ( ))u yn� 2

Ð
åø

åí
è

ÿ
ó
ð
àâ

í
åí

è
ÿ

(2
1
)



Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì ìîäåëüíîå ãèïåðñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

âòîðîãî ðîäà íà îòðåçêå [ , ]�1 1 :

hu y y
u t

y t
t dt( )

( )

( )
1

1
12

2

2

1

1

� �
�

� �

�
�

�

� � � � � �
�

h y y y y y y
y

y

ch ch shsin cos sin1 1 1

1

2 2 2

2
. (23)

Ôóíêöèÿ u y
y y

y

( )
sin

�
�

�

ch 1

1

2

2
— òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23). Îáîçíà÷èì

u yn�2 ( ) ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23). Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ u y( ) ÷åò-
íàÿ è âåùåñòâåííàÿ. Ôóíêöèÿ u yn�2 ( ) òàêæå ÷åòíàÿ.

Îáîçíà÷èì f y2 ( ) ôóíêöèþ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (23), f y h y2 ( ) � �ch

� � � � � �
�

sin cos sin1 1 1

1

2 2 2

2
y y y y y

y

y

ch sh . Òîãäà â îïåðàòîðíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè óðàâíåíèå (23) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

( )( ) ( )( ) ( )Ru y Au y f y� � 2 . (24)

Óðàâíåíèå (24) ïî ñîñòàâó áëèçêî ê óðàâíåíèþ (22) è èìååò òå æå îñîáåííîñòè,

ïîçâîëÿþùèå ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñâÿçü ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿ-

ìè, à òàêæå ïðîàíàëèçèðîâàòü ñâîéñòâà ïðåäëîæåííîé ðåãóëÿðèçàöèè. Íî òî÷íîå ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ (24) â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ (22) — ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îöåíèòü ÷èñ-

ëåííóþ ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (23). Äàííûå âû÷èñëåíèÿ òàêæå

ïðîâåäåíû â ïðåæíåì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî h i� �0 1 0 3. . . Òàê êàê ôóíêöèè u y( ) è

u yn�2 ( ) ÷åòíûå, çíà÷åíèÿ j, êàê è ðàíåå, ìåíÿþòñÿ îò åäèíèöû äî öåëîé ÷àñòè n / 2.

Äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 2, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè çíà÷å-

íèé àðãóìåíòà ê êîíöó îòðåçêà [ , ]�1 1 ìîäóëü ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà

ïðè n � 9 è n �16 ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 0.39. Íî ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò êîíöà

îòðåçêà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîãðåøíîñòè íàðÿäó ñ ìíèìîé ÷àñòüþ ïðèáëèæàåòñÿ

ê íóëþ. Òàê, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èìååò äâå-òðè òî÷íûõ

çíà÷àùèõ öèôðû. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ìîäóëÿ ðàçíîñòè ïðèáëè-

æåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé ñîñòàâèëî 0.186 ïðè n � 9 è 0.137 ïðè n �16. Îòìå-
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Ò à á ë è ö à 2
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9

1 1.517750 1.910007 � 8.54 � �10 3 i 0.392

2 1.341463 1.373911 � 4.15 � �10 3 i 0.033

3 1.098520 1.115118 � 3.40 � �10 3 i 0.017

4 0.909937 0.919235 � 2.96 � �10 3 i 9.76 � �10 3

16

1 1.534979 1.920150 � 3.10 � �10 3 i 0.385

2 1.473000 1.504554 � 1.63 � �10 3 i 0.032

3 1.362944 1.377551 � 1.35 � �10 3 i 0.015

4 1.227572 1.234642 � 1.16 � �10 3 i 7.16 � �10 3

5 1.091299 1.096182 � 1.04 � �10 3 i 4.99 � �10 3

6 0.974387 0.977888 � 9.61 � �10 4 i 3.63 � �10 3

7 0.890459 0.893420 � 9.14 � �10 4 i 3.10 � �10 3

8 0.846971 0.849645 � 8.91 � �10 4 i 2.82 � �10 3



òèì, ÷òî òàê æå, êàê è â ïðåäûäó-

ùåé çàäà÷å, è ïî òåì æå ïðè÷èíàì

ôóíêöèÿ u yn�2 ( ) ïîëó÷èëàñü êîì-

ïëåêñíîé: ìíèìàÿ ÷àñòü u yn�2 ( )

áëèçêà ê íóëþ, à âåùåñòâåííàÿ —

ê u y( ).

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðà-

ôèêè ôóíêöèé u y( ) è Re ( ( ))u yn�2

ïðè n �100. Âèäíî, ÷òî â öåíò-

ðàëüíîé ÷àñòè îòðåçêà [ , ]�1 1 ôóíê-

öèè ñîâïàäàþò ñ ãðàôè÷åñêîé òî÷-

íîñòüþ; êîëè÷åñòâî òî÷íûõ çíà÷à-

ùèõ öèôð â ïðèáëèæåííîì

ðåøåíèè â ýòîé îáëàñòè èçìåíÿåò-

ñÿ îò äâóõ äî ïÿòè. Ñ ïðèáëèæåíè-

åì ê êîíöó îòðåçêà âåùåñòâåííàÿ

÷àñòü ïîãðåøíîñòè ðàñòåò è åå ìîäóëü ïî-ïðåæíåìó áëèçîê ê 0.39. Ñðåäíåêâàä-

ðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ìîäóëÿ ðàçíîñòè ïðèáëèæåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé ïðè

n �100 ñîñòàâèëî 0.054.

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ

ìîäåëüíîãî ãèïåðñèñíóãëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà íà îòðåç-

êå [ , ]�1 1 (23) ïîçâîëÿþò îöåíèòü ÷èñëåííóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà. Òàê, ñõîäèìîñòü

ìåòîäà ñðåäíÿÿ è óõóäøàåòñÿ ñ ïðèáëèæåíèåì ê êîíöàì îòðåçêà. Çàìå÷àíèå

î ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ è ñðåäíåé ñõîäèìîñòè ìåòîäà, íåîáõîäèìîé äëÿ îöåíêè

ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, ñîõðàíÿåòñÿ; åãî îáåñïå÷èâàåò íåðàâåíñòâî (20).

Çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ãèïåðñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-

íèå âòîðîãî ðîäà íà îòðåçêå [ , ]�1 1 :
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2
— òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (25); u y( ) — âå-

ùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Êàê è ïðåæäå, îáîçíà÷èì u yn�2 ( ) ïðèáëèæåííîå ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ (25). Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè u y( ) è u yn�2 ( ) íå÷åòíûå.
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�
�

�

�

�
�

�

2
y . Òîã-

äà â îïåðàòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè óðàâíåíèå (25) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )Ru y Au y a Bu y f y� � � 3 . (26)

Ãèïåðñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (26) âûáðàíî â êà÷åñòâå ïðèìåðà

äëÿ îöåíêè ÷èñëåííîé ñõîäèìîñòè, òàê êàê ñîäåðæèò ñëàãàåìîå a Bu y( )( ),
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âêëþ÷àþùåå îïåðàòîð B, êîòîðûé òðåáóåò ðåãóëÿðèçàöèè. Îïåðàòîð B ïåðåâîäèò ïî-

ëèíîì â ïîëèíîì, íî ïîâûøàåò åãî ñòåïåíü íà äâà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå: â êà÷åñòâå

ðåãóëÿðèçàöèè îïåðàòîðà B èñïîëüçîâàí îïåðàòîð Bn�2 , îïðåäåëåííûé â (7), êîòîðûé

ñîõðàíÿåò ñòåïåíü ïîëèíîìà è áëèçîê ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà LII ê îïåðàòîðó B ñî-

ãëàñíî îöåíêå (8). Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåãó-

ëÿðèçàöèè îïåðàòîðà B , íàïðèìåð, â [17] â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàöèè îïåðàòîðà B ïðåä-

ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì. Êðîìå òîãî, èíòåðåñ ê óðàâíåíèþ

(26) îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ è äèô-

ðàêöèè âîëí âîçíèêàþò áëèçêèå ïî ñîñòàâó óðàâíåíèÿ.

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îöåíèòü

÷èñëåííóþ ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåã-

ðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (25). Âû÷èñëåíèÿ ïðîâå-

äåíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî h i� �0 1 0 3. . è a �1. Òàê êàê ôóíêöèè u y( ) è u yn�2 ( )

íå÷åòíûå, çíà÷åíèÿ j ïî-ïðåæíåìó èçìåíÿþòñÿ îò åäèíèöû äî öåëîé ÷àñòè n / 2.

Äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 3, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè çíà÷å-

íèé àðãóìåíòà ê êîíöó îòðåçêà [ , ]�1 1 ìîäóëü ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðè

n � 9 è n �16 ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 0.15–0.16. Ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò êîíöà îò-

ðåçêà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîãðåøíîñòè íàðÿäó ñ ìíèìîé ÷àñòüþ ïîñòåïåííî, íî

íåìîíîòîííî, ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ. Òàê, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ èìååò äâå-òðè òî÷íûå çíà÷à-

ùèå öèôðû. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå

îòêëîíåíèå ìîäóëÿ ðàçíîñòè ïðè-

áëèæåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé ñî-

ñòàâèëî 0.1 ïðè n � 9 è 0.073 ïðè

n �16. Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùèõ

çàäà÷àõ, è ïî òåì æå ïðè÷èíàì

ôóíêöèÿ u yn�2 ( ) ïîëó÷èëàñü êîì-

ïëåêñíîé; ìíèìàÿ ÷àñòü ôóíêöèè

u yn�2 ( ) åñòåñòâåííî è ïî-ïðåæíå-

ìó áëèçêà ê íóëþ, à âåùåñòâåí-

íàÿ — ê u y( ).

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôè-

êè ôóíêöèé u y( ) è Re ( ( ))u yn�2 ,

n �100. Âèäíî, ÷òî â öåíòðàëüíîé
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Ò à á ë è ö à 3

n j u t
j

n( )0 u tn j
n

� 2 0( ) | ( ) ( ) |u t u t
j

n
n j

n
0 2 0� �

9

1 0.837359 0.989596 � 2.25 � �10 4 i 0.152

2 0.793899 0.802643 � 1.53 � �10 3 i 8.88 � �10 3

3 0.659800 0.697050 � 1.69 � �10 3 i 0.037

4 0.386976 0.415860 � 3.41 � �10 3 i 0.029

16

1 0.840203 0.999297 � 1.46 � �10 3 i 0.159

2 0.828962 0.819616 � 7.70 � �10 4 i 9.38 � �10 3

3 0.800871 0.805475 � 1.04 � �10 3 i 4.72 � �10 3

4 0.746084 0.771450 � 1.58 � �10 3 i 0.025

5 0.653504 0.695674 � 1.88 � �10 3 i 0.042

6 0.515333 0.560632 � 1.23 � �10 3 i 0.045

7 0.331954 0.363700 � 7.62 � �10 4 i 0.032

8 0.114833 0.119018 � 3.94 � �10 3 i 5.75 � �10 3

Ðèñ. 3

y

u y( )

Re ( ( ))u yn� 2

Ð
åø

åí
è

ÿ
ó
ð
àâ

í
åí

è
ÿ

(2
5
)



÷àñòè îòðåçêà [ , ]�1 1 ôóíêöèè ãðàôè÷åñêè ñîâïàäàþò, íî ïðè îòäàëåíèè îò öåíòðà

ýòîò ýôôåêò îñëàáåâàåò. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èìååò îò äâóõ äî ÷åòûðåõ òî÷íûõ

çíà÷àùèõ öèôð. Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ, ñ ïðèáëèæåíèåì ê êîíöó

îòðåçêà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîãðåøíîñòè ðàñòåò è åå ìîäóëü ïî-ïðåæíåìó ñîñòàâ-

ëÿåò 0.15–0.16. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ìîäóëÿ ðàçíîñòè ïðèáëèæåííî-

ãî è òî÷íîãî ðåøåíèé ïðè n �100 ñîñòàâèëî 0.043.

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ìî-

äåëüíîãî ãèïåðñèñíóãëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà (25)

ïîçâîëÿþò îöåíèòü ÷èñëåííóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà êàê ñðåäíþþ. Çàìå÷àíèå î ïðè-

êëàäíûõ çàäà÷àõ è ñðåäíåé ñõîäèìîñòè ìåòîäà, íåîáõîäèìîé äëÿ îöåíêè ëèíåé-

íûõ ôóíêöèîíàëîâ, ïî-ïðåæíåìó ñîõðàíÿåòñÿ; åãî îáåñïå÷èâàåò íåðàâåíñòâî (20).

Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ìî-

äåëüíûõ çàäà÷ ïîêàçûâàþò, ÷òî â îêðåñòíîñòÿõ êîíöîâ îòðåçêà [ , ]�1 1 òî÷íîå ðå-

øåíèå è âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðèáëèæåííîãî îòëè÷àþòñÿ íà äåñÿòûå äîëè åäèíè-

öû. Íî ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê öåíòðó îòðåçêà òî÷íîñòü âîçðàñòàåò: êîëè÷åñòâî

çíà÷àùèõ öèôð âåùåñòâåííîé ÷àñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ,

à ìíèìàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Íà ðèñ. 1 è 2 ôóíêöèè u y( ) è Re ( ( ))u yn�2 ïðè

n �100 ãðàôè÷åñêè ñîâïàäàþò âñþäó, êðîìå îêðåñòíîñòåé êîíöîâ îòðåçêà, à íà

ðèñ. 3 âèäíî ðàçëè÷èå ìåæäó òî÷íûì ðåøåíèåì è âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ïðèáëè-

æåííîãî. Áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, óâå-

ëè÷èâàÿ çíà÷åíèå n, îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ðåøåíèÿ çàäà÷ 1–3, ýòî íå ïîçâîëÿåò

ïîëíîñòüþ óñòðàíèòü íåòî÷íîñòè, âîçíèêàþùèå âáëèçè êîíöîâ îòðåçêà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì: â ñòàòüå ïðåäëîæåí íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà è äàíî

åãî îáîñíîâàíèå. Ïðîâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäè-

íñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäñòàâëåíà

îöåíêà íîðìû ðàçíîñòè ïðèáëèæåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé, à òàêæå ðåçóëüòàòû

ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷,

êîòîðûå èëëþñòðèðóþò ÷èñëåííóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà.
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Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî ÷èñåëüíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ã³ïåðñèíãóëÿð-
íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó. Äîâåäåíî òåîðåìó ³ñíóâàííÿ òà
ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó. Îòðèìàíî îö³íêó øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ íàáëèæåíîãî ðîç-
â’ÿçêó äî òî÷íîãî.
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O.V. Kostenko
A NUMERICAL METHOD OF SOLUTION OF A SYSTEM OF HYPERSINGULAR
INTEGRAL EQUATIONS OF SECOND KIND

Abstract. À numerical method of solution of a system of hypersingular integral
equations of second kind is presented. The existence and uniqueness theorems
are proved. The rate of convergence of the approximate solution to the exact
one was obtained.

Keywords: system of integral equations, numerical method, integral in sense of
Hadamard finite part, existence and uniqueness of solution, convergence rate.
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