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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äðîáíî-äèôôå-
ðåíöèàëüíóþ äèíàìèêó ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè êîíâåêòèâíî-äèô-
ôóçèîííîãî ïðîöåññà ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ ïðè ïëîñêî-âåðòèêàëüíîé óñòàíî-
âèâøåéñÿ ôèëüòðàöèè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è è èçëîæåíà ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ åå ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ. Ðàçðàáîòàíû ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòà äëÿ êëàñòåðíûõ ñèñ-
òåì, ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïàðàëëåëüíûõ àëãî-
ðèòìîâ äëÿ ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ïî ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè ðàññìàòðèâàåìîãî ìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåêëàññè÷åñêèå äèôôóçèîííûå ìîäåëè, íåðàâíîâåñíûé
âî âðåìåíè êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, ïëîñêî-âåðòèêàëüíàÿ ôè-
ëüòðàöèÿ â ïîðèñòîé ñðåäå, óðàâíåíèå äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì, óðàâíåíèå
äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà, êðàåâûå çàäà÷è, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïàðàë-
ëåëüíûå àëãîðèòìû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåñüìà àêòóàëüíû âîïðîñû ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ìàòåìàòè-

÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîé äèíàìèêè ðàñòâîðèìûõ âå-

ùåñòâ ïðè ôèëüòðàöèè èç èñòî÷íèêîâ çàãðÿçíåíèé ãðóíòîâûõ âîä (â ÷àñòíîñ-

òè, â àñïåêòå îõðàíû îêðóæàþùåé ñðåäû [1–7]), à òàêæå ïðîáëåìà ïîâûøåíèÿ

ñòåïåíè àäåêâàòíîñòè ñóùåñòâóþùèõ êîëè÷åñòâåííûõ ìîäåëåé äèôôóçèîííûõ

ïðîöåññîâ ïðè ôèëüòðàöèè â ãåîïîðèñòûõ ñðåäàõ. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ ãåî-

ïîðèñòûõ ñðåä è ñèñòåì ñî ñëîæíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðîé,

äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíû ýôôåêòû ïàìÿòè, ïðîñòðàíñòâåííîé íåëîêàëüíîñòè

è ñàìîîðãàíèçàöèè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíà-

ìèêè íåðàâíîâåñíûõ êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ êëàññè÷åñêèõ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì, è ïðîãðåññ â äàííîì ñëó-

÷àå äîñòèãàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, áàçèðóþùåãîñÿ íà ïðèìåíå-

íèè ôîðìàëèçìà äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïðèìåðû òàêîãî

ïîäõîäà èçëîæåíû, íàïðèìåð, â [6], ãäå âûïîëíåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-

íèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè

ïðîöåññà êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ ïðè óñòàíîâèâøåéñÿ

äâóõìåðíîé ïëàíîâîé íàïîðíîé ôèëüòðàöèè èç õðàíèëèùà ñòî÷íûõ âîä ê âîäî-

çàáîðó (ðåêå), è â [7], ãäå îïèñàíî ìîäåëèðîâàíèå óêàçàííîãî íåðàâíîâåñíîãî

äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ïðè ïëîñêî-âåðòèêàëüíîé óñòàíîâèâøåéñÿ ôèëüòðàöèè

èç ðåê, êàíàëîâ èëè ïîâåðõíîñòíûõ íàêîïèòåëåé ïðîìûøëåííûõ ñòîêîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ äâå íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðåäíàç-

íà÷åííûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåðàâíîâåñíîé äèíàìèêè ïðîöåññà êîíâåêòèâíîé

äèôôóçèè ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ ïðè ïëîñêî-âåðòèêàëüíîé óñòàíîâèâøåéñÿ ôè-

ëüòðàöèè â îáëàñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíî-íåðàâíî-

âåñíûé âî âðåìåíè êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûé ïðîöåññ â ïîðèñòîé ñðåäå

ñî ñëîæíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðîé, äëÿ êîòîðîé íå âûïîëíÿåò-

ñÿ êëàññè÷åñêèé çàêîí äèôôóçèè Ôèêà.
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Ðàññìîòðèì ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûé âî âðåìåíè ïðîöåññ êîíâåêòèâíîé äèô-

ôóçèè ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ â âîäîíàñûùåííîé ïîðèñòîé ñðåäå ñî ñëîæíîé

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðîé, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåðíî ñóùåñòâåííîå

âëèÿíèå ýôôåêòîâ ïàìÿòè. Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî çàêîíà äèôôóçèè Ôèêà

äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ çàïèøåì â âèäå [8]

� �
q x y t d C Cq( , , )� � � � �� � , (1)

ãäå
�
q — êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûé ïîòîê, C — êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðèìûõ

âåùåñòâ â æèäêîé ôàçå,
�
� — âåêòîð ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè, d — êîýôôèöèåíò

êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè (ãèäðîäèíàìè÷åñêîé äèñïåðñèè), � — îïåðàòîð Ãà-

ìèëüòîíà, �q — ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè ïîòîêà, x y t, , — ãåîìåòðè÷åñêèå è âðå-

ìåííàÿ ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1), óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà è óðàâíåíèÿ íåðàç-

ðûâíîñòè ïîòîêà [1] ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êîíâåêòèâíîé äèèôôóçèè â âèäå
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— îïåðàòîð Ëàïëàñà, � — ïîðèñòîñòü ñðåäû.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòåéøóþ ôèëüòðàöèîííóþ ñõåìó [9], ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ïëîñêî-âåðòèêàëüíîé óñòàíîâèâøåéñÿ ôèëüòðàöèè ñî ñâîáîäíîé ïî-

âåðõíîñòüþ èç êàíàëîâ (èëè óäëèíåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ íàêîïèòåëåé ïðîìûø-

ëåííûõ ñòîêîâ). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôèëüòðàöèîííîé çàäà÷è èç-

âåñòíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òå÷åíèÿ z f� ( )� , ãäå � � �� � i —

êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ (� — ïîòåíöèàë ñêîðîñòè òå÷åíèÿ, � — ôóíê-

öèÿ òîêà).

Ïåðåõîäÿ ââèäó ñëîæíîñòè êîíôèãóðàöèè îáëàñòè òå÷åíèÿ ê íîâûì íåçàâè-

ñèìûì ïåðåìåííûì ( , )� � — òî÷êàì ãåîìåòðè÷åñêè áîëåå ïðîñòîé îáëàñòè G�
êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ (ÿâëÿþùåéñÿ â äàííîì ñëó÷àå ãîðèçîíòàëüíîé

ïîëóïîëîñîé [9]), ïîëó÷àåì èç (2) ìîäåëüíîå óðàâíåíèå âèäà
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Â öåëÿõ èçó÷åíèÿ â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíà-

ìèêè íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ñôîðìó-

ëèðóåì äëÿ îáëàñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ G� ñîîòâåòñòâóþùóþ

êðàåâóþ çàäà÷ó âèäà
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C t C t t Qq( , , ) ( , , ) ( , , )� � � � � � �� � � � � � �0 0 0 0 , (5)

ãäå C1 — çàäàííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ íà âõîäå ôèëüòðàöè-

îííîãî ïîòîêà, C x y t0 ( , , ) — ôóíêöèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðà-

öèè, G� � � �� � � ��{( , ) : ,0 0� �� Q }, Q — ôèëüòðàöèîííûé ðàñõîä [9].
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû ñîîòíîøåíèÿìè
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ãäå � 0 — õàðàêòåðíûé ñêîðîñòíîé ïàðàìåòð.

Ïåðåõîäÿ â (3)–(5) ê íîâûì ïåðåìåííûì ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (6) è îïóñ-

êàÿ â äàëüíåéøåì â öåëÿõ óïðîùåíèÿ çàïèñè çíàê «øòðèõ», ïîëó÷àåì â îáëàñòè

G� � ��( , )0 (çäåñü G� � � � �� � � �� � �{ }( , ): ,0 0 1 ) êðàåâóþ çàäà÷ó

�
� �

� � � � � �
� � �

�

�

�
� � �

� �

�

	




C t

t
d C t

C t
q

q( , , )
( , ) ( , , )

( , , )2 ��
�

�


�
�
, (7)

C t
C

( , , ) ,
,

0 1 0
0 1

�
� � �

�
�

�
�

� �

, (8)

C t C t tq( , , ) ( , , ) ( , , )� � � � � � �� � � � � � �0 0 0 0 1 . (9)

(Îòìåòèì, ÷òî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè � � �2 ( , ) ïðèìåíèòåëüíî ê ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ôèëüòðàöèîííîé ñõåìå ïðèâåäåíî â [7]).

Èñêëþ÷àÿ èç (7)–(9) êîíâåêòèâíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïîäñòàíîâêîé
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Ïåðåõîäÿ â çàäà÷å (10)–(12) ê îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ïîëó÷àåì

çàäà÷ó
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ãäå w t u t( , , ) ( , , )–� � � �� 1, w t u t( ) ( , , ) ( , , )–0
0 1� � � �� , f v( , ) ( , )� � � � �� � 2 2 .

Â ñëó÷àå îñðåäíåíèÿ ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè ïî îáëàñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåí-

öèàëà òå÷åíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî v d2 ( , )� � �� �ñð
2 const , èìååì (â ïðåäïîëîæå-

íèè �, d � const) âìåñòî (13) óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
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Îòìåòèì, ÷òî íåòðóäíî ïîëó÷èòü çàìêíóòîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (16), (14),

(15) íà îñíîâå àëãîðèòìà, êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâíèõ ýòàïîâ êîòîðîãî ïðèâå-

äåíî äàëåå.

Ïðèìåíÿÿ ê çàäà÷å (16), (14), (15) èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî

ïåðåìåííûì � �, âèäà
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� � 	� � � � �� ��
�

2

0

1

0

, � 
n n n� �, , ,0 1 2� ,

ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè

�

�
� � � �

� ( , )
( ) � ( , )

�
( )

w t

t
b w t fn

n n q n
	

	 	 �
�

	
1

, (17)

� ( , ) � ( , ) ( )w t t tn n q	 � 	 �� � � � 0 , (18)

ãäå îáîçíà÷åíî

b
v

n n( ) ( )	
�

	 � �� � �
cp
2

2 2 2 ,
�

( ) ( , ) sin ( )cos ( )f f d dn n	



� � 	� � � � �� ��
�

2

0

1

0

,

� ( , ) ( , , ) sin ( )cos ( )( )� 	



� � 	� � � � �n nt w t d d� ��
�

2 0

0

1

0

.

Ðåøåíèå çàäà÷è (17), (18) ñîãëàñíî [10, 11] çàïèøåòñÿ â âèäå

� ( , ) � ( , ) exp ( ) exp ( )(w t b t b tn n q n nq q
	 � 	 � 	 	 �� �� � � � � �{ } { q

ns
d s

ds
ds

q

� �

�
� )

� ( , )
}

� 	

�

0

� � � ��
�� 	 	 ��

1

0

�
( ) exp ( )( )f b t s dsn n q

t

q
{ } (19)

(çäåñü exp ( )� 	
q

b tn{ }� — ôóíêöèÿ çàïàçäûâàþùåãî ïîòåíöèàëà [11]).

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè â îáëàñòü îðèãèíàëîâ ïî ãåîìåòðè÷åñ-

êèì ïåðåìåííûì � �, , ïîëó÷àåì ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (16), (14), (15)

â âèäå

w t w t dn n n

n

( , , ) cos ( ) � ( , ) sin ( )� �



 � � 	 	� 	�

�

�

�

��
2

00

,

ãäå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ � ( , )w tn 	 çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (19) è ââåäåíî

îáîçíà÷åíèå n

n

n
�

�

�

�
�
�

1 0

2 1

, ,

, .

Îòìåòèì, ÷òî, êàê ïîêàçàíî â [10, 11], äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè

ñ «÷èñòûì» çàïàçäûâàíèåì âèäà (16) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ êðàåâîé çàäà÷è ïîëíîñ-

òüþ îïðåäåëÿþò äèíàìèêó ïðîöåññà, ò.å. äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,

êîððåêòíîé ÿâëÿåòñÿ íå êðàåâàÿ çàäà÷à, à çàäà÷à Êîøè. Ýòî îáóñëîâëèâàåò íåîá-

õîäèìîñòü ðàçðàáîòêè íîâûõ ìîäåëåé íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ òèïà «êîíâåê-

öèÿ–äèôôóçèÿ», äëÿ êîòîðûõ ïîñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ êîð-

ðåêòíû. Îäíà èç òàêèõ ìîäåëåé, ðàññìîòðåííàÿ äàëåå, ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè íåðàâíîâåñíûõ âî âðåìåíè

êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ.
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ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ
ËÎÊÀËÜÍÎ-ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÃÎ ÂÎ ÂÐÅÌÅÍÈ ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎ-ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÃÎ
ÏÐÎÖÅÑÑÀ È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ äèôôóçèîííîãî ïîòîêà â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1) â ðÿä

Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè. Îãðàíè÷èâàÿñü äâóìÿ ïåðâûìè

÷ëåíàìè óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ðåëàêñàöèîííîãî çàêîíà

Ôèêà â âèäå
�

�
�

q
q

t
d C Cq�

�

�
� � � �� � . (20)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îáîáùåííîå óðàâíåíèå ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà [12]

� �D C qt
( ) � �div

�
0 (21)

âûïîëíåíî, ãäå � — ïîðèñòîñòü ñðåäû, Dt
( )� — îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà ïî ïåðåìåííîé t ïîðÿäêà � �( )0 1� � [13–15],

èç ñîîòíîøåíèÿ (20) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (21) ïîëó÷àåì îïðåäåëÿþùåå óðàâíå-

íèå ìîäåëè â âèäå

� � �� �( ) ( , , )( ) ( )D D C x y t d C Ct q t� � ���1 = �
�

( )0 1� �� . (22)

Îòñþäà ïðè � �1 èìååì óðàâíåíèå

� � �
�

�
�

�

�

	




�
�

�



�
�

� ��
t t

C d C Cq

2

2
= �

�
. (23)

Íåêîòîðûå êðàåâûå çàäà÷è êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ

ïðè ôèëüòðàöèè â ïîðèñòûõ ñðåäàõ, ïîñòàâëåííûå ñîãëàñíî ìîäåëè òèïà Êàòòà-

íåî [16], îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (23), ðàññìîòðåíû, íàïðèìåð, â [3, 17].

Â ðàìêàõ íåêëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè,

áàçèðóþùåéñÿ íà óðàâíåíèè (22), çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-

íîé äèíàìèêè íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà

â ñëó÷àå ïëîñêî-âåðòèêàëüíîé óñòàíîâèâøåéñÿ ôèëüòðàöèè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõ-

íîñòüþ èç ðåê èëè êàíàëîâ (ñîãëàñíî ôèëüòðàöèîííîé ñõåìå, ïðèâåäåííîé

â [9, ñ. 155]) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ â îáëàñòè G z � ��( , )0 ( G z — îáëàñòü òå÷åíèÿ)

óðàâíåíèÿ (22) ïðè ñëåäóþùèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ:

C C
Ñ

n
C x y C x y C x y

i

t�
�

�
�

�
� � � �1 00 0 0 0, , ( , , ) ( , ), ( , , ) , (24)

ãäå C1 — çàäàííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ íà âõîäå ôèëüòðàöè-

îííîãî ïîòîêà ñ ãðàíèöåé �, � i i( , )�1 2 — ãðàíèöû îáëàñòè ôèëüòðàöèè, ÿâëÿ-

þùèåñÿ ëèíèÿìè òîêà, C x y0 ( , ) — ôóíêöèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåí-

òðàöèè, n — âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé.

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå ñîáñòâåííî ôèëüòðàöèîííîé çàäà÷è èçâåñòíî (ò.å. èçâåñò-

íà [9] õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òå÷åíèÿ z f� ( )� ), ïåðåõîäÿ â çàäà÷å (22), (24)

ê íîâûì ïåðåìåííûì ( , )� � — òî÷êàì ãåîìåòðè÷åñêè áîëåå ïðîñòîé îáëàñòè êîì-

ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ G Q� � � � �� � � �� � �{ }( , ) : ,0 0 , èìååì

� � � � � � � � �
�

� �( ) ( , , ) ( , ) ( , , )( ) ( )D D C t d C t
C

t q t� � �
�

�

	�1 2 �


��

�


�� , (25)

(( , , ) ( , ))� � �t G� � ��0 ,
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C t C
C

Q

( , , ) ,
,

0 01
0

�
� � �

�
�

�
�

� �

, (26)

C C Ct( , , ) ( , ), ( , , ) ,� � � � � �0 0 00� � � (27)

ãäå Q — ôèëüòðàöèîííûé ðàñõîä, � — ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè [7, 9].

Ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå íîâûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû ñîîòíîøåíèÿìè

� � � � � �
	




�
�

�



�
�

� � � ��
�

�
� �

�

Q Q
t

Q
t C

C

C
C

C

C
, , , ,

/

0
2

1

1
0

0

1

,

� � � � � �
	




�
�

�



�
�

�
�

�
�

�
�

�

0

0
2

1

, ,

/

d
d

Q Q
q q (28)

è îïóñêàÿ â äàëüíåéøåì çíàê «øòðèõ», ïîëó÷àåì íà îñíîâå (25)–(27) â îáëàñ-

òè G� � ��( , )0 êðàåâóþ çàäà÷ó

� � � � � � �
�

� �( ) ( , , ) ( , )( ) ( )D D C t d C
C

t q t� � �
�

�

	



��

�


��

�1 2 � ( )0 1� �� , (29)

C t
C

( , , ) ,
,

0 1 0
0 1

�
� � �

�
�

�
�

� �

, (30)

C C Ct( , , ) ( , ), ( , , )� � � � � �0 0 00� � � , (31)

ãäå G� � � � �� � � �� � �{ }( , ) : ,0 0 1 — ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëóïîëîñà.

Äàëåå êðàòêî èçëàãàåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è (29)–(31).

ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÐÅØÅÍÈß ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåòî÷íóþ îáëàñòü

� � � � ��h i k j i kt ih i m h k k� � � � � � �{( , , ) : ( , ), ( . )) ( ,1 20 1 0 5 0 n�1),

t j j Nj � �� ( , )0 },

ãäå h
m

h
q

n
1

0
2

2

2 1
�

�
�

�
,

~
— øàãè ñåòêè ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ïåðåìåííûì � è �

ñîîòâåòñòâåííî, � — øàã ñåòêè ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé, �0 � const .

Îãðàíè÷èâ îáëàñòü êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ ñïðàâà íåêîòîðîé

ïðÿìîé � �� 0 (�0 1�� ) è çàäàâ íà íåé äîïîëíèòåëüíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (íà-

ïðèìåð, îäíîðîäíîå óñëîâèå Íåéìàíà), ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàññìàòðèâàå-

ìîé êðàåâîé çàäà÷å ñëåäóþùèé àíàëîã ëîêàëüíî-îäíîìåðíîé [18] ðàçíîñòíîé

ñõåìû À.À. Ñàìàðñêîãî:

�
� �� �

��
�2

1 2
0( ) ( )( ) ( )� �t q tC C dC C� � �� ,

(32)

�
� �� �

��
2

1 2( � � ) �( ) ( )� �t q tC C dC� �� . (33)

Çäåñü � , , , //
/C C C C C C t tj j j

j j� � � � �� �
�

1 1 2
1 2 � � , � t

( )� è � t
( )��1 — ðàç-

íîñòíûå àíàëîãè îïåðàòîðîâ äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dt
( )� è Dt

( )��1 ñî-

îòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì äèñêðåòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Dt
( )� îïðåäåëÿåòñÿ, íàïðè-
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ìåð, àíàëîãè÷íî [19], à äëÿ � t
( )��1 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

�
�

t
s

j

s
j s s sC b C C C( ) ( ) /�

( )
( )�

� �

�

�

� ��
�

� ��1

2
0

1 1 24

2
2 , (34)

�
�

t
s

j

s
j s s sC b C C C( ) ( ) / /

( )
( )�

� �

�

�

� ��
�

� ��1

2
0

1 2 1 24

2
2 , (35)

b j s j ss
j( ) [( ) ( ) ]� � � � �� � �� � � �1 1 11 ( j N� 0, ). (36)

Ðàñïèñûâàÿ â ñîîòíîøåíèÿõ (32), (33) ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ñ ó÷åòîì

(34)–(36) è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì íà ïîëóöåëîì è öåëîì âðåìåí-

íûõ ñëîÿõ ñèñòåìû óðàâíåíèé

A C B C S Cik i k
j

ik ik
j

ik i k
j

ik
j

�
� �

�
�� � �

1
1 2 1 2

1
1 2

,
/ /

,
/ � ( , ; , ; , )i m k n j N� � �1 1 0 , (37)

P C Q C P Cik i k
j

ik ik
j

ik i k
j

ik
j

, ,�
� �

�
�� � �

1
1 1

1
1 � ( , ; , ; , )i m k n j N� � �1 1 0 , (38)
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21 2 1 2
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( ( )� *
�

�

� 0

0

1

s

j

ïðè j� �1 0).

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåì (37), (38) ÿâëÿþòñÿ òðåõòî÷å÷íûìè è ýôôåê-

òèâíî ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè [18, 20]. Ïðè ýòîì ïðîãîíî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

èìåþò âèä
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�
�1 1

�
( , ; , ; , )i m k n j N� � �1 1 0 .

Äëÿ ñòàðòîâûõ çíà÷åíèé ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì

� � � �1 1 1 1
0 1 1 0k k

j
i i
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Îòìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà ïðîãîíêè äëÿ ñèñòåì (37), (38) ñëåäóåò èç

ôàêòà äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ â ìàòðèöàõ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ñèñòåì àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [18]. Ïîñëåäóþùèé ïåðåõîä â ôèçè÷åñêóþ îáëàñòü G z

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (9), (10) èç ðàáîòû [7].

ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÄËß ÊËÀÑÒÅÐÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ëîêàëüíî-îäíîìåðíóþ ñõåìó ðàñùåïëåíèÿ ñ ðåøåíèåì òðåõäèàãîíàëüíûõ ñèñ-

òåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ïðîãîíêè ìîæíî ðàñïàðàë-

ëåëèòü (àëãîðèòì 1) äëÿ êëàñòåðíûõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì êðàñíî-÷åðíîãî

âíàõëåñò ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ ïî àíàëîãèè ñî ñõåìîé, îïèñàííîé â [4].

Ïðè ðàçìåðå ( , )n m èñõîäíîé ñåòêè êàæäûé èç N ïðîöåññîâ âû÷èñëÿåò çíà÷å-

íèÿ ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ è èñêîìîé ôóíêöèè äëÿ N áëîêîâ ÿ÷ååê ðàç-
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� . Ïðÿìûå è îáðàòíûå øàãè ïðîãîíîê âûïîëíÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî

çà N øàãîâ, ïîñëå êàæäîãî èç êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ äàííûõ

ìåæäó ïðîöåññàìè.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà 1 ìîæíî îöåíèòü [4] êàê
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ãäå tc — ñóììà âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîé ïàðû ïðîãîíî÷-

íûõ êîýôôèöèåíòîâ, è âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ â îäíîé òî÷êå ïðè îáðàò-

íîì õîäå ïðîãîíêè, à t str ( ) — âðåìÿ ïåðåñûëêè áëîêà, ñîñòîÿùåãî èç s åäèíèö

îáðàáàòûâàåìûõ äàííûõ, ìåæäó ïðîöåññàìè ðàñïðåäåëåííîé ïðîãðàììû.

Çíà÷åíèÿ tc â ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìå ëèíåéíî çàâèñÿò îò íîìåðà øàãà ïî

âðåìåíè:

t t k tc c c� �0 . (42)

Ïîäñòàâëÿÿ (42) â (41), ïîëó÷àåì
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Ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà øàãà ïî âðåìåíè îñíîâíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæ-

íîñòü ñîçäàþò îïåðàöèè âû÷èñëåíèÿ ñóìì (39), (40), à íà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèò-

ìà çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå îêàçûâàþò áûñòðîäåéñòâèå ïîäñèñòåìû ïàìÿòè è ýô-

ôåêòèâíîñòü ðàáîòû êåøà. Ïîâûñèòü ïîñëåäíþþ ìîæíî ïóòåì ïðåäâàðèòåëüíîãî

(äî îñíîâíîãî öèêëà îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ) äâóõ-

óðîâíåâîãî ÷àñòè÷íîãî âû÷èñëåíèÿ óêàçàííûõ ñóìì (àëãîðèòì 1à). Ïðè ýòîì
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ôðàãìåíò àëãîðèòìà, èìåþùèé ñòðóêòóðó âèäà

for (i i n i� � � �0; ; )

for ( j j t j� � � �0; ; )

s s V i j� � ( , ),

ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùèé ôðàãìåíò:

for (k k t G k� � � �0; ( / ); )

for (i i n i� � � �0; ; )

for ( j j G j� � � �0; ; )

if (( )k G j t+ � � )

s s V i k G j� � + �( , ).

ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄËß ÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÐÎÂ

Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ è îáðàòíîãî õîäà ïðîãî-

íîê äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ ìîæíî ðàñïàðàëëåëèòü äëÿ

âûïîëíåíèÿ ãðàôè÷åñêèìè ïðîöåññîðàìè (GPU). Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõå-

ìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (àëãîðèòì 2):

— êàæäûé ïîòîê ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû ïðîâîäèò íåçàâèñèìûå âû÷èñëå-

íèÿ â ñòðîêå/êîëîíêå ÿ÷ååê ñåòêè;

— äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (àëãîðèòì 2à) ïðè âû÷èñëåíèè

ñóìì (39), (40) îäíó ñòðîêó/êîëîíêó ÿ÷ååê ìîæíî îáðàáàòûâàòü áëîêîì ïîòîêîâ,

êàæäûé èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåò ÷àñòè÷íóþ ñóììó, ïîñëå ÷åãî ïîòîê ñ èíäåêñîì 0

ñóììèðóåò ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ïðîâîäèò îñíîâíûå âû÷èñëåíèÿ;

— ïîñëå âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé íà øàãå àëãîðèòìà 1 íåîáõîäèìî ïåðåäàòü

èç ïàìÿòè GPU â ïàìÿòü öåíòðàëüíîãî ïðîöåññîðà (CPU) äàííûå, êîòîðûå äîëæíû

áûòü ïåðåäàíû äðóãîìó ïðîöåññó ðàñïðåäåëåííîé ïðîãðàììû. Àíàëîãè÷íî ïîñëå

ïîëó÷åíèÿ äàííûõ îò äðóãîãî ïðîöåññà èõ íóæíî ñêîïèðîâàòü â ïàìÿòü GPU;

— ïîñëå çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèé ðåçóëüòàò íåîáõîäèìî ñêîïèðîâàòü èç ïà-

ìÿòè GPU â ïàìÿòü CPU.

Áûñòðîäåéñòâèå àëãîðèòìà 2, êàê è àëãîðèòìà 1, ëèíåéíî çàâèñèò îò íîìåðà

øàãà ïî âðåìåíè è îò ðàçìåðà ñåòêè. Êîýôôèöèåíòû ýòèõ ëèíåéíûõ çàâèñèìîñ-

òåé ïðè ýòîì çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ GPU. Â ñëó÷àå,

êîãäà ïîñëåäíèé ñïîñîáåí âûïîëíÿòü âñå çàïóùåííûå ïîòîêè îäíîâðåìåííî è

m n� , ïîëó÷àåì
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ãäå t t
k

N
tgc gc

gc

t

� �0 — ñóììà âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîé

ïàðû ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ íà GPU; N t — êîëè÷åñòâî ïîòîêîâ â áëî-
êå, ïðîâîäÿùåì ïàðàëëåëüíîå âû÷èñëåíèå ñóìì (39), (40); t ls ( ) — âðåìÿ êîïè-
ðîâàíèÿ áëîêà, ñîñòîÿùåãî èç l åäèíèö îáðàáàòûâàåìûõ äàííûõ, èç ïàìÿòè
GPU â ïàìÿòü CPU è íàîáîðîò (áóäåì ñ÷èòàòü ýòî âðåìÿ îäèíàêîâûì).

Â îöåíêå (44) è â äàëüíåéøåì íå ó÷èòûâàåòñÿ âðåìÿ, êîòîðîå öåíòðàëüíûé ïðî-

öåññîð òðàòèò íà âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàöèè, â ÷àñòíîñòè, íà óïðàâëåíèå GPU.

ÊÎÌÁÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ

Äîïîëíèòåëüíîå óñêîðåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëå-

íèé êàê ãðàôè÷åñêèé, òàê è öåíòðàëüíûé ïðîöåññîð (àëãîðèòì 3):

— ïðè ïðîâåäåíèè âåðòèêàëüíûõ ïðîãîíîê âû÷èñëåíèÿ â áëîêå êîëîíîê

( , ..., )1 nx âûïîëíÿþòñÿ CPU ïàðàëëåëüíî ñ âû÷èñëåíèÿìè íà GPU â áëîêå êîëî-

íîê ( , , )n nx �1 � ;
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— ïðè ïðîâåäåíèè ãîðèçîíòàëüíûõ ïðîãîíîê âû÷èñëåíèÿ â áëîêå ñòðîê
( , , )1 � n y âûïîëíÿþòñÿ CPU ïàðàëëåëüíî ñ âû÷èñëåíèÿìè íà GPU â áëîêå ñòðîê
( , , )n my �1 � ;

— ïîñëå ïðîâåäåíèÿ âåðòèêàëüíûõ ïðîãîíîê âûïîëíÿåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè ìåæäó ïàìÿòüþ CPU è GPU: áëîê ÿ÷ååê

( , , ) ( , , )n n nx y� �1 1� � êîïèðóåòñÿ èç ïàìÿòè GPU â ïàìÿòü CPU, à áëîê ÿ÷ååê

( , ..., ) ( , ..., )1 1n n mx y� � — èç ïàìÿòè CPU â ïàìÿòü GPU;

— ñèíõðîíèçàöèÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå ïðîâåäåíèÿ

ãîðèçîíòàëüíûõ ïðîãîíîê.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà 3 â ñëó÷àå ðåøåíèÿ çàäà÷è îäíèì CPU è îäíèì

GPU ïðè m n� , n ny x� è äîïóùåíèè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âðåìåíè ïåðåäà÷è

äàííûõ ìåæäó ïàìÿòüþ CPU è GPU îò èõ îáúåìà (t l k ls s( ) � ) ìîæíî îöåíèòü êàê

T n n t n t k t n n t
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N
tx x c c x gc

gc

t
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2
0 0( , , ) max ( ), ( )� � � �
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� �4k n n ns x x( ). (45)

Ïðåäëàãàåòñÿ äâà ïîäõîäà ê âûáîðó ðàçìåðà nx:

— ôèêñèðîâàííûé âûáîð (àëãîðèòì 3à), íå òðåáóþùèé ìîäèôèêàöèè àëãî-

ðèòìà 3 è íå ó÷èòûâàþùèé çàâèñèìîñòè T n n tx3 ( , , ) îò íîìåðà øàãà ïî âðåìåíè.

Çäåñü ïðè t t� 1, t n t k t n n t
k

N
tx c c x gc

gc

t
1

2
0 1 0 1: ( ) ( )� � � �
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, áûñòðîäåéñòâèå âû-

÷èñëèòåëüíîé ÷àñòè àëãîðèòìà áóäåò áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ âûïîëíåíèåì íà

îäíîì GPU, îäíàêî ýòî óñêîðåíèå ìîæíî íèâåëèðîâàòü äîïîëíèòåëüíûì âðåìå-

íåì, òðàòÿùèìñÿ íà ñèíõðîíèçàöèþ äàííûõ. Ïðè t t� 1 ôèêñèðîâàííûé âûáîð

ñòàíîâèòñÿ íåýôôåêòèâíûì, òàê êàê îñíîâíîå âëèÿíèå íà áûñòðîäåéñòâèå àëãî-

ðèòìà áóäåò èìåòü CPU;

— äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå ïî ýâðèñòè÷åñêîìó êðèòåðèþ (àëãîðèòì 3á),

êîãäà çíà÷åíèå t1 îöåíèâàåòñÿ îïðåäåëåíèåì âðåìåíè âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé

íà êàæäîì øàãå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî t t1 2� , è âûáðàâ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå nx , ñòðîèì ëè-

íåéíóþ çàâèñèìîñòü T n n tx3 ( , , ) îò t . Íà äàëüíåéøèõ øàãàõ ïðè t t� 2 îòñëåæèâà-

åòñÿ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè, ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòüþ îïðåäåëåííîãî âðåìå-

íè T n n tx3 ( , , ). Øàã t t, 1 òîãäà, êîãäà òî÷íîñòü ñòàíîâèòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëü-

íîé. Ïðè ýòîì, ñ÷èòàÿ, ÷òî áûñòðîäåéñòâèå GPU áîëüøå áûñòðîäåéñòâèÿ CPU,

óìåíüøàåì n k nx n x1 � , ãäå kn � 1 — çàäàííàÿ êîíñòàíòà.

Ïðè èçìåíåíèè ðàçìåðà nx â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî âûïîëíèòü

äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè ñèíõðîíèçàöèè: ïåðåäàòü èç ïàìÿòè CPU â ïàìÿòü

GPU âñå ðàíåå âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â áëîêàõ

( , ..., ) ( , , )n n nx x x1 1 1� � � è ( , .... , ) ( , , )1 11 1n n nx x x� � � ÿ÷ååê ñåòêè.

ÒÅÑÒÈÐÎÂÀÍÈÅ ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈß ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ
ÄËß ÊËÀÑÒÅÐÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Íà êëàñòåðå ÑÊ²Ò-4 Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàè-

íû ïðîâåäåíû äâå ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ àëãîðèòìàìè, âû-

ïîëíÿþùèìèñÿ íà CPU (àëãîðèòì 1). Â ïåðâîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ çàäà÷à

(37), (38) ðåøàëàñü íà îäíîì CPU ïðè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðàõ ñåòêè (500�500,

750�750, 1000�1000 è 1500�1500). Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïîäòâåðæäàþò

ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âðåìåíè ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé íà îäíîì øàãå îò åãî

íîìåðà è êâàäðàòè÷íóþ çàâèñèìîñòü îò ðàçìåðîâ ñåòêè.

Âî âòîðîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ çàäà÷à ñ ðàçìåðîì ñåòêè 3000�3000 ðåøà-

ëàñü ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ïðîöåññîâ. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñ-
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òè âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà 1 îò íîìåðà øàãà ïî âðåìåíè (êðèâàÿ 1 ñîîòâåò-

ñòâóåò îäíîìó ïðîöåññó, êðèâàÿ 2 — äâóì ïðîöåññàì, êðèâàÿ 3 — ÷åòûðåì

ïðîöåññàì, êðèàâÿ 4 — âîñüìè ïðîöåññàì è êðèâàÿ 5 — äâåíàäöàòè ïðîöåññàì),

à òàêæå àëãîðèòìà 1à (êðèâàÿ 6 ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ïðîöåññó). Â ýòîì ñëó÷àå

ñîõðàíÿþòñÿ çàâèñèìîñòè, õàðàêòåðíûå äëÿ ïåðâîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ, à òàê-

æå íàáëþäàåòñÿ ñíèæåíèå áûñòðîäåéñòâèÿ âñëåäñòâèå íåýôôåêòèâíîãî èñïîëü-

çîâàíèÿ êåøà àëãîðèòìîì 1 (êðèâàÿ 1) è íèâåëèðîâàíèå ýòîãî íåãàòèâíîãî ýô-

ôåêòà àëãîðèòìîì 1à (êðèâàÿ 6).

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíî óñêîðåíèå ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà íà øàãàõ ïî âðåìå-

íè äëÿ êëàñòåðíûõ ñèñòåì (êðèâûå 1–4) è åãî îöåíêà (êðèâûå 1' –4' ) ïî ôîðìó-

ëå (43) ñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ïðîöåññîâ (êðèâûå 1 è 1' ñîîòâåòñòâóþò äâóì

ïðîöåññàì, êðèâûå 2 è 2' — ÷åòûðåì ïðîöåññàì, êðèâûå 3 è 3' — âîñüìè ïðîöåñ-

ñàì, à êðèâûå 4 è 4' — äâåíàäöàòè ïðîöåññàì), ãäå ïðè íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå

èñïîëüçîâàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ îöåíêà àëãîðèòìà 1 äîñòàòî÷íî òî÷-

íàÿ, òîãäà êàê ïðè èõ óâåëè÷åíèè òî÷íîñòü ñíèæàåòñÿ.

ÒÅÑÒÈÐÎÂÀÍÈÅ ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈß ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ
ÄËß ÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÐÎÂ

Àíàëîãè÷íî òåñòèðîâàíèþ CPU-àëãîðèòìîâ ïðîâåäåíû äâå ñåðèè âû÷èñëè-

òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äàííûå êàñàòåëüíî ðåøåíèÿ çàäà÷è (37), (38) íà îä-

íîì GPU àëãîðèòìîì 2à ïðè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðàõ ñåòêè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3,

ãäå êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåðó ñåòêè 500 500� , êðèâàÿ 2 — ðàçìåðó

750 750� , êðèâàÿ 3 — ðàçìåðó 1000 1000� , êðèâàÿ 4 — ðàçìåðó 1500 1500� .

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå èìååì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âðåìåíè ïðîâåäåíèÿ âû-

÷èñëåíèé îò íîìåðà øàãà, îäíàêî åå êîýôôèöèåíòû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì äëÿ

CPU-àëãîðèòìîâ. Çàâèñèìîñòü îò ðàçìåðîâ ñåòêè îñòàåòñÿ êâàäðàòè÷åñêîé

âñëåäñòâèå íåâûïîëíåíèÿ íà ðåàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ äîïóùåíèé,

ñîãëàñíî êîòîðûì ïî ôîðìóëå (44) ýòà çàâèñèìîñòü äîëæíà áûòü ëèíåéíîé.

Âòîðàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñîñòîÿëà â ðåøåíèè àëãîðèòìîì 2à çàäà÷è

ñ ðàçìåðîì ñåòêè 3000�3000 ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà ãðàôè-

÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ (íà ðèñ. 4 êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò äâóì GPU, êðèâàÿ 2 — ÷å-

òûðåì GPU, êðèâàÿ 3 — âîñüìè GPU, êðèâàÿ 4 — äâåíàäöàòè GPU). Ðåçóëüòàòû

ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè íàëè÷èå ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé, àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àþ

ðåøåíèÿ çàäà÷è îäíèì GPU. Òàêæå ñðàâíèâàëîñü áûñòðîäåéñòâèå áàçîâîãî àëãî-

ðèòìà 2 è ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà 2à, êîòîðûé íà ñåòêàõ ðàçìåðà îò

500�500 äî 1500�1500 ïðè ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ íà 25 øàãàõ ïî âðåìåíè ïîêàçàë

ïðèáëèçèòåëüíî íà 5 % áîëüøåå áûñòðîäåéñòâèå.
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Òî÷íîñòü îöåíêè âðåìåíè ðàáîòû ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ êëàñòåðîâ

ñ ãðàôè÷åñêèìè ïðîöåññîðàìè àíàëîãè÷íî ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì äëÿ

CPU-àëãîðèòìà, ñíèæàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ GPU.

Îòìåòèì ñóùåñòâåííî áîëüøåå (äî 10-êðàòíîãî) óñêîðåíèå GPU-àëãîðèòìîâ

ïðè èõ ìåíüøåé ìàñøòàáèðóåìîñòè: ïðè èñïîëüçîâàíèè 12 GPU ïî ñðàâíåíèþ

ñ 12 CPU-ÿäðàìè ïîëó÷åíî òîëüêî äâóêðàòíîå óñêîðåíèå äëÿ çàäà÷è ñ ñåòêîé ðàç-

ìåðà 3000�3000.

ÒÅÑÒÈÐÎÂÀÍÈÅ ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈß ÊÎÌÁÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Òåñòèðîâàíèå êîìáèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîãî GPU ïðî-

âåäåíî íà ñåòêå ðàçìåðà 1500�1500. Ôèêñèðîâàííîå (èëè íà÷àëüíîå) çíà÷åíèå nx

ïðèíÿòî ðàâíûì kn, ãäå k — çàäàííîå ÷èñëî, à ìíîæèòåëü kn � 0 5. äëÿ àëãîðèò-

ìà 3á. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò îïèñàííûå òåîðåòè÷åñêèå îæèäà-

íèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâåííîå óõóäøåíèå áûñòðîäåéñòâèÿ àëãîðèòìà 3à â ïðî-

öåññå ðåøåíèÿ ïðè ëó÷øåì íà÷àëüíîì áûñòðîäåéñòâèè (òåñòèðîâàíèå ïðè k � 0.1)

è ýôôåêòèâíîñòü äèíàìè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà k â àëãîðèòìå 3á.

Äëÿ çàäà÷è ñ ðàçìåðîì ñåòêè 1500�1500 íà 25 øàãàõ ïî âðåìåíè íàèáîëüøåå

óñêîðåíèå îò èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà 3à (ïðè k � 005. ) ïî ñðàâíåíèþ ñ GPU-àë-

ãîðèòìîì 2 ñîñòàâèëî 4.5%. Ïðè äàëüíåéøåì ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé óñêîðåíèå

ñíèæàåòñÿ è àëãîðèòì ñòàíîâèòñÿ íåýôôåêòèâíûì. Äëÿ àëãîðèòìà 3á íàèëó÷øåå

óñêîðåíèå ïîëó÷åíî ïðè k � 0.1 è ñîñòàâèëî 5 %. Ïðè äàëüíåéøåì ïðîâåäåíèè

âû÷èñëåíèé óñêîðåíèå â äàííîì ñëó÷àå òàêæå ñíèæàåòñÿ è ïðè nx � 0 àëãîðèòì

3á ñòàíîâèòñÿ èäåíòè÷íûì àëãîðèòìó 2.

Íà çàäà÷àõ ñ ðàçìåðîì ñåòêè, ìåíüøèì 1500�1500, êîìáèíèðîâàííûå àëãî-

ðèòìû âñëåäñòâèå ñóùåñòâåííîãî âðåìåíè, òðàòÿùåãîñÿ íà ñèíõðîíèçàöèþ äàí-

íûõ, ïîêàçûâàëè ìåíüøåå áûñòðîäåéñòâèå ïî ñðàâíåíèþ ñ GPU-àëãîðèòìîì.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ ñåòêîé ðàçìåðà 3000�3000 íåñêîëüêèìè GPU è CPU

ýôôåêòèâíîñòü îò ïðèìåíåíèÿ êîìáèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ áûëà ïîëó÷åíà

òîëüêî ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè ðåøåíèÿ íà äâà GPU (1.5 % óñêîðåíèÿ ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà 3á íà 25 øàãàõ ïî âðåìåíè). Ïðè äàëüíåéøåì ìàñøòàáè-

ðîâàíèè ãðàíóëÿðíîñòü âû÷èñëåíèé ñíèæàåòñÿ è êîìáèíîâàííûå àëãîðèòìû ñòà-

íîâÿòñÿ íåýôôåêòèâíûìè.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ ÏÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÞ
ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÌÈÃÐÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïðîöåññà ìèãðàöèè ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ

â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé íåêëàññè÷åñêîé êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîé ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè âûïîëíåíî îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿ-
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åìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (28) äëÿ ôèëüòðàöèîííîé ñõåìû, ïðèâåäåííîé â [7, 9],

ïðè íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîëÿ êîíöåíòðàöèé C ( , , )� � 0 0* . Íåêîòîðûå èç

ïîëó÷åííûõ ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîâ ãðàôè÷åñêè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5–9 è ñîîò-

âåòñòâóþò äèíàìèêå ïîëåé êîíöåíòðàöèé âäîëü ëèíèè òîêà � � 0.

Îáîçíà÷èì M M M M1 2 3 4, , , ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, áàçèðóþùèåñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî íà ñëåäóþùèõ óðàâíåíèÿõ:

� �
�

�
� � ��

C

t
d C C�

�
, (M1)

� � �
�

�
�

�

�
� � ��

C

t

C

t
d C Cq

2

2
�

�
, (M 2 )

� ��D C d C Ct
( ) � � ���

�
, (M 3 )

� � �� �( ( ) ( )D C D C d C Ct q t� � � ���1 �
�

. (M 4 ).

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü M1 — ýòî êëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-

äåëü êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè [1, 2, 9], M 2 — ðåëàêñàöèîííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü òèïà Êàòòàíåî [12, 16, 19], M 3 è M 4 — äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþ-

ùèå âûâîäû îá îñîáåííîñòÿõ äèíàìèêè ïîëåé êîíöåíòðàöèé ðàñòâîðèìûõ âå-

ùåñòâ â ðàìêàõ èçó÷àåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè M 4 , à òàêæå îòíîñèòåëüíî

äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïåðå-

÷èñëåííûõ âûøå.

1. Íà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ

êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà

äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé âîçìîæíû ðàçíûå ñöåíàðèè ïîâå-

äåíèÿ âî âðåìåíè êîíöåíòðàöèîííûõ

êðèâûõ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ôè-

ëüòðàöèîííîé îáëàñòè, îáùåé îñîáåí-

íîñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå êàê

èíòåðâàëîâ âðåìåíè ñ çàïàçäûâàíèåì

ôîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöèé

â ðàìêàõ íåêëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñ-

êèõ ìîäåëåé ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè-
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÷åñêîé ìîäåëüþ M1, òàê è âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî îïå-

ðåæåíèå ôîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöèé â ðàìêàõ íåêëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ïî

ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå êðèâûõ êîíöåíòðàöèè âî

âðåìåíè â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ( . , )0 12 0 îáëàñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà (êðè-

âàÿ 1 ïðè � �1, �q � 0; êðèâàÿ 2 ïðè � �1, �q � 0.01; êðèâàÿ 3 ïðè � � 0.8, �q � 0;

êðèâàÿ 4 ïðè � � 0.8, �q � 0.01).

2. Íà áîëåå ïîçäíèõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà

èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîå çàïàçäûâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ ïîëåé êîíöåíòðàöèé â ðàìêàõ

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè M 4 êàê ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè-

÷åñêîé ìîäåëüþ M1, òàê è ñ ìîäåëüþ òèïà Êàòòàíåî M 2 (ñì. ðèñ. 6, ãäå ïîêàçàíû

êîíöåíòðàöèîííûå êðèâûå âäîëü ëèíèè ñèììåòðèè òå÷åíèÿ � � 0 äëÿ çíà÷åíèé

� � 0.8, �q � 0.01 (êðèâûå 1–5) è çíà÷åíèé � � 1.0, �q � 0.01 (êðèâûå 1'–5') â äèñê-

ðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè (êðèâûå 1, 1' ïðè t �1; êðèâûå 2, 2' ïðè t �10; êðèâûå 3, 3'

ïðè t �102; êðèâûå 4, 4' ïðè t �103; êðèâûå 5, 5' ïðè t �104)).

3. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíöåíòðàöèîííîãî ïîëÿ â ðàìêàõ

ìîäåëåé M 3 è M 4 óêàçûâàåò íà íàëè÷èå ñâîéñòâà ïðåèìóùåñòâåííî óñêîðåííî-

ãî ïðîäâèæåíèÿ ôðîíòà êîíöåíòðàöèè, íàéäåííîãî ñîãëàñíî ìîäåëè M 4 , ïî

ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòîì ìîäåëèðîâàíèÿ ñîãëàñíî ìîäåëè M 3 . Ïðè ìàëûõ çíà-

÷åíèÿõ ïàðàìåòðà �q ýòî ÿâëåíèå õàðàêòåðíî äëÿ íà÷àëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà (ñì.

ðèñ. 7, ãäå ïîêàçàíû êðèâûå êîíöåíòðàöèè âäîëü ëèíèè � � 0 äëÿ çíà÷åíèé

� � 0.8, �q � 0 (êðèâûå 1–3) è çíà÷åíèé � � 0.8, �q � 0.01 (êðèâûå 1'–3') â ôèêñè-

ðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè (êðèâûå 1, 1' ïðè t � 0.01; êðèâûå 2, 2' ïðè t � 0.1;

êðèâûå 3, 3' ïðè t � 1.0)), à çàòåì ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî îáå-

èì ìîäåëÿì ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò (ñì. ðèñ. 8, ãäå ïîêàçàíà äèíàìèêà òåõ æå

êðèâûõ äëÿ äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñòàäèé ìèãðàöèîí-

íîãî ïðîöåññà (êðèâûå 1, 1' ïðè t �1; êðèâûå 2, 2' ïðè t �10; êðèâûå 3, 3' ïðè t �

102; êðèâûå 4, 4' ïðè t �103; êðèâûå 5, 5' ïðè t �104)). Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà �q óêàçàííîå ñâîéñòâî ïðîÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íà íà÷àëüíîé, íî è íà

çíà÷èòåëüíî áîëåå óäàëåííûõ îò íåå ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ ïðîöåññà «êîíâåê-

öèÿ–äèôôóçèÿ» (ñì. ðèñ. 9, ãäå ïîêàçàíû êðèâûå êîíöåíòðàöèè äëÿ çíà÷åíèé

� � 0.8, �q �100 (êðèâûå 1–3) è çíà÷åíèé � � 0.8, �q � 0 (êðèâûå 1'–3') â ôèêñèðî-

âàííûå ìîìåíòû âðåìåíè (êðèâûå 1, 1' ïðè t �103 ; êðèâûå 2, 2' ïðè t �104 ; êðè-

âûå 3, 3' ïðè t �105; � � 0)).
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå èçó÷åíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ

íåðàâíîâåñíîé äèíàìèêè ïðîöåññà êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ

ïðè ïëîñêî-âåðòèêàëüíîé óñòàíîâèâøåéñÿ ôèëüòðàöèè â îáëàñòÿõ ñî ñâîáîäíûìè

ãðàíèöàìè. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äðîáíî-äèôôåðåí-

öèàëüíóþ äèíàìèêó ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè êîíâåêòèâíî-äèôôó-

çèîííîãî ïðîöåññà â ïîðèñòîé ñðåäå ñî ñëîæíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé

ñòðóêòóðîé. Ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà ñîîòâåòñòâóþùåé óêàçàííîé ìîäåëè êðàåâîé

çàäà÷è è ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ åå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ðàçðàáî-

òàíû ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòà äëÿ êëàñòåðíûõ ñèñòåì, ïðèâåäåíû ðå-

çóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ãðàôè÷åñ-

êèõ ïðîöåññîðîâ. Ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå èòîãîâûå ðåçóëüòàòû

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè ðàññìàòðèâàåìîãî ìèã-

ðàöèîííîãî ïðîöåññà.
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Â.Ì. Áóëàâàöüêèé, Â.À. Áîãàºíêî
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÄÈÍÀÌ²ÊÈ ÍÅÐ²ÂÍÎÂÀÆÍÈÕ Ó ×ÀÑ²
ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎ-ÄÈÔÓÇ²ÉÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑ²Â Â ÎÁËÀÑÒßÕ Ç Â²ËÜÍÈÌÈ ÌÅÆÀÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ùî îïèñóº äðîáîâî-äèôåðåí-
ö³àëüíó äèíàì³êó ëîêàëüíî-íåð³âíîâàæíîãî ó ÷àñ³ êîíâåêòèâíî-äèôóç³éíîãî
ïðîöåñó ðîç÷èííèõ ðå÷îâèí ïðè ïëîñêî-âåðòèêàëüí³é óñòàëåí³é ô³ëüòðàö³¿
ç â³ëüíîþ ìåæåþ. Íàâåäåíî ïîñòàíîâêó â³äïîâ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ ³ íàâå-
äåíî ìåòîäèêó îòðèìàííÿ ¿¿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó. Ðîçâèíóòî ïàðàëåëüí³
àëãîðèòìè ðîçðàõóíêó äëÿ êëàñòåðíèõ ñèñòåì, íàâåäåíî ðåçóëüòàòè òåñòó-
âàííÿ øâèäêîä³¿ ïàðàëåëüíèõ àëãîðèòì³â äëÿ ãðàô³÷íèõ ïðîöåñîð³â òà ðå-
çóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ç ìîäåëþâàííÿ äèíàì³êè ðîçãëÿíóòîãî
ì³ãðàö³éíîãî ïðîöåñó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íåêëàñè÷í³ äèôóç³éí³ ìîäåë³, íåð³âíîâàæíèé ó ÷àñ³ êîíâåê-
òèâíî-äèôóç³éíèé ïðîöåñ, ïëîñêî-âåðòèêàëüíà ô³ëüòðàö³ÿ ó ïîðèñòîìó ñåðå-
äîâèù³, ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ ç çàï³çíåííÿì, ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ äðîáîâîãî ïîðÿä-
êó, êðàéîâ³ çàäà÷³, íàáëèæåí³ ðîçâ’ÿçêè, ïàðàëåëüí³ àëãîðèòìè.

V.Ì. Bulavatsky, V.A. Bogaenko
MATHEMATICAL MODELLING OF DYNAMICS OF NONEQUILIBRIUM IN TIME
CONVECTIVE DIFFUSION PROCESS IN A DOMAIN WITH FREE BOUNDARY

Abstract. The authors construct a mathematical model to describe the dynamics
of fractional-differential locally nonequilibrium in time convection-diffusion
process of soluble substances in the plain-vertical steady-state filtration with
a free boundary. The statement of the respective boundary-value problem is
presented and the technique of obtaining its approximated solution is set up.
Developed parallel algorithms of calculation for cluster systems, the results of
testing of response parallel algorithms for the GPU and results of numerical
experiments on simulation of dynamics of considered migration process are
adduced.

Keywords: non-classical diffusion models, non-equilibrium in times convective-
diffusion process, plainly-vertical filtration in porous medium, diffusion equation
with delay, fractional diffusion equation, boundary value problems, approximated
solutions, parallel algorithms.
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