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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ëèíåéíîé áåçóñëîâíîé çàäà÷è êîìáè-
íàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ ñî ñòîõàñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííî-
ñòüþ. Ìèíèìóì ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñðàâ-
íåíèÿ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà ðåøåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ñâîé-
ñòâà ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíî ñôîðìóëèðîâàííûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷.
Ïðåäëîæåí òàêæå ðåäóêöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíîé áåçóñëîâíîé çà-
äà÷è êîìáèíàòîðíîé ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ, îñíîâàí-
íîé íà ïîëó÷åííûõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: åâêëèäîâà çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, çàäà÷à
îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ, ñòîõàñòè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü, ñòîõàñòè-
÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ, ñòîõàñòè÷åñêàÿ êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òåîðèÿ è ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [1–10] â íàñòîÿùåå âðåìÿ

àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ íà îñíîâå ïîãðóæåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ â

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî â ðàìêàõ åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-

öèè [4–10]. Ðàçâèòèå åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, íåîáõîäè-

ìîñòü ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìîäåëåé â óñëîâèÿõ íåïîëíîé èíôîðìàöèè

ïðèâåëî ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷ ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè íåîïðåäåëåííîñòè,

â òîì ÷èñëå âåðîÿòíîñòíîé. Èçó÷åíèþ çàäà÷ ñî ñòîõàñòè÷åñêîé íåîïðåäå-

ëåííîñòüþ ïîñâÿùåíà äîñòàòî÷íî îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ (íàïðè-

ìåð, [11–16]), îäíàêî âîïðîñ î ðåøåíèè çàäà÷, â êîòîðûõ èìåþò ìåñòî

êàê êîìáèíàòîðíûå îãðàíè÷åíèÿ, òàê è âåðîÿòíîñòíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü,

íåäîñòàòî÷íî èçó÷åí.

Â ðàáîòàõ [7–9] èçëîæåí ïîäõîä ê ïîñòàíîâêàì åâêëèäîâûõ çàäà÷ êîìáèíà-

òîðíîé îïòèìèçàöèè ñ âåðîÿòíîñòíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ, îñíîâàííûé íà ââåäå-

íèè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îäèí èç ðàññìîòðåí-

íûõ ïîðÿäêîâ ââîäèòñÿ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå ïî íåêîòîðîìó îòíîøåíèþ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè [7]. Òàêîé ïîðÿäîê òåñíî ñâÿçàí ñ îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ íà

ìíîæåñòâå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòàíîâêà ñòîõà-

ñòè÷åñêèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ íà îñíîâå ââåäåíèÿ îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ,

à òàêæå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü

ïîñòðîåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿþò íåêîòîðûå

ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è. Òàêæå îáîñíîâàí ðåäóê-

öèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíîé ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà-

÷è: ðàçáèåíèå èñõîäíîé çàäà÷è íà ïîäçàäà÷è ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÏÎÍßÒÈß È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Îïðåäåëèì äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû A õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð â âèäå

H A h A h As( ) ( ( ) ( ))� � �1 � , ãäå h Ai ( ), i J ss� � { }1 2, , ..., , — íåêîòîðûå ÷èñëîâûå

õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû A (çäåñü è äàëåå Jn îáîçíà÷àåò ìíîæå-

ñòâî n ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

âåêòîð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 3 141

© Î.À. Åìåö, Ò.Í. Áàðáîëèíà, 2016



h aA bB a h A b h Bi i i
i i( ) ( ) ( )� � �� � � �i J s, (1)

ãäå A B, — íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, a b R, � 1 — äåéñòâèòåëüíûå

÷èñëà, � i Z� — öåëûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè â óñëîâèè (1) ìîæåò áûòü ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå èëè äèñïåðñèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ M ( )� è äèñïåðñèè D( )� [17] ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òàêèõ ñîîòíîøåíèé:

M aA bB aM A bM B( ) ( ) ( )� � � (ïðè � �1), D aA bB a D A b D B( ) ( ) ( )� � �2 2 ( )� � 2 .

Ïóñòü � l îáîçíà÷àåò ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå â s-ìåðíîì åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. äëÿ ëþáûõ u u R s, 	 � ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ u ul� 	,

åñëè ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà ðàçíîñòè u u
 	 îòðèöàòåëüíà. Áóäåì çàïèñû-

âàòü u ul� 	 , åñëè u ul� 	 èëè u u� 	.
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû A è B óïîðÿäî÷åííûìè

â íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå� (è îáîçíà÷èì ýòî A B� ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

H A H Bl( ) ( )� .

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì

(åñëè H A H Bl( ) ( )� è H B H Cl( ) ( )� , òî H A H Cl( ) ( )� ) è ïîëíûì [18] (òàê êàê

äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ H A( ) è H B( ) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñîîòíîøåíèé:

H A H Bl( ) ( )� ëèáî H B H Al( ) ( )� , òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

A è B èìååì A B� ëèáî B A� ). Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå� ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíè-

åì ïðåäïî÷òåíèÿ [16]. Êàê èçâåñòíî [16], ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì â ìíîæåñòâå

�, íà êîòîðîì çàäàíî îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò A �� òàêîé,

÷òî A B� äëÿ âñåõ B ��.

Ïóñòü X X X X k� � �( , )1 2 � — ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ðàññìîò-

ðèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ C X c Xj j

j

k

( ) �
�


1

, ãäå c Rj � 1, X j �� � �j Jk , ïðè÷åì

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè òàêæå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó � ïðè ëþáûõ X j �� � �j Jk .

Òîãäà ëèíåéíàÿ çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè íà íåêîòîðîé îáëàñòè D ñî-

ñòîèò â íàõîæäåíèè ìèíèìóìà è ìèíèìàëè ôóíêöèè C X( ) ïðè óñëîâèè X D� .

Â ÷àñòíîñòè, îáëàñòü D ìîæåò áûòü åâêëèäîâûì êîìáèíàòîðíûì ìíîæå-

ñòâîì, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî äàíî â [6]. Ïîä ìóëüòèìíîæåñòâîì G ïîíèìàåì ñî-

âîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå. Ëþáîå ìóëüòè-

ìíîæåñòâî G g g� � �{ }1 � � ìîæíî çàäàòü åãî îñíîâîé S G( ) , ò.å. êîðòåæåì âñåõ

åãî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, è êðàòíîñòüþ — ÷èñëîì ïîâòîðîâ êàæäîãî ýëåìåíòà

îñíîâû. Êîðòåæ êðàòíîñòåé â ïîðÿäêå, ñîîòâåòñòâóþùåì ýëåìåíòàì îñíîâû,

íàçûâàþò ïåðâè÷íîé ñïåöèôèêàöèåé è îáîçíà÷àþò [ ]G . Åâêëèäîâûì êîìáèíà-

òîðíûì ìíîæåñòâîì íàçûâàþò ìíîæåñòâî, ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå óïîðÿäî÷åííûå k-âûáîðêè èç ìóëüòèìíîæåñòâà

G g g� � �{ }1 � � âèäà

( , )g g gi i ik1 2
� �� , (2)

g Gij
� , i ij t� � �i i Jj t n, , � �j t Jk, . Ïðèìåðàìè åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ

ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ [6] îáùåå ìíîæåñòâî ðàçìåùåíèé E Gk
� ( ) — ìíîæåñòâî

âñåõ k-âûáîðîê âèäà (2) èç ìóëüòèìíîæåñòâà G, îáùåå ìíîæåñòâî ïåðåñòàíî-

âîê E G E G� �
�( ) ( )� .

Ââåäåíèå ïîíÿòèÿ åâêëèäîâîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà ïîçâîëÿåò âûäå-

ëèòü èç çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé ïðèðîäû êëàññ çàäà÷, â êîòîðûõ äîïóñòèìîå ìíî-

æåñòâî ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâîì. Â ÷àñòíîñòè, åâêëè-

äîâà áåçóñëîâíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ ñ ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíê-
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öèåé çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ïàðû � �L x x( ),* * (ñîñòîÿùåé èç ýêñòðåìóìà è

ýêñòðåìàëè) òàêîé, ÷òî

L x c x
x E G

j j

j

k

k
( )*

( )
�

� �
extr

� 1

, x c x
x E G

j j

j

k

k

*

( )

�
� �

argextr

� 1

, (3)

ãäå x x x Rk
k� � � �( )1 � , c Rj � 1 � �j Jk . Êðèòåðèé ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) óñòàíàâ-

ëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 [10]. Ïóñòü ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà â çàäà÷å (3) óïîðÿäî÷åíû

ïî íåóáûâàíèþ, à êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

c c c c c cp p p p p ks1 2 2 31 1� � � � � � � � �
 
� � � � ,

ïðè÷åì r — íàèáîëüøèé èíäåêñ òàêîé, ÷òî cpr
� 0 , à t — íàèìåíüøèé èíäåêñ

òàêîé, ÷òî cpt
� 0. Òî÷êà x * ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ â ðåøåíèè çàäà÷è (3) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

( ) ( )* *x x E Gp p m
w

w w w
� � �

� 
�

1 1 � �w Jr , G g gw
p pw w

� � �
� 
{ }�

1 1 , m Gw
w�| | ,

( ) ( )* *x x E Gp p m
w

w w w
� � �

� 
�

1 1 � � 
w J Jk t\ 1,

G g gw
k p k pw w

� � �
 � 
 � 
�
{ }� ��

1 1 , m Gw
w� | | .

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ëèíåéíîé áåçóñëîâíîé çàäà-

÷è ñòîõàñòè÷åñêîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ â ñëåäóþùåé

ïîñòàíîâêå: íàéòè ïàðó � �L X X( ),* * òàêóþ, ÷òî

L X c X
X E

j j

j

k

k
( ) min*

( )
�

� �


� � 1

, X c X
X E

j j

j

k

k

*

( )
min�
� �

arg
� � 1

, (4)

ãäå c Rj � 1 � �j Jk , E k
� ( )� — îáùåå ìíîæåñòâî k-ðàçìåùåíèé èç ýëåìåíòîâ

ìóëüòèìíîæåñòâà � � � �{ }G G1 � � . Ýëåìåíòû � ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó-

÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïðè÷åì H Gi l( ) � 0 � �i J� . Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ:

c c c c c c ck1 2 1 10� � � � � � � � � �� 
� � �� � � � . (5)

ÂÇÀÈÌÎÑÂßÇÜ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ È ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÍÀ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈßÕ

Ñôîðìèðóåì ìóëüòèìíîæåñòâà Q q qr r r� { }1, ..., � , ãäå q h Grj r j� ( ) � �j J� ,

è âìåñòå ñ çàäà÷åé (4) áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåòåðìèíèðîâàííûå çàäà÷è ìèíè-

ìèçàöèè ôóíêöèé L x c xr j j

j

k
r( ) �

�
 �

1

, ãäå x x x xk� � �( , )1 2 � , íà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ìíîæåñòâàõ E Qk
r� ( ) :

L x c xr
x E Q

j j

j

k

k
r

r( ) min
( )

	 �
� �


�

�

1

, x c x
x E Q

j j

j

k

k
r

r	 �
� �

arg min
( )�

�

1

. (6)

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð H A h A h As( ) ( ( ) ( ))� � �1 � , à òàêæå

âåêòîðû H A h A h Ar r( ) ( ( ) ( ))� � �1 � äëÿ âñåõ r Js� , H A0 ( ) � � . Ïóñòü r Js� —

òàêîé èíäåêñ, ÷òî ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà � óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

H G H Gr i r j
 
�1 1( ) ( ) � �i j J, � , G Gi j, �� (7)

(â ñëó÷àå r �1 óñëîâèå (7) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê H Gi0 ( ) � � � �i J�).
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà � � { }G G G G1 2 3 4, , , ñî-

îòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû èìåþò âèä H G( ) ( ; ; ; )1 5 2 0 1� 
 ,

H G( ) ( ; ; ; )2 5 2 0 2� 
 , H G( ) ( ; ; ; )3 5 2 4 0� 
 , H G( ) ( ; ; ; )4 5 2 4 2� 
 . Òîãäà H G j2 ( ) �
� 
( ; )5 2 � �j J4 , îäíàêî äëÿ r � 4 óñëîâèå (7) íå âûïîëíÿåòñÿ (â ÷àñòíîñòè,

H G H G3 1 3 3( ) ( )� ). Ìóëüòèìíîæåñòâà èìåþò âèä Q1 5 5 5 5� { }; ; ; , Q2 � {–2; –2;

–2; –2) , Q3 0 0 4 4� { }; ; ; , Q4 1 2 0 2� { }; ; ; .

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7) ìóëüòèìíîæåñòâà Q j äëÿ âñåõ

j J r� 
1 ñîäåðæàò � ðàâíûõ ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óäîâëåò-

âîðÿåò óñëîâèþ (1), ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (7). Òîãäà ñóùåñòâóåò

ìèíèìàëü X E k	� � ( )� â çàäà÷å (4) òàêàÿ, ÷òî

h X xr j j( )	 � 	 � �j Jk , (8)

ãäå � 	 	 �L x xr ( ), — ðåøåíèå çàäà÷è (6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òî÷êè X E k� � ( )� îáîçíà÷èì �( ) ( ( ) ( ))X h X h Xr r k� � �1 � .

Î÷åâèäíî, ÷òî E Q X X Ek
r

k
� ��( ) ( ) | ( )� �{ }� . Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1), òî

h L X h c X c h X L Xr r j j

j

k

j r j

j

k

r
r( ( )) ( ) ( ) ( ( ))� � �

� �
 

1 1

�
� .

Èç óñëîâèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x E Qk
r� � ( ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî L x L xr r( ) ( )	 � , à òàê êàê L X h L Xr r( ( )) ( ( ))� � , òî òàêæå L xr ( )	 �

� h L Xr ( ( )) äëÿ ëþáîé òî÷êè X E k� � ( )� , â ÷àñòíîñòè L xr ( )	 � h L Xr ( ( ))* , ãäå

X * — ìèíèìàëü â çàäà÷å (4). Îäíàêî ïîñêîëüêó X * — ìèíèìàëü â çàäà÷å (4),

òî L X L X( ) ( )*
� 	 , ãäå òî÷êà X 	 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8). Ñëåäîâàòåëüíî,

H L X H L Xl( ( )) ( ( ))* � 	 . Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (7), òî h L Xr ( ( ))* �

� 	 � 	 � 	h L X L X L xr r r( ( )) ( ( )) ( )� . Òàêèì îáðàçîì, L xr ( )	 � h L Xr ( ( ))* .

Ñëåäîâàòåëüíî, �( )*X ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ â çàäà÷å (6). Òîãäà, êàê ñëåäóåò

èç òåîðåìû 1, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: âåêòîð ( ( ) ( ))* *h X h Xr p r pw w
� �

� 
�

1 1 ÿâëÿåòñÿ

ïåðåñòàíîâêîé èç ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà { }x xp pw w
	 � � 	

� 
�

1 1 , ãäå èíäåêñû

pw òàêîâû, ÷òî c c cp p pw w w
� � �

� �
�

1 11 ( p1 1� , p ks� 
 �1 1 ). Çíà÷èò, ðÿä ðàñïðå-

äåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû c X cXj j

j p

p

j

j p

p

w

w

w

w

�




�


� �

 �
1 11 1

(ãäå

c c cp pw w
� � �

� 
�

1 1) íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âåëè÷èí X j , ò.å. cX j

j p

p

w

w
*

�


�

 �
1 1

� 	
�


�

 cX j

j p

p

w

w 1 1

, ãäå âåêòîð ( )	 � � 	
� 
X Xp pw w

�

1 1 ÿâëÿåòñÿ òàêîé ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåí-

òîâ ìóëüòèìíîæåñòâà { }X Xp pw w

* *� �
� 
�

1 1 , äëÿ êîòîðîé h X xr p pw w
( )	 � 	 , ...
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..., ( )h X xr p pw w
	 � 	

� �
 
1 11 1. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà X X X Xp pw w
	 � 	 � � 	 	

�
( , ..., , ...1 1

�

..., )	X k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8), ïðè ýòîì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

L X c X c X c Xj j

j

k

j j

j p

p

w

s

j j

j p

p

w

w

w

w

( ) *	 � 	 � 	 �
� �




� �
 

�

1

1

1

1 � 


�
 �

1 1

1w

s

L X( )* .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà � � { }A A A A1 2 2 3, , , (� � 4) ÿâ-

ëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè,

èìåþùèå ñëåäóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè, ñîîòâåòñòâóþò

M A M A( ) ( )1 2 3� � , M A( )3 5� ; D A( )1 4� , D A( )2 5� , D A( )3 1� . Ïóñòü òàêæå

h A M A1 ( ) ( )� , h A D A2 ( ) ( )� , ò .å . H A M A D A( ) ( ( ); ( ))� . Òîãäà H A l( )1 �
� �l lH A H A( ) ( )2 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, A A A1 2 3� � . Ðàññìîòðèì îáùåå ìíîæå-

ñòâî 3-ðàçìåùåíèé. Îíî ñîäåðæèò 12 ýëåìåíòîâ:

E A A A A A A A A A
4
3

1 2 2 2 1 2 2 2 1( ) , , ), ( , , ), ( , , )� � {( ,

( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( ,A A A A A A A A A A A A A A1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1, ), ( , , )A A A A2 3 2 1 ,

( , , ), ( , , ), ( , , )A A A A A A A A A2 2 3 2 3 2 3 2 2 }.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è (4), ãäå k � 3 , L X X X X( ) � � 
5 3 21 2 3 . Òàê êàê

h A h A1 3 1 2( ) ( )� , h A h A1 2 1 1( ) ( )� , òî â óñëîâèè (7) r �1 . Ìóëüòèìíîæåñòâî Q1

ðàâíî {3, 3, 3, 5}, è òàê êàê äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ôîðìóëå (1) âåëè÷è-

íà �1 1� , òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (6) èìååò âèä L x1 ( ) � 5 3 21 2 3x x x� 
 . Ìè-

íèìàëüþ â çàäà÷å (6) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êà x	 � ( ; ; )3 3 5 .

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 2 äëÿ íåêîòîðîé ìèíèìàëè â çàäà÷å ñòîõàñòè÷åñêîé êîì-

áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè (4) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ h X1 1( ) � h X1 2 3( ) � ,

h X1 3 5( ) � . Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò òðè ýëåìåíòà ìíîæåñòâà ðàçìåùåíèé

E k
� ( )� : 	 �X A A A( , , )1 2 3 , 		 �X A A A( , , )2 1 3 , 			 �X A A A( , , )2 2 3 . Ïðè ýòîì

M L X M L X M L X L x( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )	 � 		 � 			 � 	 �1 14, à òàê êàê D L X( ( )) � �25 1X

� �9 42 3X X , òî D L X( ( ))	 �149, D L X( ( ))		 �165, D L X( ( ))			 �174 . Òàêèì îáðà-

çîì, H X H X H Xl l( ) ( ) ( )	 � 		 � 			 , îòêóäà X X X	 		 			� � , ò.å. ìèíèìàëüþ â çàäà-

÷å (4) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà X 	.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1), ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (7) è íåðàâåíñòâî

h G h Gr r( ) ( )1 � �� � . (9)

Åñëè òàêæå âñå êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè L X( ) â çàäà÷å (4) ïîëîæèòåëü-

íû (ò.å. â óñëîâèè (5) � � k), òî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëü X 	 â çàäà÷å (4) òàêàÿ, ÷òî

h X h Gr j r j( ) ( )	 � � �j Jk . (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì òåîðåìû

c c ck1 2 0� � � �� , òî òàêæå c c cr r r

k1 2
0

� � �� � � �� . Òîãäà íà îñíîâàíèè ðåøå-

íèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ëèíåéíîé áåçóñëîâíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ðàçìå-

ùåíèÿõ (òåîðåìà 1) è èñõîäÿ èç óñëîâèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî îäíîé èç ìèíèìàëåé

çàäà÷è (6) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (10). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 3. Êàê è â ïðèìåðå 2, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî H A M A D A( ) ( ( ); ( ))� .

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è (4) ïðè k � 3; åñëè L X X X X( ) � � �5 31 2 3 , ýëåìåí-
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òû ìóëüòèìíîæåñòâà � � { }G G G G1 2 3 4, , , ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä

H G( ) ( ; )1 7 3� , H G( ) ( ; )2 7 7� , H G( ) ( ; )3 7 12� , H G( ) ( ; )4 7 15� . Òàê êàê

h G j1 7( ) � � �j J4 , òî äëÿ ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà � âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå (7) ïðè r � 2 . Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî óñëîâèå (9).

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (6) èìååò âèä L x x x x2 1 2 325 9( ) � � � . Ïðè ýòîì

Q2 3 7 12 15� { }, , , . Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 ìèíèìàëüþ â ýòîé çàäà÷å ÿâëÿåò-

ñÿ òî÷êà x	 � ( ; ; )3 7 12 . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîé ìèíèìàëè X 	 â çàäà÷å (4)

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå D X( )	 �1 3 , D X( )	 �2 7, D X( )	 �3 12 . Òàêàÿ òî÷êà åäèí-

ñòâåííàÿ — ýòî X G G G	 � ( , , )1 2 3 ; òàêèì îáðàçîì, îíà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ

â ðåøåíèè çàäà÷è (4).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñâîéñòâà ìèíèìàëè â çàäà÷å (4), åñëè íå âñå êîýôôè-

öèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíû.

Îáîçíà÷èì J m nn
m � { }, ..., (òàêèì îáðàçîì, J Jn n� 1).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1), ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (7), (9) è � r — íå÷åò-
íîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìèíèìàëü X 	 â çàäà÷å (4) òàêàÿ, ÷òî

h X h Gr j r j( ) ( )	 � � �j J� , h X h Gr i r k i( ) ( )	 � 
 �� � �j J
k
� . (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê � r — íå÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî óñëî-

âèå (5) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ c c c c cr r r r r

k1 1
0

�
�
�

�
�

�
� �� � � � � � � �
� � � . Òîãäà

èç òåîðåìû 1 è óñëîâèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî îäíîé èç ìèíèìàëåé çàäà÷è (6) ÿâëÿåòñÿ
òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (11). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà � � { }G G G G G1 2 3 4 5, , , , ÿâëÿ-

þòñÿ íåçàâèñèìûìè äèñêðåòíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

çíà÷åíèé. Ïóñòü òàêæå H A h A h A h A( ) ( ( ); ( ); ( ))� 1 2 3 , ãäå h A M A1 ( ) ( )� , h A2 ( ) —

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû A ; h A D A3 ( ) ( )� . Íåñëîæíî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî h A2 ( ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1), ãäå � 2 1� .

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è (4), ãäå L X X X X X( ) � 
 
 
4 2 41 2 3 4 . Ïóñòü

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà � ñîîòâåòñòâåííî èìå-

þò âèä H G( ) ( ; ; )1 7 2 25� , H G( ) ( ; ; )2 7 5 12� , H G( ) ( ; ; )3 7 5 8� , H G( ) ( ; ; )4 7 5 4� ,

H G( ) ( ; ; )5 7 5 2� . Óñëîâèå (7) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ r � 2 ; è òàê êàê � 2 1� , òî öåëåâàÿ

ôóíêöèÿ â çàäà÷å (6) èìååò âèä L x x x x x2 1 2 3 44 2 4( ) � 
 
 
 , à ýëåìåíòû ìóëüòè-

ìíîæåñòâà Q2 2 5 5 5 5� { }, , , , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (9). Òàê êàê êîýôôèöèåíòû

L x2 ( ) óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ, ïðè÷åì îäèí èç íèõ ïîëîæèòåëüíûé, òî ìèíè-

ìàëüþ â ðåøåíèè çàäà÷è (6) ÿâëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî [6], òî÷êà x	, äëÿ êîòîðîé

	 � �x q1 21 2; 	 �x qt2 , ãäå t � 
 �5 4 2 , ò.å. 	 � �x q2 23 5; 	 � �x q3 24 5; 	 � �x q4 25 5.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîé ìèíèìàëè X 	 â çàäà÷å (4) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

h X2 1 2( )	 � , h X h X h X2 2 2 3 2 4 5( ) ( ) ( )	 � 	 � 	 � . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ êîîðäèíà-

òà ìèíèìàëè îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî 	 �X G1 1, à ( , , ) (
~

)	 	 	 �X X X E2 3 4 4
3 � , ãäå

~
, , ,� � { }G G G G2 3 4 5 .

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1), � r — ÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèå (7) è íåðàâåíñòâî

h G h Gr r( ) ( )1 � �� � . (12)

Åñëè òàêæå âñå êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè L X( ) â çàäà÷å (4) îòðèöàòåëüíû

(ò.å. â óñëîâèè (5) � �1), òî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëü X 	 â çàäà÷å (4) òàêàÿ, ÷òî

h X h Gr j r k j( ) ( )	 � 
 �� � �j Jk . (13)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìóëüòèìíîæåñòâî
~
Qr ñ ýëåìåíòàìè

~ ( )q h Grj r j� 
 �� 1 � �j J� . Òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (12), òî äëÿ ýëåìåíòîâ

ìóëüòèìíîæåñòâà
~
Qr ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ~ ~q qr r� � �� 1.

Ïîñêîëüêó � r — ÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è 0 1 2� � � �c c ck� , òî

c c c
k k

r r r� � �� � � �
1 1
0� . Çàäà÷à (6) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè


 � 

� �
 c x c xj j

j

k

j j

j

k
r r� �

1 1

( ) íà ìíîæåñòâå E Qk
r� (

~
) , ïðè÷åì 0

1
� 
 � � 
c cr r

k

� �
� .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3 [10] îäíîé èç ìàêñèìàëåé â ýòîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ òî÷-

êà x qj r k j� 
 �
~

, 1, ò.å. x h Gj r k j� 
 �( )� . Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2 ñóùå-

ñòâóåò ìèíèìàëü X 	 â çàäà÷å (4), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (13).

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåò-

ñÿ êàê â ïðèìåðå 4. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è (4), ãäå L X X X X( ) � 
 
 
2 3 42 4 ,

ìóëüòèìíîæåñòâî � � { }G G G G2 3 4 5, , , , ïðè÷åì ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà óäîâ-

ëåòâîðÿþò óñëîâèÿì èç ïðèìåðà 4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ýëåìåíòîâ ìóëü-

òèìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (7) ïðè r � 3 , è ïîñêîëüêó h A D A3 ( ) ( )� ,

ò.å. � 3 2� , òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (6) èìååò âèä L x x x x3 2 3 44 16( ) � � � ,

à ìóëüòèìíîæåñòâî Q3 12 8 4 2� { }, , , (ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà Q3 óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèþ (12)). Ìèíèìóì ôóíêöèè L x3 ( ) íà ìíîæåñòâå E Q
4
3

3( ) äîñòèãàåòñÿ

â òî÷êå x	 � ( , , )8 4 2 ; ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîé ìèíèìàëè X 	 â çàäà÷å (4) âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ h X3 2 8( )	 � , h X3 2 4( )	 � , h X3 2 2( )	 � . Òàêèì îáðàçîì,

X G G G	 � ( , , )3 4 5 .

ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÑÕÅÌÛ ÐÅÄÓÊÖÈÎÍÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅØÅÍÈß ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÁÅÇÓÑËÎÂÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÍÀ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈßÕ

Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà � âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7). Ïóñòü òàê-

æå êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (6) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

c c c c c
i i i i i

r r r r

k

r

1 1

0
� � � � �

� � �
� � � � � �



� �... . (14)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â óñëîâèè (5) � � k èëè � r — íå÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî, òî i jj � � �j Jk . Åñëè ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè åñòü îòðè-

öàòåëüíûå è ïðè ýòîì � r ÷åòíî, òî óïîðÿäî÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ öåëåâûõ ôóíê-

öèé â çàäà÷àõ (4) è (6) ìîæåò ðàçëè÷àòüñÿ.

Èç óñëîâèÿ (14) è òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî îäíà èç ìèíèìàëåé x	 â çàäà÷å (6)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

	 �x Gi j
r

j
� �j J� , 	 � 
 �x Gi k t

r
t �

� �t J
k
� .

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2 äëÿ íåêîòîðîé ìèíèìàëè X 	 â çàäà÷å (4)

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

h X Gr i j
r

j
( )	 � � �j J� , h X Gr i k t

r
t

( )	 � 
 ��
� �t J

k
� .

Ïîñêîëüêó âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (7) è X E k	� � ( )� èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà H X H Xr r k
 
	 � � 	1 1 1( ) ( )� , òî òàêæå

H X H Gr i r jj
( ) ( )	 � � �j J� , H X H Gr i r k tt

( ) ( )	 � 
 ��
� �t J

k
� . (15)
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Ðàññìîòðèì ìóëüòèìíîæåñòâî � r
r rH G H G� { }( ), ..., ( )1 � ñ îñíîâîé

S H Hr
m( ) , ...,� � ( )1 è ïåðâè÷íîé ñïåöèôèêàöèåé [ ] ( )� r

mn n� � �1 � . Ýëåìåíòû

ìóëüòèìíîæåñòâà � r è åãî îñíîâû S r( )� áóäåì ñ÷èòàòü ðàñïîëîæåííûìè â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì � l . Ïóñòü òàêæå

�1 1� , � �p p p j

j

p

n n�
�

� � � � 1

1

1 äëÿ p Jm� . (16)

Òàê êàê ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà � r ðàñïîëîæåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿä-

êîì � l , òî

H G H G Hr r n pp p p
( ) ( )� �� � �� 
� 1 , p Jm� . (17)

Äëÿ âñåõ p Jm� ñôîðìèðóåì ìóëüòèìíîæåñòâà

�p
r

nG G
p p p

� � � � 
{ }� �� 1 . (18)

Î÷åâèäíî, ÷òî | |�p
r

pn� . Ïóñòü òàêæå 	 — íàèìåíüøèé èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå � 	 �� �1 i , à 
 — íàèáîëüøèé èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå � �� 

 � �k i . Îáîçíà÷èì k np p� äëÿ p J J
k

� �

�

	



1
1;

òàêæå åñëè 	 
� , òî k i	 � 	�� 
 �1 , à k k i
 
 �� �� 
 � 
�1 , ïðè 	 
� ïîëîæèì

k k i n k i	 
 � 	 ��� � 
 
 � 
 ��1 1 .

Òàê êàê òî÷êà X 	 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (15), òî äëÿ âñåõ p J J
k

� �	

 âû-

ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

H X Hr i pj
( )	 � � � � � � 
j kp p p{ }� �� 1 . (19)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè c Xi j

j

k

j

p

p p ~

�

� 



�

� 1

íà ìíîæåñòâå

E
n

k
i
r

i

i ( )� . Ïóñòü òî÷êà (
~ ~

)		 � � 		 � 
X X
p p pk� �� 1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ, ò.å. äëÿ ëþáîé

òî÷êè (
~ ~

) ( )X X E
p p p i

i
k n

k
i
r

� �� � �� 
� 1 � âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî c Xi j

j

k

j

p

p p ~
		

�

� 



�

� 1

�

� c Xi j

j

k

j

p

p p ~

�

� 



�

� 1

, îòêóäà H c X H c Xi j

j

k

l i j

j

k

j

p

p p

j

p

p p~ ~
		

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

� 


�

� 


 
�

�

�

�1 1�

�

�
�

�

�

�
�

. Â ÷àñòíîñòè,

H c X H c Xi j

j

k

l i j

j

k

j

p

p p

j

p

p p~ ~
		

�

�

�
�

�

�

�
�

� 	
�

� 


�

� 



�

�

�

�1 1


�

�

�
�

�

�

�
�

, ãäå
~

	 � 	X Xj i j
� �

� 

j J

p p

p

k�

�

1
(âñëåä-

ñòâèå (19) (
~ ~

) ( )	 � � 	 �� 
X X E
p p p i

i
k n

k
i
r

� �� 1 � ).

Òîãäà äëÿ òî÷êè 		 � 		� � 		X X X k( )1 � , äëÿ êîòîðîé 		 � 		X Xi jj

~
� �

� 

j J

p p

p

k�

�

1
äëÿ

âñåõ p J J
k

� �	

 , èìååì

H L X H c X c Xi i

j

k

p

i i

j
j j

p

p p

j j

p

( ( ))		 � 		 � 		
�

� 


� �


�

�	

�

�1

1

p p

j j

p

p pk

p

k

i i

j

k

H c X

� 


� �

� 


 
�

�

�
�

�

�

�
�

� 		
�

�

�
�

�

�

�
�

1 1


 �

�

p�
 �
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� 		
�

�

�
�

�

�

�
�

� 		
�
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� �
 H c X H c Xi i

j

k

p

k

i j

j
j j

p

p p
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 �

�1
~p p

j
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p pk

p
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p

i j

j
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 H c X H c Xi i

j

k

p

i i

j
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p p
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p

p

�
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�

�1

1

k

p
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H L X
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�
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�

�

�

�
�

� 	
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( ( )) .

Ñëåäîâàòåëüíî, L X L X( ) ( )		 	� , à òàê êàê X 	 — ìèíèìàëü â çàäà÷å (4), òî

L X L X( ) ( )	 		� , ïîýòîìó L X L X( ) ( )		 � 	 , ò.å. òî÷êà 		X òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ

â çàäà÷å (4). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óäîâëåò-

âîðÿåò óñëîâèþ (1), ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (7), (14). Òîãäà ñóùåñòâó-

åò ìèíèìàëü X * â çàäà÷å (4), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì X Xi jj

* *~
�

� �
� 


j J
p p

p

k�

�

1
, ãäå äëÿ âñåõ p Jm�

(
~ ~

) min* *

(
~ ~

)

X X
p p p

p p kp np

k
k

X X E

� �

� �

� � �� 

� � �

� 


�

�

1

1

arg
p

p p

p p

c Xj j

j

k

( )� �

� 



�

� 1

. (20)

Ïðèìåð 6. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ òàê, êàê â ïðèìå-

ðå 3, ò.å. H A M A D A( ) ( ( ); ( ))� , ìóëüòèìíîæåñòâî � � { }G G G G G G1 2 3 4 5 6, , , , , ;

ïðè ýòîì H G( ) ( ; )1 5 8� , H G( ) ( ; )2 6 4� , H G H G( ) ( ) ( ; )3 4 6 7� � , H G( ) ( ; )5 8 2� ,

H G( ) ( ; )6 8 4� . Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è (4), â êîòîðîé L X X X( ) � � 
4 1 2


 
 
2 3 43 4 5X X X . Óñëîâèå (7) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè r �1 . Òàê êàê �1 1� , òî

L x x x x x x1 1 2 3 4 54 2 3 4( ) � � 
 
 
 è ìèíèìàëüþ ôóíêöèè L x1 ( ) íà ìíîæåñòâå

E Q
6
5

1( ) , ãäå Q1 5 6 6 6 8 8� { }; ; ; ; ; , ÿâëÿåòñÿ òî÷êà x	 � ( , , , , )5 6 6 8 8 .

Ðàññìîòðèì ìóëüòèìíîæåñòâî �1 5 6 6 6 8 8� { }; ; ; ; ; . Çäåñü m � 3 , n1 1� ,

n2 3� , n3 2� ; ñîîòâåòñòâåííî �1 1� , � 2 2� , � 3 5� , � 4 7� , à òàêæå 	 � 2

( )� �3 5 2� � �i , 
 � 2 (� ��
 � � �k i 4 2) è ïîñêîëüêó 	 
� , òî k2 2� , k1 1� ,

k3 2� . Ñôîðìèðóåì ìóëüòèìíîæåñòâà (18): �
1
1

1� { }G , �
2
1

2 3 4� { }G G G, , ,

�
3
1

5 6� { }G G, . Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3 ñóùåñòâóåò ìèíèìàëü X * â çàäà-

÷å (4), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì X X
X E

1 1
1 1

1
1
1

4*

( )
min�

�
arg

�
, ( , )* *X X2 3 �

� 

�

arg min ( )
( , ) ( )X X E

X X
2 3 3

2
2
1

2 32
�

, ( , ) min ( )* *

( , ) ( )
X X X X

X X E
4 5 4 5

4 5 2
2

3
1

3 4� 
 

�

arg
�

.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

— õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (1);

— ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

H G H Gl l( ) ( )1 � �� � ; (21)

— âñå êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè L X( ) â çàäà÷å (4) ïîëîæèòåëüíû

(ò.å. â óñëîâèè (5) � � k).
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Òîãäà òî÷êà X *, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

X Gj j
* � � �j Jk , (22)

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ â çàäà÷å (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r Js� òàêîé èíäåêñ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøå-

íèÿ (7). Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (7) è (21), òî òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿ (9). Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 1 ñóùåñòâóåò ìèíèìàëü X 	 â çà-

äà÷å (4), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (10), è ñ ó÷åòîì (7) âûïîëíÿåòñÿ

H X H Gr j r j( ) ( )	 � � �j Jk . Ñôîðìèðóåì äëÿ âñåõ p Jm� ìóëüòèìíîæåñòâà (18),

ãäå � p îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (16). Ïóñòü 	 — íàèìåíüøèé èíäåêñ, äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � 	� �1 k, k np p� äëÿ p J� 
	 1, k k	 	�� 
 .

Åñëè ñîãëàñíî òåîðåìå 3 � �p J	 òî÷êà ( )		 � � 		 � 
X X
p p pk� �� 1 óäîâëåòâîðÿåò (20), òî

òî÷êà ( , )		 � � 		 		 � � 		� 
 � 
X X X Xk k� � � �	 	1 1 1 21 1� � ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ â çàäà÷å (4).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ íàõîæäåíèÿ òî÷êè (20). Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ (17) è (21), òî h G h Gr r np p p� � � 
� �1 1 1( ) ( )� �� . Ñëåäîâàòåëüíî, h Xr j� 		 �1 ( )

� �h Gr j1 ( ) � �
� 


j J
p p

p

k�

�

1
. Òàê êàê ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ

p Jm� , òî h X h Gr j r j� �		 �1 1( ) ( ) � �j Jk . Òîãäà òàêæå H X H Gr j r j� �		 �1 1( ) ( )

� �j Jk .

Ïðîäîëæèâ ðåøåíèå çàäà÷ íà ìíîæåñòâàõ E
n

k
i
r

i

i ( )� , óâåëè÷èì çíà÷åíèå r íà

åäèíèöó è ñôîðìèðóåì ìóëüòèìíîæåñòâà âèäà (18). Ïðîâåäÿ äëÿ òàêèõ ìóëüòè-

ìíîæåñòâ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ìèíèìàëè â

çàäà÷å (4) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ H X H Gr j r j� �			 �2 2( ) ( ) � �j Jk . Ïðîäîëæàÿ ðàñ-

ñóæäåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé r s� 
2 1, ..., , ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà
~
X , äëÿ êî-

òîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ H X H Gj j(
~

) ( )� � �j Jk , ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ â çà-

äà÷å (4). Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ r Js�

h L Xr ( (
~

)) �

� � � �
� � �
  h c X c h X c h G cr j j

j

k

j r j

j

k

j r j

j

k
r r(

~
) (

~
) ( )

1 1 1

� �
j r j

j

k

r
r h X h L X

�
( ) ( ( ))* *

�
 �

1

,

ãäå X * óäîâëåòâîðÿåò (22). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêæå H L X H L X( (
~

)) ( ( ))*� , îò-

êóäà L X L X( ) (
~

)*
� , à òàê êàê

~
X — ìèíèìàëü â çàäà÷å (4), òî X * — òàêæå

ìèíèìàëü â çàäà÷å (4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð H A h A h As( ) ( ( ) ( ))� � �1 � , à òàêæå

âåêòîð 	 � 	 � � 	H A h A h As( ) ( ( ) ( ))1 � , êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: 	 � 
 �
h A h Ar r

r( ) ( ) ( )1
1� � �r Js , ãäå � r — ïîêàçàòåëè ñòåïåíè â (1).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

— õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (1);

— ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

	 � � 	H G H Gl l( ) ( )1 � � ; (23)

— âñå êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè L X( ) â çàäà÷å (4) îòðèöàòåëüíû

(ò.å. â óñëîâèè (5) � �1).
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Òîãäà òî÷êà X * , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

X Gj k j
* � 
 �� � �j Jk , (24)

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ â çàäà÷å (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r Js� òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (7).

Òîãäà òàêæå 	 � 	
 
H G H Gr i r j1 1( ) ( ) � �i j J, � , è òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(23), òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ 	 � � 	h G h Gr r( ) ( )1 � � ò.å. ( ) ( )
 ��
1

1
1

�r h Gr �

... ( ) ( )� 
 �
1

1�
�

r h Gr . Åñëè ïðè ýòîì � r — íå÷åòíî, òî h G h Gr r( ) ( )1 � �� � è â

ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 2 ñóùåñòâóåò ìèíèìàëü X 	 â çàäà÷å (4), êîòîðàÿ

óäîâëåòâîðÿåò (13). Åñëè � r — ÷åòíî, òî 
 � � 
h G h Gr r( ) ( )1 � � , ò.å. âûïîëíÿþò-

ñÿ íåðàâåíñòâà (12) è ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3 òàêæå äëÿ íåêîòîðîé ìèíèìàëè â çà-

äà÷å (4) âûïîëíÿåòñÿ (13). Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (7) è (23) ñó-

ùåñòâóåò ìèíèìàëü X 	 â çàäà÷å (4), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò (13). Ïðîâåäÿ ðàññóæ-

äåíèÿ, àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà X * ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ (24), ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ â çàäà÷å (4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìàõ 3–5, ïðåäëîæèì ñëåäóþùóþ ñõåìó ðåøåíèÿ ëè-

íåéíîé áåçóñëîâíîé çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè (4):

1) ïóñòü r — íàèáîëüøåå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (7);

2) ðåøàåì çàäà÷ó (6) è ôîðìèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëüòèìíîæåñòâà (18);

3) åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìóëüòèìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû

öåëåâîé ôóíêöèè èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, òî ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî, èñ-

õîäÿ èç òåîðåìû 4 èëè 5;

4) åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè èìåþò ðàçíûå

çíàêè, òî óâåëè÷èâàåì r íà åäèíèöó è ðåøàåì çàäà÷ó âèäà (6) äëÿ ýòîãî

ìóëüòèìíîæåñòâà.

Ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ, åñëè r s� èëè äëÿ âñåõ ìóëüòèìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâó-

þùèå êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè áóäóò èìåòü îäèíàêîâûé çíàê.

Ïðèìåð 7. Çàâåðøèì ðåøåíèå çàäà÷è èç ïðèìåðà 6. Î÷åâèäíî, ÷òî

X X G
X E

1 1 1
1 1

1
1
1

4*

( )
min� �

�
arg

�
. Òàêæå

( , )* *X X4 5 � arg min ( )
( , ) ( )X X E

X X
4 5 2

2
3
1

3 44 5
�


 
 �
�

( , )G G6 5 ,

ïîñêîëüêó 0 4 5� �c c , H G H Gl	 � 
 
 � 	 � 
 
( ) ( ; ) ( ) ( ; )6 58 4 8 2 . Äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ìèíèìàëè ôóíêöèè L X X X X	 � 
( , )2 3 2 32 íà ìíîæåñòâå E
3
2

2
1( )� ðåøèì

çàäà÷ó âèäà (6): Q2 4 7 7� { }, , , à òàê êàê � 2 2� , òî L x x2 3 24� � . Ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è äàåò òî÷êà ( , ) ( , )		 		 �x x2 3 7 4 , ïîýòîìó ( , ) ( , )* *X X G G2 3 3 2� èëè

( , ) ( , )* *X X G G2 3 4 2� . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò îäè-

íàêîâûì.

Òàêèì îáðàçîì, îäíîé èç ìèíèìàëåé â èñõîäíîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ òî÷êà X *�

� ( , , , , )G G G G G1 3 2 6 5 , ïðè ýòîì L X G G G G G( )* � � 
 
 
4 2 3 41 3 2 6 5 , H L X( ( ))* �

� 
( ; )472 219 . Îòìåòèì, ÷òî H L X H L X( ( )) ( ( ))* � 	 , ãäå X G G G G G	 � ( , , , , )1 4 2 6 5 .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ëèíåéíîé áåçóñëîâíîé çàäà÷è êîìáè-

íàòîðíîé ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ, ïîñòàíîâêà êîòîðîé îñó-

ùåñòâëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå ñëó÷àéíûõ
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âåëè÷èí. Ðàññìàòðèâàåìîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ëåêñèêîãðà-

ôè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè âåêòîðîâ, êîìïîíåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûå õà-

ðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè. Óñòàíîâëåíà âçà-

èìîñâÿçü íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé áåçóñëîâíîé çàäà÷è êîìáèíàòîð-

íîé îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ ñ ðåøåíèåì ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûõ

äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷ íà ðàçìåùåíèÿõ. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

ïðåäëîæåí ðåäóêöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è.
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Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 01.07.2015

Î.Î. ªìåöü, Ò.Ì. Áàðáîë³íà
ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀÍÍß Ë²Í²ÉÍÈÕ ÁÅÇÓÌÎÂÍÈÕ ÇÀÄÀ× ÊÎÌÁ²ÍÀÒÎÐÍÎ¯ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯
ÍÀ ÐÎÇÌ²ÙÅÍÍßÕ Ç² ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎÞ ÍÅÂÈÇÍÀ×ÅÍ²ÑÒÞ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿäàºòüñÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíî¿ áåçóìîâíî¿ çàäà÷³ êîìá³íàòîðíî¿
îïòèì³çàö³¿ íà ðîçì³ùåííÿõ ç³ ñòîõàñòè÷íîþ íåâèçíà÷åí³ñòþ. Ì³í³ìóì ïðè öüî-
ìó âèçíà÷àºòüñÿ íà îñíîâ³ ïîñë³äîâíîãî ïîð³âíÿííÿ ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí. Äëÿ ðîçãëÿíóòî¿ ñòîõàñòè÷íî¿ çàäà÷³ âñòàíîâëåíî âëàñòèâîñò³
ðîçâ’ÿçêó, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü âëàñòèâîñò³ ðîçâ’ÿçêó ñïåö³àëüíî ñôîðìóëüîâàíèõ
äåòåðì³íîâàíèõ çàäà÷. Çàïðîïîíîâàíî òàêîæ ðåäóêö³éíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ
ë³í³éíî¿ áåçóìîâíî¿ çàäà÷³ êîìá³íàòîðíî¿ ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ íà ðîçì³ùåí-
íÿõ, ÿêà ´ðóíòóºòüñÿ íà îäåðæàíèõ âëàñòèâîñòÿõ ðîçâ’ÿçêó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: åâêë³äîâà çàäà÷à êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿, çàäà÷à îïòèì³çàö³¿
íà ðîçì³ùåííÿõ, ñòîõàñòè÷íà íåâèçíà÷åí³ñòü, ñòîõàñòè÷íà îïòèì³çàö³ÿ, ñòîõà-
ñòè÷íà êîìá³íàòîðíà îïòèì³çàö³ÿ.

O.O. Iemets, T.M. Barbolina
SOLVING LINEAR UNCONDITIONAL PROBLEMS OF COMBINATORIAL
OPTIMIZATION ON ARRANGEMENTS UNDER STOCHASTIC UNCERTAINTY

Abstract. Linear unconditional problem of combinatorial optimization on
arrangements under stochastic uncertainty is solved. The minimum is defined as
the result of consecutive comparison of numerical characteristic of random
variables. The properties of the solution of the considered optimization problem
are obtained. These properties use the properties of special constructed
deterministic problems. We also propose the reducing method of solution of
linear unconditional problem of combinatorial stochastic optimization, which is
based on obtained solution’s properties.

Keywords: Euclidian combinatorial optimization problem, optimization on arrangements,
stochastic uncertainty, stochastic optimization, stochastic combinatorial optimization.
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