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ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ
Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ �-ÑÅÒÅÉ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè, îñíî-

âàííûé íà ðàçäåëåíèè äâóõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå Rd ïóòåì ïîñòðîåíèÿ
è ðàçäåëåíèÿ �-ñåòåé ýòèõ ìíîæåñòâ â ðàíæèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå îòíîñè-
òåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé. Ââåäåíî ïîíÿòèå îáëàñòè ðàçäåëåíèÿ — òåõ çíà÷å-
íèé �, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ðàçäåëèòü ìíîæåñòâà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû
îáëàñòè ðàçäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàçíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè è
äîêàçàíà òåîðåìà î åå ñõîäèìîñòè. Ââåäåíî ïîíÿòèå ñîâîêóïíîñòè âñåõ âîç-
ìîæíûõ �-ñåòåé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è äîêàçàíû åå ñâîéñòâà. Äîêàçàíà
ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü íîðìèðîâàííîé ðàçíîñòè ýìïèðè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé
êðèâûõ ðàçäåëåíèÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâåðÿòü
ãèïîòåçû î ìåñòîíàõîæäåíèè òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé ðàçäåëåíèÿ â êîíêðåò-
íîé òî÷êå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: �-ñåòè, ðàçäåëåíèå ìíîæåñòâ, ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà–
×åðâîíåíêèñà, êëàññèôèêàöèÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Â 1987 ã. D. Haussler è E. Welzl [1] ââåëè ïîíÿòèå �-ñåòåé. Ñ ýòîãî âðåìåíè

äàííîå íàïðàâëåíèå ñòàëî îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ â âû÷èñëèòåëüíîé è êîì-

áèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è ïîëó÷èëî øèðîêîå ïðèìåíåíèå [2–6]. Ðàññìîòðèì

ðàíæèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ( , )X R , ãäå X — íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, R — ñî-

âîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X . Â ãåîìåòðè÷åñêîì êîíòåêñòå â êà÷åñò-

âå ìíîæåñòâà X ïðèíèìàþò åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R d , ïðè ýòîì ñîâîêóï-

íîñòüþ ïîäìíîæåñòâ R â òàêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, H d —

ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ; ñîâîêóïíîñòü âñåõ øàðîâ; ñîâîêóïíîñòü

âñåõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê; ñîâîêóïíîñòü âñåõ d-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ [2]; ñîâî-

êóïíîñòü âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì êîîðäèíàò; ñîâîêóïíîñòü âñåõ

òðåóãîëüíèêîâ [3]; ñîâîêóïíîñòü âñåõ êëèíîâ, îáðàçîâàííûõ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ íå-

ïàðàëëåëüíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, óãîë ìåæäó êîòîðûìè íå ìåíüøå � ðàäèàí [4].

Òåîðèÿ �-ñåòåé äëÿ îäíîãî ìíîæåñòâà íà äàííûé ìîìåíò õîðîøî ðàçâèòà. Òàê,

íàïðèìåð, B. Aronov ñ ñîàâòîðàìè [5] ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïàðàë-

ëåëüíûõ îñÿì êîîðäèíàò, ðàçìåð �-ñåòè â R 2 îöåíèâàåòñÿ êàê O
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J. Kulkarni ñ ñîàâòîðàìè [4] äîêàçàëè, ÷òî äëÿ êëèíîâ òîëùèíîé � â R 2 ñóùåñòâó-
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� . B. G��artner [2] äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå �-ñåòåé ìîùíîñ-
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�
� , ãäå d — ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà–×åðâîíåíêèñà [3].

J. Matousek [6] â 2000 ã. äîêàçàë, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

T R� 3 â âûïóêëîé ïîçèöèè ñóùåñòâóåò �-ñåòü äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâ ðàçìåðà

s( )� , òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà â R 3 ñóùåñòâóåò �-ñåòü â ðàíæèðîâàí-

íîì ïðîñòðàíñòâå ( , )R Hd d ðàçìåðà 3 1s( )�  .
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè äâóõ ìíîæåñòâ,

êîòîðûå ñãåíåðèðîâàíû íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïóñòü èç ãåíå-

ðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé, ñãåíåðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè � è � , ïîëó-

÷åíû âûáîðêè A è B îáúåìàìè nA , nB . Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðàçäåëÿþ-

ùåé ãèïåðïëîñêîñòè L , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

P L L P l l
l H d

{ } sup { }� � � �� � � � � �

�

 �, ,

è îöåíêè âåðîÿòíîñòè P L Ln n n n{ }� �� � �, , ãäå Ln — ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäå-

ëÿþùàÿ ìíîæåñòâà �n A� , � n B� .

Çàäà÷è êëàññèôèêàöèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ, â òîì ÷èñ-

ëå â ýêîíîìèêå [7, 8], ìåäèöèíå [9–13], ïîëèòîëîãèè [14–16] . Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî

êëàññà çàäà÷ ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäèê. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç

èñïîëüçîâàíèÿ äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà, êëàñòåðíîãî àíàëèçà, âàëüäîâñêîé êëàñ-

ñèôèêàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè â ìåäèöèíå

ïðèâåäåí â [17].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ

�-ñåòåé. Â îòëè÷èå îò ðàáîò [1–6], êàñàþùèõñÿ ïîñòðîåíèÿ �-ñåòåé îäíîãî ìíî-

æåñòâà, â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ �-ñåòè äâóõ ìíîæåñòâ â ðàíæèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå ( , )R Hd d . Îïèñàíî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé � äëÿ äâóõ

ðàçäåëèìûõ �-ñåòåé, äîêàçàíû åãî ñâîéñòâà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìíîæåñòâà âîç-

ìîæíûõ çíà÷åíèé � äëÿ íîðìàëüíîãî, ýêñïîíåíöèàëüíîãî, ðàâíîìåðíîãî

è ïóàññîíîâñêîãî çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.

�-ÐÀÇÄÅËÈÌÎÑÒÜ ÄÂÓÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ R
d

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâà A è B îáúåìàìè n nA B, íàçûâàþòñÿ �-ðàçäåëèìû-

ìè, åñëè ñóùåñòâóþò A A1 � , B B1 � , äëÿ êîòîðûõ conv( \ )A A1 �
� ��conv( \ )B B1 è | | | | ( )A B n nA B1 1 � � .

Îïðåäåëåíèå 2. Ãèïåðïëîñêîñòü L íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùåé äëÿ ìíîæåñòâ

A è B, åñëè conv A L�  , conv B L� � .

Îïðåäåëåíèå 3. Ãèïåðïëîñêîñòü L� íàçûâàåòñÿ �-ðàçäåëÿþùåé äëÿ ìíî-

æåñòâ A è B, åñëè
| | | |

| | | |

A L B L

A B

�  �


� �

 �
� � �1 .

Â [18] áûëè äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

�-ñåòåé ýòèõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâà A è B áûëè �-ðàçäåëèìûìè, íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè �A , �B è ñîîòâåòñòâóþùèå èì �-ñåòè

N
A

A�
, N

B
B�

ìíîæåñòâ A è B â ( , )R Hd d , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

� � �A A B B A Bn n n n � ( ) , (1)

conv convN N
A B

A B� �� �� . (2)

ÎÁËÀÑÒÜ ÐÀÇÄÅËÅÍÈß È ÅÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî

D N N N NA B A B A B, ( , ) ( , ) : , ,� � � � �{ conv conv� �
� � � �

1 2
20 1 1 2 1 2 �} (3)

íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ðàçäåëåíèÿ.



Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ � �A B A BD, ,� âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2) òåîðåìû 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâà A è B áûëè �-ðàçäåëèìûìè, íåîáõîäèìî

ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâàíèå ( , ) ,� �A B A BD� , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèþ (1).

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ( , )
( , ) ,

� �
� �

� �
A B

D

A A B B

A BA B A B

n n

n n

0 0 �


�
argmin óäîâëåò-

âîðÿåò óñëîâèþ (1). Åñëè óñëîâèå (1) íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ( , )� �
A B
0 0 , òî îíî íå áó-

äåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ( , ) ,� �A B A BD� , ò.å. ìíîæåñòâà A è B �-íåðàçäåëèìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � �, �R 1 — íåïðåðûâíûå ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F F� �, .

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî Dl òàêîå, ÷òî

D x y h R P h x P h yl : ( , ) ( , ) : , { } , { }� � � � � � � � �{ }0 1 2 1 � � , (4)

íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ðàçäåëåíèÿ äëÿ � �, .

Äëÿ ìíîæåñòâà Dl èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê F� . Òîãäà ìíîæåñòâà Dl è

D Dl : ( , ) \� 01 2 ðàçäåëåíû êðèâîé

y x F F x F F x( ) min ( ( ( )), ( ( )))� � �� �
� � � �

1 11 1 . (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî h� �� �( , ): F h F h� �( ) ( )� , òîãäà ìíîæåñòâî Dl

ìîæíî îïèñàòü ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

x F h

y F h

� �

�
�
�
�

1 �

�

( ),

( ).

Òîãäà êðèâàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâà Dl è Dl , èìååò âèä

y x F F x( ) ( ( ))� ��
� �

1 1 .

2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî h� �� �( , ): F h F h� �( ) ( )� , òîãäà ìíîæåñòâî Dl

ìîæíî îïèñàòü ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

x F h

y F h

�

� �
�
�
�

�

�

( ),

( ).1

Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâà Dl è Dl , èìååò âèä

y x F F x( ) ( ( ))� � �1 1
� �

.

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâà Dl è Dl ðàçäåëÿþòñÿ êðèâîé

y x F F x F F x( ) min( ( ( )), ( ( )))� � �� �
� � � �

1 11 1 .

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå ëåììû ìîæåò áûòü çàìåíåíî ñóùåñòâîâàíèåì îáðàò-

íîé ôóíêöèè F�
�1 . Òîãäà ðàçäåëÿþùàÿ êðèâàÿ áóäåò èìåòü âèä

x y F F y F F y( ) min ( ( ( )), ( ( )))� � �� �
� � � �

1 11 1 .
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Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî

èìåþò îáðàòíûå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèåì îáîáùåííîé îáðàòíîé ôóíêöèè [19].

Îïðåäåëåíèå 6. Äëÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè T R R: � ïðè T T xx( ) lim ( )�� � ���

è T T xx( ) lim ( )� � �� îáîáùåííîé îáðàòíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ

T y x R T x y y R
G
� � � � �1 ( ) : ( ) ,inf { } , (6)

ïðè óñëîâèè, ÷òî inf � � � . Åñëè T R: [ , ]� 0 1 — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî

T R
G
� �1 0 1: [ , ] òàêæå íàçûâàåòñÿ êâàíòèëüíîé ôóíêöèåé T .

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ìíîæåñòâà Dl è D Dl : ( , ) \� 01 2 ðàçäåëåíû êðèâîé

y x F F x F F x
G G

( ) min ( (( ) ( )), (( ) ( )))� � �� �
� � � �

1 11 1 . (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x�( ; )0 1 — íåêîòîðàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò

F
�
�1 . Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y x( ) (ñì. (7)). Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáîáùåí-

íîé îáðàòíîé ôóíêöèè äëÿ ëþáîãî �� 0 ñïðàâåäëèâà ïðèíàäëåæíîñòü y x Dl( )  �� ,

y x Dl( ) � �� . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà Dl è Dl ðàçäåëåíû êðèâîé (6).

Ëåììà 2 äîêàçàíà.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÎÁËÀÑÒÈ ÐÀÇÄÅËÅÍÈß

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû îáëàñòè ðàçäåëåíèÿ äëÿ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ

ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è � ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó

çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè � 	� �, è � 	� �, . Òîãäà îáëàñòü Dl îãðàíè÷åíà ôóíêöèåé

y x

x

G

( ) min�

� ��
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�

�

�
G

x �

	
�

	

�

�
�

�

�

�

�

�
�
�
�
�
�

�, ( , )x 0 1 .

Íà ðèñ.1 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y y x� ( ) äëÿ � 	� �� �3 1, è

� 	� �� �5 2, .

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è � ðàñïðåäåëåíû ïî ýêñïîíåíöè-

àëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè �� è �� . Îáëàñòü Dl îãðàíè÷åíà ñíèçó ôóíêöèåé

y x x x x( ) min ( , ( ) ), ( , )� � � �1 1 0 1
� � � �� � � � .

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y y x� ( ) äëÿ �� �1 è �� � 5 .

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è � ðàñïðåäåëåíû ïî ðàâíîìåðíîìó

çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè a b� �, è a b� �, . Îáëàñòü Dl îãðàíè÷åíà ñíèçó ôóíêöèåé

y x
b x a x a

b a

a x b x a

b a
( ) min

( )
,

( )
�

�  �

�
�

�  �

�

� � � �

� �

� � �

� �

1
1

1

�

�
�

�

�

�
�

�, ( , )x 0 1 .

Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y y x� ( ) äëÿ a b� �� �1 5, è a b� �� �4 7, .

Ïðèìåð 4. Ïóñòü äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � �, ðàñïðåäåëåíû ïî çà-

êîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè 
 
� �, . Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè

y y x� ( ) äëÿ 
 � �1 , 
 � � 2 ïðè x�( ; )0 1 .
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Ïðèìåð 5. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà � ðàñïðåäåëåíà ïî ðàâíîìåðíîìó

çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè a b� �, , à ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà � ðàñïðåäåëåíà ïî íîð-

ìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè � 	� �, .

Òîãäà îáëàñòü Dl îãðàíè÷åíà ôóíêöèåé

y x
b x a x

( ) min
( )

,�
�  ��

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

� � �

�

�

	

1

1
1

0 1�
 � ��

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

��
b x a x

x
� � �

�

�

	

( )
, ( , ) .

Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè

y y x� ( ) äëÿ a b� �� �1 5, è �� � 7, 	 � �1 .

ÑÎÂÎÊÓÏÍÎÑÒÈ �-ÑÅÒÅÉ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Îáîçíà÷èì D N N N NA B A B A B, ( , ) ( , ) : , ,� �  � !{ conv conv� �
� � � �

1 2
201 1 2 1 2 �} .

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ çâåçäíûì, åñëè � �x X0  �x X ,

 �� [ , ]0 1 : � �x0 1 �( ) x X� [20].

Òî÷êó x0 áóäåì íàçûâàòü öåíòðàëüíîé òî÷êîé çâåçäíîé îáëàñòè.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà DA B, è DA B, ÿâëÿþòñÿ çâåçäíûìè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì

ïîíÿòèå ñîâîêóïíîñòè âñåõ âîçìîæíûõ �-ñåòåé ìíîæåñòâà è ðàññìîòðèì åãî ñâîéñòâà.
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Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè y x( ) äëÿ íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðèñ. 2. Ãðàôèê ôóíêöèè y x( ) äëÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðèñ. 4. Ãðàôèê ôóíêöèè y x( ) äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Ïóàññîíà

Ðèñ. 3. Ãðàôèê ôóíêöèè y x( ) äëÿ ðàâíîìåð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

y y

y y

x x

x x

Ðèñ. 5. Ãðàôèê ôóíêöèè y x( ) äëÿ ðàâíîìåð-
íîãî è íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

y

x



Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâî N
A
� , ñîäåðæàùåå âñå âîçìîæíûå �-ñåòè ìíîæå-

ñòâà A, íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ �-ñåòåé ìíîæåñòâà A .

Íàïðèìåð, äëÿ A � { }1 2 3, , ïðè � � 0 2, ìíîæåñòâî N
A
� ñîäåðæèò òîëüêî A ; äëÿ

� � 0 4, èìååì N
A

A� � { { } { } { }}, , , , , ,1 2 1 3 2 3 .

Ëåììà 3. N N
A A

� �1 2" , åñëè � �1 2� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H  — ïîëóïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäàåìîå íåêîòîðîé

ãèïåðïëîñêîñòüþ H . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ �-ñåòåé  � �| | | |A H A�1

� � � x A H : x N
A

� �1 . Ïóñòü � �2 1� , òîãäà åñëè | | | |A H A� � �2 , òî

| | | |A H A� � �1 , îòêóäà  � # �x N x N
A A

� �1 2 , ò.å. N N
A A

� �1 2" .

Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: A Ai � — ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A , êî-

òîðîå ñîäåðæèò i òî÷åê: A a a ai i� { }1 2, , ..., ; A Ai �1 — ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-

ùåå âñå òî÷êè ìíîæåñòâà Ai è åùå îäíó òî÷êó èç ìíîæåñòâà A:

A A ai i i � $1 1{ }}{ . Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî N
A

j i

i



1

1  �j i1, ñóùåñòâóåò N
A

j i

i

, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-

íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

N N
A

j i

A

j i

i i

 "
1

1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî N
A

j i

i

, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóï-

íîñòüþ âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé òî÷åê èç ìíîæåñòâà Ai ïî i òî÷åê, ïî i�1òî-

÷åê, ..., ïî i j� 1 òî÷åê. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìíîæåñòâî N
A

j i

i



1

1
— ýòî ñîâîêóïíîñòü

âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé òî÷åê èç ìíîæåñòâà Ai1 ïî i1 òî÷åê, ïî i òî÷åê,

..., ïî i j� òî÷åê. Î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäè ýòèõ êîìáèíàöèé òî÷åê íàéäåòñÿ òàêàÿ, ÷òî

íå ñîäåðæèò òî÷êó ai1 è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó N
A

j i

A

j i

i i

�N .

Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Ìíîæåñòâà DA B, è DA B, — çâåçäíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Ðàññìîòðèì òî÷êè x DA B� �( , ) ,� �1 2 è x0 1 1� ( ; ) . Äîêàæåì, ÷òî

� �x x DA B0 1 � �( ) , . Ïóñòü � � � � � � � �x x0 1 1 2 21 1 1 � �  �  �( ) ( ( ), ( )) .

Ïîñêîëüêó � � � �1 1 11�  �( ) , òî ñîãëàñíî ëåììå 1 N N
A A

� � � �1 1 11"  �( )
.

Àíàëîãè÷íî N N
B B

� � � �2 2 21"  �( )
. Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ � �N

A A

� �1 1N ,

N
B B

� �2 2�N : conv convN N
A B

� �1 2� �� , òî ñóùåñòâóþò òàêèå �-ñåòè N
A A

� �1 1� "N

"  �N
A

� � �1 11( )
, N

B B B

� � � � �2 2 2 21� "  �N N ( )
, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî conv N

A

( )1 1� �� �

� ���
conv N

B

( )1 2� �
.

Òàêèì îáðàçîì, � �x x DA B0 1 � �( ) , , ò.å. ìíîæåñòâî DA B, — çâåçäíîå.

2. Ðàññìîòðèì òî÷êè x DA B� �( , ) ,� �1 2 è x0 0 0� ( ; ). Äîêàæåì, ÷òî

� �x x DA B0 1 � �( ) , . Ïóñòü òàêæå � � � � � �x x0 1 21 1 1 � � � �( ) (( ) , ( ) ).

Ïîñêîëüêó � � �1 11� �( ) , òî ñîãëàñíî ëåììå 1 N N
A A

� � �1 11% �( )
. Àíàëîãè÷íî

N N
B B

� � �2 21% �( )
. Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ  � �N N

A A B B

� � � �1 1 2 2N N, :
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conv convN N
A B

� �1 2� !� , òî äëÿ ëþáûõ N
A A A

( ) ( )1 11 1 1� �� %� � � � �N N è

N
B B B

( ) ( )1 12 2 2� �� %� � � � �N N ñïðàâåäëèâî conv convN N
A B

( ) ( )1 11 2� �� !�� � � �
.

Òàêèì îáðàçîì, � �x x DA B0 1 � �( ) , , ò.å. ìíîæåñòâî DA B, — çâåçäíîå.

Ëåììà 5 äîêàçàíà.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÐÀÇÄÅËßÞÙÈÕ ÊÐÈÂÛÕ

Â ëåììàõ 1, 2 îïèñàíà êðèâàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâà D� �, è D� �, . Äîêàæåì

åå ñõîäèìîñòü ñ êðèâîé, ðàçäåëÿþùåé ìíîæåñòâà DA B, è DA B, .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü:

1) ìíîæåñòâà A B, îáúåìîì n nA B, ñîîòâåòñòâåííî ãåíåðèðóþòñÿ íåçàâèñè-

ìûìè íåïðåðûâíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè � è � ;

2) ìíîæåñòâà DA B, è DA B, ðàçäåëåíû êðèâîé y xA B, ( ) .

Òîãäà  �x ( , )0 1 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim ( ) ( )
,

,
n n

A B
A B

y x y x
��

� ,

ãäå

y x F F x F F x
G G

( ) min ( (( ) ( )), (( ) ( )))� � �� �
� � � �

1 11 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èìå-

þò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

F F y F F y yn nB A

( ( )) ( ( )), ( , )� �� �1 1 01� �
, (8)

F F y F F y yn nB A

( ( )) ( ( )), ( , )1 1 011 1� � � �� �
� �

. (9)

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (8):

sup
y

n n
F F y F F y

B A�

� �� �
[ , ]

| ( ( )) ( ( )) |
0 1

1 1
� �

�  �
�

� � �sup
y

n n n n
F F y F F y F F y

B A A A[ , ]

| ( ( )) ( ( )) ( ( )
0 1

1 1 1
� � ) ( ( ))|� ��F F y� �

1

� � 
�

� �

�
sup sup

y
n n n

y

F F y F F y
B A A[ , ] [ , ]

| ( ( )) ( ( )) |
0 1

1 1

0 1
� | ( ( )) ( ( )) |F F y F F y

nA
� � �

� �� �1 1

� �  �
� �

�sup sup
x R

n
y

n
F x F x F F y F

B A1 0 1

1| ( ) ( ) | | ( ( )) (
[ , ]

� � � F y
�
�1 ( )) | .

Ïî òåîðåìå Ãëèâåíêî–Êàíòåëëè [21] äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñïðàâåäëèâî

sup
x R

n BF x F x n
B

�

� � � �
1

0| ( ) ( )| ,� .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � èìååò ïëîòíîñòü f K� � . Òîãäà äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî

èìååì îöåíêó

sup sup
y

n
y

F F y F F y K F
A�

� �

�
� �

[ , ] [ , ]

| ( ( )) ( ( )) | |
0 1

1 1

0 1
� � � nA

y F y� ��1 1( ) ( )|
�

.

Ïîêàæåì, ÷òî sup
y

n
F y F y

A�

� �� �
[ , ]

| ( ) ( ) |
0 1

1 1 0
�

.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F x y� ( ) ( , )0 0 0 1� � ôèêñèðîâàííîå è | ( )F y
nA

� �1
0

� ��F y
�

1
0 0( ) | / , òîãäà | ( ) ( ) | /F x F xnA� 0 0 0� � . Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (8). Ïî àíàëîãèè ñîîòíîøåíèå (9)

òàêæå ñïðàâåäëèâî.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü:

1) � i i, � 1 , èìåþò ðàñïðåäåëåíèå F� ; � j j, � 1 , èìåþò ðàñïðåäåëåíèå F� ;

2) � �i j i j, , , � 1 , — íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû;

3) ôóíêöèè F� , F� èìåþò îáðàòíûå è ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå ïëîò-

íîñòè f f� �, .

Òîãäà íàáëþäàåòñÿ ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

� � 	� �n m n m n my n F F y F F y N, , ( ) ( ( ( )) ( ( ))) ( , )� � � �� �1 1 20 ,

ãäå

	 � � � �
2 1 11� �� �F F y F F y( ( ))( ( ( )))

ïðè n�� , m O n� �( ),� � 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � n m, :

E n EF F y F F yn m n m� � �, ( ( ( )) ( ( )))� �� �1 1 .

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷aeì

| | | ( ( ( ))) |, ( )
E n EI F F yn m F ym

�
� � �

� � �
�

�
�1

1

� � � � �� �| ( ( ) ( ) ) |n P F y P F ym{ } { }� �
�

1 1

| ( ( ) ( ) ( ) ( ) ) |n P F y F y P F y F ym m{ } { }
� �

� �� � � �� �  � �1 1 1 1 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñõîäèìîñòè

E n m� , � 0
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

nP F y F ym{ }| ( ) ( ) |
�

�� �� � �1 1 0

ïðè ëþáîì � .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîé îáðàòíîé ôóíêöèè ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

nP F y F ym{ }| ( ) ( )|
�

�� �� � �1 1

� � � � �� �nP F y F y n e em
m n m{ }| ( ) ( ) | ( ) ( ) , ln (

�
� � � �� � 2 22 0 5 22 )2

,

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî áàçèðóåòñÿ íà íåðàâåíñòâå Äâîðåöêîãî–Êèôåðà–

Âîëüôîâèöà [22], � �( ) íå çàâèñèò îò n è m .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè m O n� �( ),� � 0 , èìååì lim ,
n

n mE
��

�� 0 .

Ðàññìîòðèì äèñïåðñèþ � n m, :

D E En m n m n m� � �, , ,( )� �2 2 .
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Âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó âàæíî ðàññìîòðåòü ïåðâîå ñëàãà-

åìîå ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà

E nE F F y F F yn m n m� � �, ( ( ( )) ( ( )))2 1 1 2� � �� �

� � 
�

�
�E I F F y

F ym
( ( ( )))

( )� � �1
1 2

 � �
�

�
�

�
� �

1
1 1

1 1

n
I F F y I F F y

i m j mF y F y
( ( ( ))) ( ( (

( ) ( )� � � � � �
)))

i j!
& .

Ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà ìàëîñòè O( )1 , ïîëó÷aeì ñîîòíîøåíèå
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Ïîñëåäíèì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà áóäåò èñïîëüçîâàíèå öåíòðàëüíîé ãðàíè÷-

íîé òåîðåìû äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [24]
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ãäå àñèìïòîòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü ñëåäóåò ïîíèìàòü ïðè m�� â ñëåäóþ-

ùåì êîíòåêñòå:
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Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ââåäåíî ïîíÿòèå îáëàñòè ðàçäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Dl , äîêàçàíà òåîðåìà

î ñõîäèìîñòè ìíîæåñòâ DA B, è Dl , à òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâà Dl è Dl

ÿâëÿþòñÿ çâåçäíûìè; ïðåäëîæåí àíàëèòè÷åñêèé âèä ôóíêöèè, ðàçäåëÿþùåé

ýòè ìíîæåñòâà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ äàííîé ôóíêöèè äëÿ íîð-

ìàëüíîãî, ýêñïîíåíöèàëüíîãî, ðàâíîìåðíîãî è ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèé.

Íåñîìíåíííî, ÷òî ýòà æå ìåòîäèêà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà è äëÿ ìíîãîìåð-

íîãî ñëó÷àÿ. Â òåîðåìå 3 äîêàçàíà ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü íîðìèðîâàííîé ðàçíî-

ñòè ýìïèðè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé êðèâûõ ðàçäåëåíèÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðå-

äåëåíèþ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâåðÿòü ãèïîòåçû î ìåñòîíàõîæäåíèè òåîðåòè÷åñêîé

êðèâîé ðàçäåëåíèÿ â êîíêðåòíîé òî÷êå.
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Ì.À. ²âàí÷óê, ².Â. Ìàëèê
ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ÇÀÄÀ×² ÊËÀÑÈÔ²ÊÀÖ²¯ Ç ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍßÌ �-Ñ²ÒÎÊ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ êëàñèô³êàö³¿, ùî

áàçóºòüñÿ íà â³äîêðåìëåíí³ äâîõ ìíîæèí â ïðîñòîð³ Rd øëÿõîì ïîáóäîâè òà
â³äîêðåìëåííÿ �-ñ³òîê öèõ ìíîæèí â ðàíæîâàíîìó ïðîñòîð³ â³äíîñíî ã³ïåð-
ïëîùèí. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ îáëàñò³ ïîä³ëó — òèõ çíà÷åíü � , ïðè ÿêèõ ìîæëè-
âî â³äîêðåìèòè ìíîæèíè. Íàâåäåíî ïðèêëàäè îáëàñò³ ïîä³ëó äëÿ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí, ðîçïîä³ëåíèõ çà íàéá³ëüø âæèâàíèìè çàêîíàìè ðîçïîä³ëó, òà äîâå-
äåíî òåîðåìó ïðî ¿¿ çá³æí³ñòü. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñóêóïíîñò³ âñ³õ ìîæëèâèõ
�-ñ³òîê äåÿêî¿ ìíîæèíè òà äîâåäåíî äåÿê³ ¿¿ âëàñòèâîñò³. Äîâåäåíà ñëàáêà
çá³æí³ñòü íîðìîâàíî¿ ð³çíèö³ åìï³ðè÷íî¿ òà òåîðåòè÷íî¿ êðèâèõ â³äîêðåìëåí-
íÿ äî íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó, ùî äîçâîëÿº ïåðåâ³ðÿòè ã³ïîòåçè ïðî ì³ñöåçíà-
õîäæåííÿ òåîðåòè÷íî¿ êðèâî¿ â³äîêðåìëåííÿ â êîíêðåòí³é òî÷ö³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: �-ñ³òêè, â³äîêðåìëåííÿ ìíîæèí, ðîçì³ðí³ñòü Âàïí³êà–×åðâî-
íåíê³ñà, êëàñèô³êàö³ÿ.

M.A. Ivanchuk, I.V. Malyk
SOLVING THE CLASSIFICATION PROBLEM USING �-NETS

Abstract. The new method of the solution the classification problem is proposed

in the paper. The method is based on separating two sets in the space Rd by
constructing and separating �-nets of these sets in a ranked space with respect to
hyperplanes. The concept of the set of possible values of � for �-nets of both
sets is introduced in the paper. The properties of this set and the theorem of its
convergence are proved. The paper contains examples of the set of possible
values for the most useful distributions. The concept of the set of all possible
�-nets of the set is introduced in the paper. Weak convergence of the normalized
difference of the empiric and theoretic separation curves to the normal
distribution is proved. It makes possible to check the hypothesis of the place of
theoretic separation curve at a specific point.

Keywords: �-nets, sets’ separation, VC-dimension, classification.
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