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Àííîòàöèÿ. Ðàçðàáîòàíû êðèòåðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ÷èñëà
êîìïîíåíò ëèíåéíîé ìîäåëè ïðè ðåøåíèè äèñêðåòíîé íåêîððåêòíîé çàäà÷è
ìåòîäàìè óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ è ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâà-
íèÿ. Äëÿ ýòîãî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå çàâèñèìîñòåé îøèáêè âåêòîðà ðåøå-
íèÿ è îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè îò ðàçìåðíîñòè ìîäåëè
è èõ ìèíèìóìîâ. Ïðîâåäåíî òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ðàçðà-
áîòàííûõ êðèòåðèåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêðåòíàÿ íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à, óñå÷åííîå ñèíãóëÿðíîå
ðàçëîæåíèå, ñëó÷àéíîå ïðîåöèðîâàíèå, êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðåøåíèå íåêîððåêòíûõ çàäà÷ àêòóàëüíî äëÿ ìíîãèõ îáëàñòåé íàóêè è òåõíèêè.

Äèñêðåòíûå íåêîððåêòíûå çàäà÷è (ÄÍÇ) âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè äèñêðåòè-

çàöèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ñïåêòðîìåòðèè, ãðàâèìåòðèè, ìàãíèòîìåòðèè,

ýëåêòðîðàçâåäêå è äð. [1–3].

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå ÄÍÇ êàê çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ÿâëÿåòñÿ íå-

óñòîé÷èâûì: ìàëûì èçìåíåíèÿì â âåêòîðå èçìåðåíèé ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèå

èçìåíåíèÿ â âåêòîðå ðåøåíèÿ, ïðè ýòîì âåëèêî çíà÷åíèå îøèáêè ðåøåíèÿ. Äëÿ

ïðåîäîëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ

èñïîëüçóþò ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè.

Îäèí èç ïîäõîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè [4, 5] ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèîíàë ìåòî-

äà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äîïîëíÿþò îãðàíè÷åíèåì íîðìû âåêòîðà ïàðàìåòðîâ,

âçâåøåííûì ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè [5]. Íåäîñòàòêàìè ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿ-

þòñÿ âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü, à òàêæå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ îïðå-

äåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè, êîòîðûå çà÷àñòóþ íå îáåñïå÷èâàþò

âûñîêîé òî÷íîñòè. Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñõîäíûå äàííûå ïðåäñòàâ-

ëÿþò ëèíåéíîé ìîäåëüþ, îïòèìàëüíûé ïîäáîð ÷èñëà ÷ëåíîâ êîòîðîé îáåñïå÷è-

âàåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ. Äëÿ ïîäáîðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèè âûáîðà

ìîäåëè (ÊÂÌ), ïîñòðîåííûå íà ðàçëè÷íûõ ïðèíöèïàõ [6–8]. Îäíàêî ðàçðàáîòêà

êðèòåðèåâ, ó÷èòûâàþùèõ ñïåöèôèêó ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÄÍÇ, îáåñïå÷èâàåò ïîâû-

øåíèå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.

Òàê, äëÿ óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ ÄÍÇ ïðåäëîæåí

ìåòîä [9–17], èñïîëüçóþùèé ñëó÷àéíîå ïðîåöèðîâàíèå [18, 19], êîòîðîå ÿâëÿåò-

ñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ìåòîäîâ ôîðìèðîâàíèÿ íåéðîñåòåâûõ ðàñïðåäåëåííûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé [20–28]. Îäíàêî äëÿ ýòîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ÄÍÇ íå èìååòñÿ ñïåöèàëè-
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çèðîâàííîãî êðèòåðèÿ âûáîðà ìîäåëè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ÄÍÇ íà îñíîâå

óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ â [29] èñïîëüçóþò ìåòîäû âûáîðà ïàðàìåò-

ðà ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà, ÷òî ñíèæàåò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèþ êðèòåðèåâ âûáîðà ìî-

äåëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ÷èñëà åå êîìïîíåíò äëÿ ðåøåíèÿ ÄÍÇ ìåòî-

äîì óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ è ñëó÷àéíûì ïðîåöèðîâàíèåì.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÊÂÌ ÄËß ÄÍÇ

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà îïèñûâàåòñÿ

ëèíåéíîé ìîäåëüþ âèäà

Ax y� , (1)

ãäå èçâåñòíû ìàòðèöà A �� �N N è âåêòîð èçìåðåíèé y ��N , èñêàæåííûé àä-

äèòèâíûì øóìîì � ��N : y y� �0 � (çàøóìëåííûé âåêòîð èçìåðåíèé), � —

âåêòîð øóìà, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé �
2 , y 0 — íåçàøóìëåííûé

âåêòîð èçìåðåíèé. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåêòîð ñèãíàëà x ��N .

Îöåíêó ñèãíàëà x íà îñíîâå ïñåâäîîáðàùåíèÿ A ïîëó÷àþò êàê x A y� �� ,

ãäå A � — ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà [30, 31]. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ øèðîêî èñ-

ïîëüçóåòñÿ â èññëåäîâàíèÿõ íåéðîííûõ ñåòåé [32–34].

Â ñëó÷àå, êîãäà y ñîäåðæèò øóì, ðÿä ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë � i ìàòðèöû A
ïëàâíî ñïàäàåò ê íóëþ, A èìååò áîëüøîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè � �max min/ , çà-

äà÷ó îöåíêè x íàçûâàþò äèñêðåòíîé íåêîððåêòíîé îáðàòíîé çàäà÷åé [4]. Ðåøå-

íèå x A y� �� ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì è íåòî÷íûì.

Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ïîëó÷åíèþ óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ÄÍÇ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

âåêòîð èçìåðåíèé ïðåäñòàâëÿþò ëèíåéíîé àääèòèâíîé ìîäåëüþ, îïòèìàëüíûé ïîä-

áîð ÷èñëà k N	 ñëàãàåìûõ êîòîðîé îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ [4, 35, 36].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ (îöåíêè x� ) ìîæíî ïðèìåíÿòü òàêèå ìåòîäû,

êàê óñå÷åííîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå [35–37], óñå÷åííîå QR-ðàçëîæåíèå [38–40],

à òàêæå ìåòîä ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàíäîìèçàöèè [9, 12, 16].

Âåêòîð îöåíêè x íà îñíîâå óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àþò

ñëåäóþùåé ëèíåéíîé ìîäåëüþ [37]:

x v u yk i

i

k

i iSVD
T�

�


� �
1

1
� , (2)

ãäå u i
N�� è v i

N�� — ñîîòâåòñòâåííî ëåâûå è ïðàâûå ñèíãóëÿðíûå âåê-

òîðû, � i — ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà.

Âåêòîð îöåíêè x íà îñíîâå ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ ïîëó÷àþò ëèíåéíîé

ìîäåëüþ âèäà [12]:

x b ykR i

i

k

i
�

�

� �
1

�
T , (3)

ãäå � i
N�� — ñòîëáåö ìàòðèöû � k k� [ , , ]� �1 � , ÿâëÿþùåéñÿ ðåçóëüòàòîì

ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû G, ýëåìåíòû êîòîðîé åñòü ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì; bi
N�� — ñòîëáåö ìàòðèöû ( )�

k
T A � �

� [ , , ]b b1 � k .

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ õ áóäåì âû÷èñëÿòü êàê

e kx k xk( ) | | | | | | | |� 
 ��E{ } E{ }x x e2 2 , (4)

ãäå E{ } — îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ ïî ðåàëèçàöèÿì øóìà â âåêòîðå èçìåðåíèé,
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x k
� — âåêòîð âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà, ò.å. âåêòîð îöåíêè x ïî (2) èëè (3),

e xk — âåêòîð îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà x ñ èñïîëüçîâàíèåì
k êîìïîíåíò ìîäåëè.

Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ÷èñëî k êîìïîíåíò ëèíåéíûõ ìîäåëåé (2) è (3),

ìèíèìèçèðóþùåå îøèáêó (4). Íàëè÷èå îïòèìàëüíîãî k N	 âîçìîæíî âñëåä-

ñòâèå òîãî, ÷òî îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà ïðåäñòàâèìà â âèäå

ñóììû äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ, îäíà èç êîòîðûõ (äåòåðìèíèðîâàííàÿ) óáûâàåò ñ óâå-

ëè÷åíèåì ÷èñëà êîìïîíåíò ìîäåëè, à äðóãàÿ (ñòîõàñòè÷åñêàÿ) ðàñòåò è ïðîïîðöè-

îíàëüíà óðîâíþ øóìà â âåêòîðå èçìåðåíèé [12, 16]. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåêîòî-

ðîì óðîâíå øóìà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà îøèáêè ìîæíî äîñòè÷ü ïðè 1	 	k N .

Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ âû÷èñëèòü îøèáêó e kx ( ) âîññòàíîâëåíèÿ x íåâîçìîæíî

âñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè îá x , ïîýòîìó íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî îïðåäå-

ëèòü îïòèìàëüíîå k . Äëÿ âûáîðà k , áëèçêîãî ê îïòèìàëüíîìó, íóæíî ðàçðàáîòàòü

ÊÂÌ, ò.å. ôóíêöèþ, èìåþùóþ ýêñòðåìóì ïðè k , áëèçêîì èëè ðàâíîì îïòèìàëüíîìó,

è íå âêëþ÷àþùóþ íåèçâåñòíûé âåêòîð y 0 . Äëÿ ðàçðàáîòêè ÊÂÌ áóäåì èñïîëüçîâàòü

ñðåäíþþ îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ y 0 : e ky k y( ) | | | | | | | |� 
 ��E{ } E{ }y y e0
2 2 , ãäå

y Axk k
� �� ; e y — âåêòîð îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ y 0 . Îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ y 0 íåèç-

âåñòåí, åãî ìîæíî îöåíèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíîãî âåêòîðà èçìåðåíèé y . Òà-

êèì îáðàçîì, ïðè ñîçäàíèè ÊÂÌ äëÿ ðåøåíèÿ ÄÍÇ íåîáõîäèìî:

— ïîêàçàòü, ÷òî ãëîáàëüíûå ìèíèìóìû çàâèñèìîñòè îøèáîê âîññòàíîâëå-
íèÿ x è y 0 îò k ñîâïàäàþò èëè áëèçêè;

— ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ îöåíèâàíèÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ y 0 ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì èçâåñòíîãî âåêòîðà èçìåðåíèé y.

×òîáû ñðàâíèòü ïîëîæåíèå ìèíèìóìà îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèã-

íàëà e kx ( ) è îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ íåçàøóìëåííîãî âåêòîðà èçìåðåíèé e ky ( ), ïî-

ëó÷èì âûðàæåíèÿ (íåðàâåíñòâà), õàðàêòåðèçóþùèå ðàçìåðíîñòü ìîäåëè k , ïðè êîòî-

ðîé îøèáêà ìèíèìàëüíà. Äëÿ ýòîãî ïîëíûå îøèáêè e kx ( ) è e ky ( ) ïðåäñòàâèì

â âèäå [12, 16] e k e k e k e k e kd s d g( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �
2 , ãäå e kd ( ) è e ks ( ) — çàâèñè-

ìîñòè äåòåðìèíèðîâàííîé è ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè îò k ñîîòâå-

òñòâåííî, �
2 — äèñïåðñèÿ øóìà; e k e kg s( ) ( ) /� �

2 .

Óñëîâèåì íàëè÷èÿ ìèíèìóìà (ëîêàëüíîãî èëè ãëîáàëüíîãî) îøèáêè äëÿ ìî-

äåëè ðàçìåðíîñòè k ÿâëÿåòñÿ e k e k( ) ( )
 
 	1 0, e k e k( ) ( )� 
 �1 0.

Îáîçíà÷èì

� e k e k e kd d d( ) ( ) ( )� 
 
1 , � e k e k e ks s s( ) ( ) ( )� 
 
1 . (5)

Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îøèáêè óìåíüøà-

åòñÿ, à ñòîõàñòè÷åñêàÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì k, ïîýòîìó � ed è � es ïîëîæè-

òåëüíûå (ñì. äàëåå). (Åñëè � e � 0 äëÿ k è k �1, â êà÷åñòâå k �1 ìîæíî âûáðàòü òî

çíà÷åíèå k , ãäå � e� 0.)

Èñïîëüçîâàâ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè ed ( )1 , eg ( )1 è çíà-

÷åíèÿ � e kd ( ), � e ks ( ) äëÿ ìîäåëåé ðàçìåðíîñòè îò 1 äî k , çàïèøåì âûðàæåíèÿ

äëÿ çíà÷åíèé ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè e kd ( ), e kg ( ) â âèäå:

e k e e e e kd d d d d( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 
 
 
 
1 1 2� � �� ,

e k e e e e kg g g g g( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �1 1 2� � �� .

Ñëåäîâàòåëüíî,

e k e k e k e kd g( ) ( ) ( ) ( )
 
 � 
 �1 2� �� ,

e k e k e k e kd g( ) ( ) ( ) ( )� 
 � 
 � � �1 1 12� �� .
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Óñëîâèå íàëè÷èÿ ìèíèìóìà ïðè ðàçìåðíîñòè ìîäåëè k ïåðåïèøåì êàê

�
2 0� �e k e kg d( ) ( )
 	 , (6)

�
2 1 1 0� �e k e kg d( ) ( )� 
 � � . (7)

Èç íåðàâåíñòâà (6) ñëåäóåò, ÷òî �
2� �e k e kg d( ) ( )	 , ò.å. �

2 	
�

�

e k

e k

d

g

( )

( )
, à èç

íåðàâåíñòâà (7), — ÷òî �
2 1 1� �e k e kg d( ) ( )� � � , ò.å. �

2 1

1
�

�

�

�

�

e k

e k

d

g

( )

( )
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìèíèìóì îøèáêè ñîîòâåòñòâîâàë ðàçìåðíîñòè ìîäåëè k ,

çíà÷åíèå äèñïåðñèè øóìà äîëæíî íàõîäèòüñÿ â äèàïàçîíå

�

�

�

�

e k

e k

e k

e k

d

g

d

g

( )

( )

( )

( )

�

�
	 	

1

1

2
� , (8)

ò.å. åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

�

�

�

�

e k

e k

e k

e k

d

g

d

g

( )

( )

( )

( )

�

�
	

1

1
, (9)

òî ñóùåñòâóåò óðîâåíü øóìà �, îáåñïå÷èâàþùèé ìèíèìóì ïðè k .

Îáîçíà÷èì J
e k

e k
x

dx

gx

�
�

�

( )

( )
îòíîøåíèå èçìåíåíèé ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè

ed è eg â çàâèñèìîñòè îò k äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà,

à J
e k

e k
y

dy

gy

�
�

�

( )

( )
— äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà èçìåðåíèé. Åñëè Jx è J y

äëÿ îøèáîê âîññòàíîâëåíèÿ âõîäà è âûõîäà äëÿ íåêîòîðîãî ìåòîäà ñîâïàäàþò

èëè áëèçêè, òî è îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ k îøèáîê âîññòàíîâëåíèÿ âõîäà è âûõî-

äà ñîâïàäàþò èëè áëèçêè.

Åñëè çíà÷åíèå Jx (J y) äëÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è ìîíîòîííî óáûâàåò â çàâèñè-

ìîñòè îò k , ïðè ëþáîì �
2 ìèíèìóì îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà

(êàê è îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà èçìåðåíèé) áóäåò åäèíñòâåííûì. Äåé-

ñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå çíà÷åíèå �
2 ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíîìó äèà-

ïàçîíó J k J k( ) ( )� 	 	1 2
� ñîãëàñíî (8), ò.å. ìèíèìóì îøèáêè äîñòèãàåòñÿ ïðè k .

Êîãäà �
2 ïðèíàäëåæèò íå îäíîìó äèàïàçîíó Jx èëè J y , çàâèñèìîñòè îøèáîê

âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà è âûõîäà îò k èìåþò ëîêàëüíûå ìèíèìóìû.

Ðàçðàáîòàåì ÊÂÌ äëÿ ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé íåêîððåêòíîé çàäà÷è ìåòîäàìè

ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ è ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ [12, 16]. Äëÿ ýòîãî

äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ èññëåäóåì óáûâàíèå äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé

îøèáêè è âîçðàñòàíèå ñòîõàñòè÷åñêîé äëÿ e kx ( ) è e ky ( ), ñîâïàäåíèå ìèíèìóìîâ

e kx ( ) è e ky ( ), îöåíêó y 0 ïî y , à òàêæå ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ÊÂÌ.

Âíà÷àëå ïðîèëëþñòðèðóåì, êàê ïîâåäåíèå çàâèñèìîñòåé J kx ( ) è J ky ( ) îïðå-

äåëÿåò åäèíñòâåííîñòü ëèáî íååäèíñòâåííîñòü ìèíèìóìîâ îøèáêè e kx ( ) è e ky ( ),

ñîâïàäåíèå ëèáî íåñîâïàäåíèå k, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìóìàì e kx ( ) è e ky ( ),

à òàêæå îïòèìàëüíîå k .

Ïðåäâàðèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû. Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ïðåäâàðèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ äâóõ èçâåñòíûõ äèñêðåòíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷: Carasso è

Delves [29], äëÿ êîòîðûõ ðàññ÷èòàíû çàâèñèìîñòè J kx ( ) è J ky ( ), ïîëó÷åííûå ïðè

èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (ðèñ. 1, à è ðèñ. 2, à),

à òàêæå çàâèñèìîñòè îøèáîê âîññòàíîâëåíèÿ âõîäà è âûõîäà îò k ïðè çàäàííîì

óðîâíå ãàóññîâà øóìà nl ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé �
2 (ðèñ. 1, á è ðèñ. 2, á).
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Ïðîâåäåííàÿ íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè J kx ( ) (J ky ( )) ëèíèÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè

àáñöèññ, ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó óðîâíþ øóìà (ñì. ðèñ. 1, à è ðèñ. 2, à).

Êàê âèäíî èç ýòèõ ðèñóíêîâ, äëÿ ìåòîäà óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ

çàâèñèìîñòè J kx ( ) è J ky ( ) ñîâïàäàþò äëÿ îáåèõ çàäà÷. Ñëåäîâàòåëüíî, è ïîëî-

æåíèÿ ìèíèìóìîâ çíà÷åíèé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âõîäà è âûõîäà ñîâïàäàþò.

Äëÿ çàäà÷è Delves çàâèñèìîñòè J kx ( ) è J ky ( ) ìîíîòîííî óáûâàþò. Ïîýòîìó çà-

âèñèìîñòè îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âõîäà è âûõîäà èìåþò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì.

Ïîñêîëüêó äëÿ çàäà÷è Carasso õàðàêòåð óáûâàíèÿ çàâèñèìîñòåé J kx ( ) è J ky ( )

íåìîíîòîííûé, çàâèñèìîñòè îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âõîäà è âûõîäà äëÿ îïðåäå-

ëåííûõ óðîâíåé øóìà áóäóò èìåòü êàê ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, òàê è ëîêàëüíûå.

×èñëî ïåðåñå÷åíèé ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùåé nl � 
10 3 (ñì. ðèñ. 1, à ), ñ óáûâàþ-

ùèìè (â ñèëó (9)) ó÷àñòêàìè ãðàôèêà ðàâíî êîëè÷åñòâó ìèíèìóìîâ çàâèñèìîñòè

îøèáêè îò k ïðè äàííîì óðîâíå øóìà, òàê êàê êàæäîå ïåðåñå÷åíèå ïîêàçûâàåò,

÷òî çíà÷åíèå øóìà ïðèíàäëåæèò îïðåäåëåííîìó èíòåðâàëó.
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Ðèñ. 1. Ðåøåíèå çàäà÷è Carasso ìåòîäîì óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ: çàâèñèìîñòü Jx
è J y îò ðàçìåðíîñòè ìîäåëè k (à), çàâèñèìîñòü îøèáîê âîññòàíîâëåíèÿ âõîäà è âûõîäà îò k ïðè
nl � 
10 3 (á)
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Ðèñ. 2. Ðåøåíèå çàäà÷è Delves ìåòîäîì óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ: çàâèñèìîñòü Jx
è J y îò ðàçìåðíîñòè ìîäåëè k (à), çàâèñèìîñòü îøèáîê âîññòàíîâëåíèÿ âõîäà è âûõîäà îò k ïðè
nl � 
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Carasso ìåòîäîì óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ

ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé J kx ( ) è J ky ( ) òðèæäû ïåðåñåêàþòñÿ ëèíèåé óðîâíÿ øóìà

nl � 
10 3 (ñì. ðèñ. 1, à). Ïîñòðîåííûå äëÿ ýòîãî óðîâíÿ øóìà çàâèñèìîñòè îøèá-

êè âõîäà è âûõîäà îò k (ñì. ðèñ. 1, á) èìåþò òðè ìèíèìóìà ïðè ðàçìåðíîñòÿõ ìî-

äåëè k � { , , }4 11 16 .

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ÊÂÌ äëÿ ìåòîäà ðåøåíèÿ ÄÍÇ íà îñíîâå óñå÷åííî-

ãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÊÂÌ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÄÍÇ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ ÐÀÇËÎÆÅÍÈß

Çàâèñèìîñòü ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè îò ÷èñëà êîìïîíåíò ìîäåëè. Ðåøåíèå

ÄÍÇ íà îñíîâå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àþò [4, 37] ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: x A y� ��
k

, A VS U
k
� 
� 1 T . Çäåñü A USVk � T — ïðèáëèæåíèå ìàòðèöû A ,

ïîëó÷åííîå ïî k ( )k N	 êîìïîíåíòàì ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ; U u u� ( , ... , )1 k

è V v v� ( , ... , )1 k — ìàòðèöû ëåâûõ è ïðàâûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ ñ îðòîíîð-

ìèðîâàííûìè ñòîëáöàìè ñîîòâåòñòâåííî; S � diag ( , ... , )� �1 k — ìàòðèöà ñèíãó-

ëÿðíûõ ÷èñåë; A � — ïñåâäîîáðàùåíèå ìàòðèöû A .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A u vk i

i

k

i i�
�
�

1

�
T , çàïèñûâàåì ðåêóðñèâíîå âûðàæåíèå äëÿ

ìàòðèöû A
k
� :

A v u
k i

i

k

i i
�

�


� �
1

1
�

T , A A v u
k k k k k
�



� 
� �

1
1

�
T . (10)

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà îøèáêè e xk (4) òàê, ÷òîáû âåêòîð øóìà

âõîäèë â íåãî â ÿâíîì âèäå:

e A y x A y A x A A x x Axk k k k k k k
� � 
 � � 
 � 
 �� � � � �( )0 0� � �. (11)

Èñïîëüçîâàâ (11), çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ õ (4):

e kx k k k
( ) | | | |� 
 � �� �E{ }A A x x A �

2

� 
 � 
 � 
 �� � � �| | ( ) | | | | | | ( ) ,A A I x A A A I x A
k k k k k k

2 2 2E{ } E{� � }. (12)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà øóìà � — íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû, E{ } E{ }E{ }� � � �i j i j� � 0, E{ }� � �i i � 2 , ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âòî-

ðîãî ñëàãàåìîãî e kx ( ) âû÷èñëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E{ } E{ } ET T T| | ( ) | | [ ]A A A A A
k k k

i

N

i k k ij j
� � �

�

� �� � �� � �
2

1

� �

j

N

�
�

�
�
�

��

�
�
�

��
�

1

� �� �

��

� ��� [ ] ( )A A A A
k k ij

j

N

i

N

i j k k
T TE{ } tr

11

2
� � � . (13)

Ïðåäñòàâèì òðåòüå ñëàãàåìîå â (12) êàê

E E{ } E{ }T T T� 
 � � 
 �� � � �( ) , ( )A A I x A x A A I A a
k k k k k k

� � � ,

ãäå a x A A I A� 
� �T T( )
k k k

. Òàê êàê E{ }� i � 0, òî E{ } E{ }Ta � � �
�
� ai i

i

N

�

1

0 è

E{ }� 
 � �� �( ) ,A A I x A
k k k

� 0. (14)

Ñ ó÷åòîì (13) è (14) ïåðåïèøåì e kx ( ) (12) â âèäå e kx k k( ) | | ( ) | |� 
 ��A A I x 2

� � �
�

2 tr T( )A A
k k

. Âûäåëèì ñîñòàâëÿþùèå îøèáêè
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e kxd k k( ) | | ( ) | |� 
�A A I x 2 , e kxs k k
( ) ( )� � �

�
2 tr TA A , (15)

ãäå exd è exs — äåòåðìèíèðîâàííàÿ è ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùèå îøèáêè

âîññòàíîâëåíèÿ x ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçîâàâ e A A y y A A y y A Ay k k k k k k
� � 
 � 
 �� � �( )0 0 0 0� � , çàïèøåì

âûðàæåíèå äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âûõîäà è ïðîâåäåì óñðåäíåíèå ïî ðåàëè-

çàöèÿì øóìà àíàëîãè÷íî (13), (14)

e ky k k k k k k
( ) | | | | | | | |� 
 � � 
 �� � �E{ } E{A A y y A A A A y y0 0

2
0 0

2
� | | | |A Ak k

� 
�
2 }


 � 
 �� �2 0 0E{ }A A y y A Ak k k k
, � ,

e ky k k k k k k
( ) | | ( ) | | ( )� 
 �� � �A A I y A A A A0

2 2
� tr T T .

Ñîñòàâëÿþùèå îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âûõîäà

e kyd k k
( ) | | ( ) | |� 
�A A I y 0

2 , e kys k k k k
( ) ( )� � �

�
2 tr T TA A A A , (16)

ãäå e yd è e ys — äåòåðìèíèðîâàííàÿ è ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùèå îøèáêè

âîññòàíîâëåíèÿ y 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè

e kd ( ), e kg ( ) è ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ � e kd ( ) è �e kg ( ), ðàñ-

ñìîòðèì ïîâåäåíèå ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà x
è îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ y 0 îò ÷èñëà êîìïîíåíò ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ k .

Îáîçíà÷èâ Z A Ak k k� � , äëÿ e kxd ( ) (15) ïîëó÷èì:

e kxd k k k k k k( ) | | ( ) | | ( ) ( )� 
 � 
 
 � 
Z I x Z x x Z x x x Z Z x x Z2 2T T T T x x x� T .

Ìàòðèöà Zk ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì [31]. Èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâî

ïðîåêòîðà Z Z Z
k k k
T � , çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ e kxd ( ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e kxd k k k( ) � 
 � � 
x Z x x Z x x x x x x Z xT T T T T2 .

C ïîìîùüþ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àåì Z A A V S U U S Vk k k k k k k k k
� �� 
1 T T .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè U U I
k k
T � è S S I

k k

 �1 , ïîëó÷àåì

Z A A V Vk k k k k
� �� T .

Âûðàæåíèå äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè ïðèíèìàåò âèä

e kxd k k k
( ) � 
 � 
x x x Z x x x x V V xT T T T T . (17)

Çàïèøåì Zk â âèäå ñóììû ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ Z V V v vk k k i

i

k

i� �
�
�T T

1

. Òîãäà

x V V x x v v xT T T T
k k i

i

k

i�
�
�

1

. Ïðîèçâåäåíèå x v v xT T
i i ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñ-

ëîì äëÿ íåîðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ x è v i , ïîýòîìó çíà÷åíèå x v v xT T
i

i

k

i

�
�

1

óâåëè-

÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì k . Â ñèëó òîãî, ÷òî x xT ïîñòîÿííî è x v v xT T
i

i

k

i

�
�

1

ðàñòåò, çíà-

÷åíèå äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè e kxd ( ) óáûâàåò ñ ðîñòîì k .

Òåïåðü çàïèøåì ðåêóðñèâíîå âûðàæåíèå äëÿ e kxs ( ) (15). Ðåêóðñèâíàÿ çàïèñü

A A
k k
� �T ñëåäóåò èç (10):
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A A A A u v v u A A
k k k k k k k k k k k k
� �



�



� 
 




�



�� � �T T T T T

1 1
1 1

1 1
� � � 


�
k k k
2u uT ,

e kxs k k k k k
( ) ( ) ( )� �


�


� 


� � �
2

1 1
2 2tr trT TA A u u .

Ïîñêîëüêó âåêòîðû u k èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó, ñëåä ìàòðèöû u uk k
T (êâàä-

ðàò íîðìû u k ) ïîëîæèòåëüíûé (åäèíè÷íûé), çíà÷åíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé îøèáêè e kxs ( ) óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì k .

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ y 0 . Îáîçíà-

÷èâ P A Ak k k� � , äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé e kyd ( ) (16) ïîëó÷èì:

e kyd k k k k k( ) | | ( ) | | ( ) ( )� 
 � 
 
 �P I y P y y P y y y P P y0
2

0 0 0 0 0
T T T

0 0 0 0 02
 �y P y y yT T
k .

Ìàòðèöà Pk ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì [31]. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî

ïðîåêòîðà P P P
k k k
T � , ïîëó÷àåì âûðàæåíèå e kyd k( ) � 
y y y P y

0 0 0 0
T T . Ñ ïî-

ìîùüþ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî V V I
k k
T � , S S I

k k

 �1 ,

èìååì

P A A U S V V S U U Uk k k k k k k k k k k
� � �� 
T T T1 .

Âûðàæåíèå äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè ïðèíèìàåò âèä

e kyd k k k
( ) � 
 � 
y y y P y y y y U U y

0 0 0 0 0 0 0 0
T T T T T ,

ãäå U y u y u y
k k
T T T

0 1 0 0� � �[ ]� åñòü âåêòîð ðàçìåðíîñòè, âîçðàñòàþùåé ñ ðîñòîì

k, ïîýòîìó çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ y U U y
0 0
T T

k k
íå óáûâàåò ñ ðîñòîì

k , à äëÿ íåîðòîãîíàëüíûõ y 0 è u k âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå e kyd ( )
óáûâàåò ñ ðîñòîì k .

Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè e kys ( ) (16) ïî ñâîéñòâó öèêëè÷-

íîñòè ñëåäà ìàòðèöû èìååì

E{ } tr trT T T| | | | ( ) (A A A A A A A A A Ak k k k k k k k k k
� � � � �� ��

2 2 2
� �

T ) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî U U Ik k k
T � è S S Ik k k

T T
 �1 , ïîëó÷àåì A A A A V V v vk k k k k k
i

k

k k
T T T T� �

�

� ��
1

.

Ïîñêîëüêó tr T( )v vk k
�1, èòîãîâîå âûðàæåíèå äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿ-

þùåé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà âûõîäà èìååò âèä

e kys k k k k
i

k

k k
( ) ( )� �

�

�
�
�

�

�
�
�
�� �

�
�� � �

2 2

1

tr trT T TA A A A v v 2k, (18)

ñëåäîâàòåëüíî, e ys óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì k .

Îïòèìàëüíîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ îøèáêè
âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà è âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà âûõîäà. Âû-

÷èñëèì ñîîòíîøåíèå J k
e k

e k
x

xd

xg

( )
( )

( )
�
�

�
äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî

ñèãíàëà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî V Vk k
T â âûðàæåíèè (17) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

V V V V v vk k k k k k
T T T� �
 
1 1

, çàïèñûâàåì exd â âèäå:

e e kxd k k k k k k xd� 
 � 
 
 � 

 
x x x V V x x x x V V x x v v xT T T T T T T T
1 1 1( )
x v v xT T

k k .

Ïîýòîìó, êàê ñëåäóåò èç (5), � e kxd k k
( ) � x v v xT T .
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Èç e kxs k k k k k
( ) ( ) ( )� �


�


� 


� � �
2

1 1
2 2tr trT TA A u u ñëåäóåò, ÷òî �e kxg ( ) �

� �
 

� �

k k k k
2 2tr T( )u u , çíà÷èò,

�

�

e k

e k

xd

xg
k k k

( )

( )
� �

2 x v v xT T . (19)

Âû÷èñëèì ñîîòíîøåíèå J k
e k

e k
y

yd

yg

( )
( )

( )
�
�

�
äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ y 0 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî U U U U u uk k k k k k
T T T� �
 
1 1

, çàïèñûâàì e yd â âèäå:

e yd k k k k k k
� 
 � 
 

 
y y y U U y y y y U U y y u u

0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
T T T T T T T T y 0 �

� 
 
e kyd k k
( )1

0 0y u u yT T . (20)

Èç (20) è (5) ñëåäóåò, ÷òî � e kyd k k
( ) � y u u y

0 0
T T . Ïåðåïèøåì � e kyd ( ) îòíî-

ñèòåëüíî x :

� e kyd k k k k k k
( ) � � �y u u y x A u u Ax x VS U u u USV x

0 0
T T T T T T T T T T .

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ U uT
k ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, k-ÿ

êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå (u
k
�1), à îñòàëüíûå — íóëþ. Ïîýòîìó

� e kyd k k k k k k k
( ) ( )� �x v v x x v v xT T T T

� � �
2 .

Èç (5) è (18) ñëåäóåò, ÷òî � e kyg k k
( ) ( )� �tr Tv v 1, çíà÷èò,

�

�

e k

e k

yd

yg
k k k

( )

( )
� �

2 x v v xT T . (21)

Ñîïîñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (19) è (21), âèäèì, ÷òî J kx ( ) è J ky ( ) ñîâïàäàþò, ò.å.

äëÿ óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîëîæåíèÿ ìèíèìóìîâ îøèáêè âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ âõîäà è âûõîäà âñåãäà ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó çàâèñèìîñòü îøèáêè

âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà èçìåðåíèé y 0 îò k ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ îïòèìàëüíîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ìîäåëè. Îäíàêî y 0 íåèçâåñòíî. Îöåíèì

åãî è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ÊÂÌ.

Îöåíêà îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà èçìåðåíèé è ÊÂÌ äëÿ ðåøå-
íèÿ ÄÇÍ íà îñíîâå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ. Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïðèìå-

íÿòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìà îøèáêè íåïîñðåäñòâåííî âûðàæåíèå ñðåäíåé

îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ y 0 (16) íåâîçìîæíî ââèäó íàëè÷èÿ â íåì íåèçâåñòíîãî

â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ âåêòîðà y 0 .

Èñïîëüçîâàâ ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé âåêòîð y è âåêòîð øóìà � , çà-

ïèøåì íåèçâåñòíûé âåêòîð y y0 � 
 � è ïðîâåäåì óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì øóìà

e y k k k k k k
� 
 
 �� � �E{ } tr T| | ( )( ) | | (( ) )A A I y A A A A�

2 2
� ,

e y k k k k
� 
 � 
 
� �E{ } E{ }| | ( ) | | | | ( ) | |A A I y A A I2 2

�


 � 
 
 � �� � � �2 2E tr T( ) , ( ) (( ) )A A I y A A I A A A Ak k k k k k k k
� � . (22)

Àíàëîãè÷íî (13) ïðåäñòàâèì âòîðîå ñëàãàåìîå â (22) â âèäå

E{ } tr T| | ( ) | | (( ) )A A I A A A Ak k k k k k
� � �
 ��

2 2
� . (23)

Òðåòüå ñëàãàåìîå e y ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E E� 
 
 � � � 
 � 
� � � �( ) , ( ) ( )( ), (A A I y A A I A A I y A Ak k k k k k k k
� �0 I) � � �
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� � 
 � 
 � �� �E ( )( ), ( )A A I y A A Ik k k k0 � �

� � 
 
 � � � 
 
� � � �E E( ) , ( ) ( ) , ( )A A I y A A I A A I A A Ik k k k k k k k0 � � � � . (24)

Àíàëîãè÷íî (14) ïðåäñòàâèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (24) â âèäå

E � 
 
 � �� �( ) , ( )A A I y A A Ik k k k0 0� . (25)

Ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì, àíàëîãè÷íûì (23), äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (24) èìååì

E tr T� 
 
 � � 
 
� � � �( ) , ( ) (( ) ( ))A A I A A I A A I A A Ik k k k k k k k
� � �

2 . (26)

Ó÷èòûâàÿ (25) è (26), äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (22) ïîëó÷àåì

2 2 2E tr T� 
 
 � � 
 
� � � �( ) , ( ) (( ) (A A I y A A I A A I A A Ik k k k k k k k
� � )). (27)

Ó÷èòûâàÿ (25)–(27), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ e y :

e y k k k k k k
� 
 � 
� � �E{ } tr T| | ( ) | | (( ) ))A A I y A A A A2 2

�


 
 
 �� � � �2 2 2
� �tr trT T(( ) ( )) (( ) )A A I A A I A A A Ak k k k k k k k

. (28)

Èç (28) ñëåäóåò èòîãîâîå âûðàæåíèå äëÿ êðèòåðèÿ âûáîðà ìîäåëè

CR k k k k k kSVD E tr T� 
 
 
 
 �� � �| | ( ) | | (( ) ( ))A A I y A A I A A I2 2
�

� � �
�

2 tr T(( ) )A A A Ak k k k
, (29)

àïïðîêñèìèðóþùåå îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ y 0 , êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà

ïðàêòèêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà êîìïîíåíò ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ, áëèçêîãî

ê îïòèìàëüíîìó, ò.å. òàêîìó, ïðè êîòîðîì îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî

ñèãíàëà ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé ÄÍÇ áëèçêà ê ìèíèìàëüíîé. Äëÿ îöåíêè äèñ-

ïåðñèè øóìà �
2 ìîæíî ïðèìåíÿòü èçâåñòíûå ìåòîäû [41–44].

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå êðèòåðèÿ (29) ïðîâåäåíî äàëåå.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÊÂÌ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÄÍÇ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ
ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÏÐÎÅÖÈÐÎÂÀÍÈß

Îäíîé èç ïðîáëåì ïðèìåíåíèÿ SVD-ðàçëîæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ÄÍÇ ÿâëÿåòñÿ åãî

áîëüøàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü O mn m n( min { , }). Â ðàáîòàõ [9, 12, 16] ðàç-

ðàáàòûâàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îòûñêàíèè ìèíèìóìà îøèáêè ðåøåíèÿ

ÄÍÇ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèé óñòîé÷è-

âîñòü ðåøåíèÿ è ïîçâîëÿþùèé ñíèçèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü.

Äëÿ ðåøåíèÿ ÄÍÇ íà îñíîâå ïðîåêöèîííîãî ïîäõîäà îáå ÷àñòè èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ (1) óìíîæèì íà ìàòðèöó Q�� �k N [12], â ðåçóëüòàòå èìååì óðàâíå-

íèå Fx b� , ãäå F Q A� T , F�� �k N , b Q y� T , b��k .

Â ðàáîòå [12] ïðåäëîæåíî ïîëó÷àòü ìàòðèöó Q ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàò-

ðèöû GA QR� , ãäå Q è R — ñîîòâåòñòâåííî îðòîíîðìèðîâàííàÿ è âåðõíåòðåóãîëü-

íàÿ ìàòðèöû. Ýëåìåíòû ìàòðèöû G — ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íîðìàëü-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì, íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, k N .

Âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëà íà îñíîâå ïñåâäîîáðàùåíèÿ èìååò âèä

x Q A Q yQ
� �� ( )T T .

Çàâèñèìîñòü ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè îò ÷èñëà êîìïîíåíò ìîäåëè. Äëÿ

ðåøåíèÿ ÄÍÇ íà îñíîâå ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ ñîñòàâëÿþùèå îøèáêè ïîëó-

÷àþò ñëåäóþùèì îáðàçîì [12]. Âåêòîð îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíà-

ëà ïðåäñòàâèì êàê

e x x Q A Q y x Q A Q Ax xQx � 
 � 
 � � 
 �� � �( ) ( ) ( )T T T T
�

� 
 �� �(( ) ) ( )Q A Q A I x Q A QT T T T
� .
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Îáîçíà÷èì e Q A Q A I xxd � 
�(( ) )T T , e Q A Qxs �
�( )T T

� , ãäå e xd è e xs — âåê-

òîðû äåòåðìèíèðîâàííîé è ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîäîáíî (13) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå e xs èìååò âèä

E{ } tr trT T T T T TTe Q Q A Q A Q Q A Q Ax � �� � � �
� �

2 2( ( ) ( ) ) (( ) ( ) ). (30)

Ó÷èòûâàÿ (30), äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî

ñèãíàëà ïîëó÷àåì

exQ Q A Q A I x Q A Q A� 
 �� � �| | (( ) ) | | (( ) ( ) )T T T T Ttr2 2
� . (31)

Ðàññìîòðèì îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà èçìåðåíèé â ñëó÷àå, êîãäà

äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà Q. Âåêòîð îøèáêè ïðåä-

ñòàâèì êàê

e y y A Q A Q y A Q A Q yQy � 
 � � 
 �� � �
0 0 0( ) ( )T T T T

�

� 
 �� �( ( ) ) ( )A Q A Q I y A Q A QT T T T
0 � .

Òàêèì îáðàçîì, e A Q A Q I yyd � 
�( ( ) )T T
0 , e A Q A Qys �

�( )T T
� .

Ïîäîáíî (13) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå e ys èìååò âèä

E{ } trT T T T T T TA Q A Q A Q A Q A Q A Q( ) (( ( ) ) ( ) )� � ��� �
2 . (32)

Ñ ó÷åòîì (32) âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ

âåêòîðà èçìåðåíèé ïðèíèìàåò âèä

e yQ A Q A Q I y Q A A A Q A� 
 �� � �| | ( ( ) ) | | (( ) ( ) )T T T T T Ttr0
2 2

� , (33)

ãäå

| | ( ( ) ) | | ( ) ( )A Q A Q I y y y y Q Q A A A Q A Q yT T T T T T T T T� � �
 � �0
2

0 0 0 0 



 �2
0 0y Q Q A A yT T T T( ) .

×èñëî ñòîëáöîâ N ìàòðèöû Qk îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ èñõîäíîé ìàò-

ðèöû A , ÷èñëî ñòðîê k àïðèîðè íå ôèêñèðîâàíî è ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò 1 äî N .

Ïîâåäåíèå çàâèñèìîñòè ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè (31) îò ÷èñëà ñòðîê k ìàòðèöû

Qk àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíî â ðàáîòàõ [15, 16] íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ

ìàòðèöû F Q Ak k
� T â âèäå ñóììû èñõîäíîé ìàòðèöû è ìàòðèöû âîçìóùåíèÿ.

Ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó F Q A
k k
� �� ( )T , èñïîëüçóåìóþ äëÿ îöåíêè èñòèííîãî

ñèãíàëà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âîçìóùåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ÷åðåç

âîçìóùåíèå èñõîäíîé ìàòðèöû, ïðåäëîæåííîãî â [45]. Íà îñíîâå òàêîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ïîëó÷åíû ðåêóðñèâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé è äåòåðìèíè-

ðîâàííîé ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà. Ýòè

âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíñòðóìåíòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ òåíäåíöèé ïîâåäåíèÿ

(âîçðàñòàíèÿ, óáûâàíèÿ) ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè â çàâèñèìîñòè îò k.

Ìàòðèöà F Q Ak k
� T (Q q qk k� [ , ... , ]1

T , qk — ñòðîêà ìàòðèöû) èìååò ñòðóêòó-

ðó F
F

f
k

k

k

�
!

"
#

$

%
&


1 , ãäå Fk
k N




 ���1

1 , âåêòîð-ñòðîêà f q Ak k� èìååò ðàçìåðíîñòü k .

Â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ ìàòðèöû Fk
1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðèöà Ek
k N�� � ,

ñîäåðæàùàÿ îäíó íåíóëåâóþ k-þ ñòðîêó f k , êîòîðàÿ äîáàâëÿåòñÿ íà k-ì øàãå:

F E Fk k k
 � �1 , ò.å E
O

f
k

k

k

�
!

"
#

$

%
&


1 , ãäå Ok
1 — íóëåâàÿ ïîäìàòðèöà ðàçìåðà

( )k N
 �1 .
Â ðàáîòå [16] ñôîðìóëèðîâàíû ðåêóðñèâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé

è äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùèõ îøèáêè. Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé
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îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà ðåêóðñèâíîå âûðàæåíèå èìååò âèä

e kxs k k k k k
( ) ( ) ( ) (� � �� �



�



�


� � �
2 2

1 1
2

1
tr tr trT T TF F F F M Mk kd
 �1

2) � ,

e k e k dxs k k xs k k k( ) ( ) ( ) ( )� � 
 � �� �

 
� � �

2 2
1 1

21tr trT TF F M M , (34)

� e k ds k k k( ) ( )� �
 
� �
2

1 1
2tr TM M ,

ãäå M f f Fk k k k

�



��1 1

, dk k k
� � �f fT .

Åñëè f k íåíóëåâîé, òî dk k k
� �� �f fT 0. Äëÿ íåíóëåâîé Mk
1 ñëåä

tr T( )M M
k k
 
 �

1 1 0. Ïîýòîìó çíà÷åíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè óâåëè-

÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì k.
Äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî

ñèãíàëà ðåêóðñèâíîå âûðàæåíèå èìååò âèä

e kxd k k k k k k k
( ) ( (� 
 � 
 � 
�



�



�x x x F F x x x x F F x x f f I FT T T T T

1 1 

�


1 1F xk ) ),

e k e kxd k k xd k k k k( ) ( ) ( )� 
 � 
 
 
� �


�


x x x F F x x f f I F F xT T T1
1 1 , (35)

� e kd k k k k( ) ( )� 
�


�


x f f I F F xT

1 1 .

Êàê ïîêàçàíî â [16], ìàòðèöó f f I F F
k k k k
�



�



( )
1 1 ìîæíî ïîëó÷èòü òåíçîðíûì

ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà-ñòîëáöà ( ( ))f I F Fk k k
 

�


1 1
T íà ýòîò æå (íåòðàíñïîíè-

ðîâàííûé) âåêòîð-ñòðîêó, äåëåííûì íà êâàäðàò åãî íîðìû. Ïîýòîìó äëÿ íå-

îðòîãîíàëüíûõ x è f I F Fk k k( )
 

�


1 1 çíà÷åíèå �e kd ( ) ïîëîæèòåëüíî è çíà÷åíèå

äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà

óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì k.

Ðåêóðñèâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé è äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâ-

ëÿþùèõ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà èçìåðåíèé y 0 èìåþò âèä

e kyg k k k k k k
( ) ( ) (� � �


�


�


 

� �tr trT T T T TF A AF M M A A f f A

1 1 1 1
T A) 



 

�



� �2

1 1
tr T T T T( )F F f f A A

k k k k
, (36)

e kyd k k k k k( ) � � 

 

�



�


 
y y y Q F A AF Q y y Q
0 0 0 1 1 1 1 0 0 12T T T T TT F A y

k

� �

1 0
T T

� 
 � ��


�


2
1 1x A Af f I F F x x KxT T T

k k k k( )

� 
 � 
 ��


�


e kyd k k k k( ) ( )1 2
1 1x A Af f I F F x x KxT T T , (37)

ãäå

K A q F A AF q A A A f f F q A F q� 
 �

�



� �



�



�T T T T T

k k k k k k k k k1 1 1 1
2 ( k A) �

� � � ��


� � �



�( )(f f A A F F f f A A f f F F f

k k k k k k k k k k k
T T T T T T T T

1 1
�



� �f F Fk k k1

)

� �

� � �



�F F A A f f f f F F

k k k k k k k k
T T T

1 1
( ).

Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíà [13] ïîëîæèòåëüíîñòü �e kd ( ) è �e ks ( ) äëÿ

îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ íåçàøóìëåííîãî âåêòîðà èçìåðåíèé ïðè óñðåäíåíèè ïî

ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíûõ ìàòðèö.

Îïòèìàëüíîå ÷èñëî êîìïîíåíò ìîäåëè äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñ-
òèííîãî ñèãíàëà è âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà âûõîäà ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî ïðî-
åöèðîâàíèÿ. Èç ðåêóðñèâíûõ âûðàæåíèé (34), (35) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îøèáêè âîñ-
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ñòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà

� e kxd k k k k( ) ( )� 
�


�


x f f I F F xT

1 1 , � e kxg k k k k
( ) ( )� �
 


� �tr T TM M f f
1 1 ,

çíà÷èò,

J k
e k

e k
x

xd

xg

k k k k

k

( )
( )

( )

( )

(
� �


�


�







�

�

x f f I F F x

M

T

Ttr

1 1

1
M f fk k k


� ��1
T )

. (38)

Èç ðåêóðñèâíûõ âûðàæåíèé (36), (37) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëå-

íèÿ âåêòîðà èçìåðåíèé

� e kyg k k k k k k
( ) ( ) (� � 

 


� �


�



�tr trT T T TM M A A f f A A F F

1 1 1 1
2 T T T Tf f A A

k k
� ),

� e kyd k k k k( ) ( )� 
 ��


�


2
1 1x A Af f I F F x x KxT T T ,

çíà÷èò,

J k
e k

e k
y

yd

yg

( )
( )

( )
� �
�

�

�

 �

�

�


�





 

�

2
1 1

1 1

x A Af f I F F x x Kx

M M A A f

T T T

T Ttr

k k k k

k k k

( )

( T T T T T Ttrf A A F F f f A A
k k k k k
�



�



� �
) ( )2

1 1

. (39)

Ñîïîñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (38) è (39), âèäèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ìåòîäà íà îñíî-

âå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå k äëÿ îøèáêè ðåøåíèÿ ÄÍÇ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ íå ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëüíûì çíà÷å-

íèåì k äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà èçìåðåíèé. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èñ-

ñëåäîâàíèå çàâèñèìîñòåé J kx ( ) è J ky ( ) ïîêàçàëî èõ áëèçîñòü äëÿ ìåòîäà ñëó-

÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòè J kx ( ) è J ky ( ) è ïîëîæåíèÿ ìè-

íèìóìîâ îøèáêè áëèçêè, èñïîëüçóåì ýòîò ôàêò äëÿ ðàçðàáîòêè ÊÂÌ.

Îöåíêà îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà èçìåðåíèé è ïîëó÷åíèå ÊÂÌ
äëÿ ðåøåíèÿ ÄÇÍ ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì ÊÂÌ äëÿ ðå-

øåíèÿ ÄÍÇ íà îñíîâå ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ. Ïðåäñòàâèì â (33) íåèçâåñ-

òíûé âåêòîð y 0 êàê y y0 � 
 � è óñðåäíèì ïî ðåàëèçàöèÿì øóìà

e yQ A Q A Q I y Q A A A Q A� 
 
 �� �E{ } trT T T T T T| | ( ( ) )( ) | | (( ) (�
2 2

� )) ,

e yQ A Q A Q I y A Q A Q I� 
 � 
 
� �E ET T T T| | ( ( ) ) | | | | ( ( ) ) | |2 2
�


 � 
 
 � �� � �2 2E trT T T T T T T( ( ) ) , ( ( ) ) (( )A Q A Q I y A Q A Q I Q A A A� � ( )Q AT .

Ïðîâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå (22)–(24), ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ

îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà èçìåðåíèé (33)

CRQ A Q A Q I y A Q A Q I A Q A� 
 
 
� �E trT T T T T T| | ( ( ) ) | | (( ( ) ) ( (2 2
� ) ))� 
 �Q IT

� �
�

2 tr T T T T(( ) ( )Q A A A Q A . (40)

Âìåñòî íåèçâåñòíîãî âåêòîðà y 0 â âûðàæåíèå (40) âõîäèò èçâåñòíûé âåêòîð

èçìåðåíèé y , ïîýòîìó CRQ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ áëèçêîé

ê îïòèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû Q.

ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ

Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü íà ïðèìåðå èçâåñòíûõ äèñêðåòíûõ íåêîððåêòíûõ

çàäà÷ Phillips, Carasso è Delves [29].
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Çàäà÷à Phillips [29] — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà

a

b
K s t f t dt g s' �( , ) ( ) ( ) , ãäå f — ðåøåíèå, f t t( ) cos ( / )� �1 3� ïðè | |t 	 3, f t( ) � 0

ïðè | |t ( 0; K — ÿäðî, K s t f s t( , ) ( )� 
 ; ïðàâàÿ ÷àñòü g èìååò âèä g s s( ) ( | | )� 
 �6

� � �( . cos ( / )) ( / ) sin ( | | / )1 0 5 3 9 2 3� � �s s . Èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ [ , ]
6 6 . Äèñ-

êðåòèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì Ãàë¸ðêèíà. Ðàçìåð ìàòðèöû A êðàòåí 4.

Â ýòîé çàäà÷å âåêòîð Ax íå òî÷íî ðàâåí y 0 .

Çàäà÷à Carasso [29] — ðåêîíñòðóêöèÿ âðåìåííîãî ïðîôèëÿ èñòî÷íèêà òåï-
ëà íà îñíîâå èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû ñ ôèêñèðîâàííîãî ðàññòîÿíèÿ, â êîòîðîé
îáðàòíîå óðàâíåíèå òåïëîâîãî ïîòîêà — èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððû

ïåðâîãî ðîäà
a

x
K x t f t dt g x' �( , ) ( ) ( ) ñ èíòåðâàëîì èíòåãðèðîâàíèÿ [ , ]0 1 ,

K s t f s t( , ) ( )� 
 , t t3 2 1 22 1 4/ // ( exp ( / ))� 
 , — ÿäðî. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äèñ-

êðåòèçèðóåòñÿ ìåòîäîì êâàäðàòóð ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòîé êîëëîêàöèè è ïðà-
âèëà ñðåäíåé òî÷êè ñ N òî÷êàìè. Êîíñòðóèðóåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå x , çàòåì âû-
÷èñëÿåòñÿ y Ax0 � , ò.å. â ýòîé çàäà÷å Ax òî÷íî ðàâíî y 0 .

Çàäà÷à Delves [29] — âû÷èñëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ïðîâîäèòñÿ äèñêðåòè-

çàöèÿ àíàëèòè÷åñêè çàäàííîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ñ ÿäðîì K,

K s t s t( , ) ( )� 
1 ïðè s t	 , K s t t s( , ) ( )� 
1 ïðè s t( , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

Ãðèíà âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ñ ïðàâîé ÷àñòüþ g , g s s s( ) ( ) /� 
3 6, ðåøåíèåì f ,

f t t( ) � . Â ýòîé çàäà÷å âåêòîð Ax òî÷íî ðàâåí y 0 .

Èññëåäîâàíèå êðèòåðèÿ CRQ . Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ( M e( ) è

M k( ) — ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî îøèáêè ðåøåíèÿ è îïòèìàëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè ìîäåëè, ñ.ê.î. — ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ýòèõ çíà÷åíèé) ðåøåíèÿ ÄÍÇ

Phillips, Carasso, Delves ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ, ãäå

ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû Q îïðåäåëÿëàñü ïî êðèòåðèÿì âûáîðà ìîäåëè è ïðåäëîæåí-

íîìó êðèòåðèþ CRQ . Çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè øóìà â âåêòîðå y âûáèðàëèñü â äèàïà-
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Ò à á ë è ö à 1. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ÄÍÇ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñëó÷àéíîãî

ïðîåöèðîâàíèÿ ïðè ðàçìåðå ìàòðèö ÿäðà 40 40�

Çàäà÷à M e( ) ñ.ê.î. M k( ) ñ.ê.î. M e( ) ñ.ê.î. M k( ) ñ.ê.î. M e( ) ñ.ê.î. M k( ) ñ.ê.î.

Phillips nl � 10 3– nl � 10 4– nl � 10 5–

eQ 0.0014 0.0005 11.64 1.14 0.00031 0.00005 17.05 1.59 0.00026 0.00003 18.29 1.50

CRQ 0.0017 0.0008 9.90 0.88 0.00035 0.00007 14.25 1.19 0.00034 0.00059 15.54 1.20

CpQ 0.0043 0.0017 8.27 0.85 0.00056 0.00018 12.26 1.31 0.00037 0.00009 13.99 1.46

AICQ 0.0017 0.0007 10.72 1.04 0.00036 0.00007 14.91 1.28 0.00030 0.00004 15.90 1.37

MDLQ 0.0042 0.0017 8.31 0.89 0.00070 0.00028 11.59 1.19 0.00058 0.00024 12.12 1.46

Carasso nl � 10 3– nl � 10 4– nl � 10 5–

eQ 0.1014 0.0314 15.25 1.91 0.0162 0.0058 22.10 2.07 0.0087 0.0029 25.10 2.36

CRQ 0.1344 0.1545 11.81 1.24 0.0321 0.0223 19.59 1.64 0.0137 0.0064 22.36 1.76

CpQ 0.2307 0.1012 9.93 1.61 0.0371 0.0198 16.74 2.20 0.0187 0.0081 19.26 1.94

AICQ 0.1351 0.0432 12.46 1.49 0.0220 0.0084 19.34 1.76 0.0142 0.0064 20.82 1.97

MDLQ 0.1743 0.0637 11.01 1.44 0.0623 0.0410 14.72 2.65 0.0493 0.0385 15.72 2.92

Delves nl � 10 5– nl � 10 6– nl � 10 7–

eQ 0.0260 0.0038 8.632 1.90 0.0127 0.0020 16.20 2.29 0.0028 0.0003 38.06 2.58

CRQ 0.0341 0.0136 8.368 1.13 0.0201 0.0217 12.74 1.53 0.0032 0.0006 27.22 2.46

CpQ 0.0365 0.0071 4.79 0.99 0.0202 0.0033 8.78 1.56 0.0087 0.0017 17.60 2.42

AICQ 0.0320 0.0073 9.55 1.38 0.0148 0.0031 12.89 1.97 0.0079 0.0018 18.88 2.54

MDLQ 0.0335 0.0066 5.332 1.21 0.0214 0.0045 8.19 1.77 0.0177 0.0047 9.73 2.37



çîíå J Jy ymin max	 	�
2 , ÷òî îáåñïå÷èâàëî 1	 	k Nopt . Óñðåäíåíèå ïðîâîäè-

ëîñü ïî 100 ðåàëèçàöèÿì óðîâíÿ øóìà nl.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ M e( ) è ñ.ê.î. îøèáêè ðåøåíèÿ ðàçìåð-

íîñòü ìàòðèöû Q îïðåäåëÿëàñü ïî èçâåñòíûì êðèòåðèÿì âûáîðà ìîäåëè (Ìàëëî-

óçà CpQ , Àêàèêå AICQ , ìèíèìàëüíîé äëèíû îïèñàíèÿ MDLQ ) è ïî ïðåäëîæåí-

íîìó êðèòåðèþ CRQ . Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

îøèáêè ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ, â îñíîâíîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèåâ

AICQ è CRQ .

Èññëåäîâàíèå êðèòåðèÿ CRSVD . Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëî-

æåííîãî êðèòåðèÿ âûáîðà ìîäåëè äëÿ ðåøåíèÿ ÄÍÇ ìåòîäîì óñå÷åííîãî ñèíãó-

ëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïðîâåäåíî âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ M e( ) è ñ.ê.î. îøèá-

êè ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñèíãóëÿðíî-

ãî ðàçëîæåíèÿ ïî ïðåäëîæåííîìó êðèòåðèþ CRSVD è ïî êðèòåðèÿì âûáîðà

ìîäåëè (Ìàëëîóçà CpSVD [7], Àêàèêå AICSVD [6], ìèíèìàëüíîé äëèíû îïèñàíèÿ

MDLSVD [8]). Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ â òàáë. 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷å-

íèå îøèáêè ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ CRSVD.

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ÄÍÇ ìåòîäîì íà îñíîâå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëî-

æåíèÿ è ñëó÷àéíûì ïðîåöèðîâàíèåì, âèäèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèåâ

CRSVD è CRQ ìåòîä íà îñíîâå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ îáåñïå÷èâàåò áîëåå

âûñîêóþ òî÷íîñòü.

Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòåé J kx ( ), J ky( ) äëÿ ìåòîäà ñëó÷àéíîãî ïðîåöè-

ðîâàíèÿ. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé J kx ( ), J ky ( ) äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííî-

ãî ñèãíàëà è âåêòîðà èçìåðåíèé ïðè ðåøåíèè äèñêðåòíîé íåêîððåêòíîé çàäà÷è ìå-

òîäîì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Ïðè èõ ïîñòðîåíèè ïðîâîäè-

ëîñü óñðåäíåíèå ïî 500 ðåàëèçàöèÿì ìàòðèöû Q.

Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè ÄÍÇ ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ

áëèçêè çàâèñèìîñòè J kx ( ), J ky ( ) äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà

188 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 4

Ò à á ë è ö à 2. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ÄÍÇ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà óñå÷åííîãî

ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ

Çàäà÷à M e( ) c.ê.î. M k( ) c.ê.î. M e( ) c.ê.î. M k( ) c.ê.î. M e( ) c.ê.î. M k( ) c.ê.î.

Phillips nl � 10 3– nl � 10 4– nl � 10 5–

eSVD 0.00175 0.00065 11.59 1.62 0.00039 8.62  
10 5 16.81 0.83 0.00022 8.61  
10 6 22.03 1.29

CRSVD 0.00304 0.00251 12.89 1.84 0.00051 0.000248 17.84 1.62 0.00023 2.81  
10 5 23.46 2.15

CpSVD 0.00395 0.00136 8.54 0.54 0.00060 7.74  
10 5 12.87 0.34 0.00024 2.11  
10 6 17.00 0.00

AICSVD 0.00360 0.00385 12.13 1.06 0.00050 0.000253 16.64 0.99 0.00024 1.45  
10 5 19.21 2.14

MDLSVD 0.00442 0.00125 8.37 0.54 0.00073 8.93  
10 5 12.27 0.45 0.00024 2.11  
10 6 17.00 0.00

Carasso nl � 10 3– nl � 10 4– nl � 10 5–

eSVD 0.1551 0.0443 15.28 1.77 0.022632 5.58  
10 3 24.25 2.68 0.001468 5.46  
10 4 36.75 2.54

CRSVD 0.2261 0.1766 16.18 2.73 0.03248 0.017817 26.08 2.86 0.002684 3.76  
10 4 29.06 0.28

CpSVD 0.3645 0.0515 9.50 0.79 0.038571 0.00802 17.74 0.49 0.001591 6.18  
10 4 37.48 1.97

AICSVD 0.2019 0.0749 13.55 1.23 0.031491 0.005523 19.64 1.45 0.012797 5.36  
10 3 23.55 2.19

MDLSVD 0.2345 0.0716 11.94 1.31 0.072886 4.53  
10 2 16.02 2.18 0.031828 1.4  
10 5 18.00 0.00

Delves nl � 10 4– nl � 
10 5 nl � 10 6–

eSVD 0.02992 0.0019 5.98 1.5 0.013953 2.44  
10 3 15.99 1.89 0.002524 9.47  
10 4 34.03 1.98

CRSVD 0.03441 0.010 6.27 2.54 0.016716 0.006089 17.24 2.61 0.002954 1.28  
10 3 34.14 3.30

CpSVD 0.03155 0.0011 4.00 0 0.028479 0.003093 5.65 2.36 0.007518 4.46  
10 4 19.24 1.28

AICSVD 0.03702 0.0246 4.81 1.43 0.016903 0.003051 14.36 1.65 0.007001 4.14  
10 4 20.57 0.92

MDLSVD 0.03155 0.0011 4.00 0.00 0.030635 1.09  
10 5 4.00 0.00 0.030626 1.09  
10 7 4.00 0.00



è îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ âûõîäà,

à çíà÷èò, áëèçêè è ïîëîæåíèÿ (ò.å.

k) ìèíèìóìîâ çàâèñèìîñòåé îøèá-

êè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèã-

íàëà è âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà èç-

ìåðåíèé îò k. Ýòî ïîçâîëÿåò èñ-

ïîëüçîâàòü îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ

âûõîäà è ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòå-

ðèé âûáîðà îïòèìàëüíîé ðàçìåð-

íîñòè ìàòðèöû Q äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ìèíèìóìà îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ

èñòèííîãî ñèãíàëà.

Îòìåòèì, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç

àíàëèçà çàâèñèìîñòåé J kx ( ),

J ky ( ), äëÿ ìåòîäà íà îñíîâå ñëó-

÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ ãðàôèêè

çàâèñèìîñòåé J kx ( ), J ky ( ) äëÿ èñ-

ñëåäîâàííûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ

ñóùåñòâåííî áîëåå ãëàäêèìè.

Äëÿ çàäà÷è Carasso (ñì.

ðèñ. 3, á) íàëè÷èå ëîêàëüíûõ ìèíè-

ìóìîâ âîçìîæíî òîëüêî ïðè óðîâ-

íÿõ øóìà 0.03–0.01. Â îñòàëüíîì

äèàïàçîíå øóìîâ çàâèñèìîñòè

J kx ( ), J ky ( ) äëÿ äàííîé çàäà÷è íå

èìåþò âîçðàñòàþùèõ ó÷àñòêîâ,

à çíà÷èò, ìèíèìóì çàâèñèìîñòè

îøèáêè îò k åäèíñòâåííûé. Ìèíè-

ìóì çàâèñèìîñòè îøèáêè îò k äëÿ

çàäà÷è Phillips (ñì. ðèñ. 3, à) åäè-

íñòâåííûé ïðè ëþáîì óðîâíå

øóìà â ñèëó íåâîçðàñòàíèÿ çàâèñè-

ìîñòåé J kx ( ), J ky ( ). Èññëåäîâà-

íèå ïðè÷èí òàêîãî ïîâåäåíèÿ çàâè-

ñèìîñòåé J kx ( ), J ky ( ) ïîñëå

óñðåäíåíèÿ ïî ñëó÷àéíûì ìàòðè-

öàì â ìåòîäå ñëó÷àéíîãî ïðîåöè-

ðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì

äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðå-

ãóëÿðèçàöèè ÄÍÇ, îñíîâàííûå íà

ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ ëèíåéíîé

ìîäåëüþ, îïòèìàëüíûé ïîäáîð

÷èñëà ÷ëåíîâ êîòîðîé îáåñïå÷èâà-

åò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ.

Äëÿ ðàçðàáîòêè êðèòåðèÿ âûáîðà îïòèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ìîäåëè ïîëó÷åíû

íåðàâåíñòâà, õàðàêòåðèçóþùèå ðàçìåðíîñòü ìîäåëè k , ïðè êîòîðîé îøèáêà ìèíè-

ìàëüíà. Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ ìîæíî ñðàâíèòü îïòèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ìîäå-

ëè k äëÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñèãíàëà è îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ íå-

çàøóìëåííîãî âåêòîðà èçìåðåíèé, èñïîëüçóÿ îòíîøåíèå èçìåíåíèé äåòåðìèíèðî-

âàííîé è ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùèõ ýòèõ îøèáîê â çàâèñèìîñòè îò k.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 4 189

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè J kx ( ), J ky ( ) ïðè ðåøåíèè ÄÍÇ
ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷
Phillips (à), Carasso (á), Delves (â)

10

10

10

9

10

8

10

7

10

6

10

5

10

4

10

3

10

2

10

1

0

10
1

1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79 85 91 97

k

Jx

Jy

nl

à

10

10

10

9

10

8

10

7

10

6

10

5

10

4

10

3

10

2

10

1

0

1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79 85 91 97

k

á

10

8

10

7

10

6

10

5

10

4

10

3

10

2

1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79 85 91 97

k

â



Äëÿ óñå÷åííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîêà-

çàëî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ìîäåëè äëÿ îøèáîê âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî

ñèãíàëà è íåçàøóìëåííîãî âåêòîðà èçìåðåíèé âñåãäà ñîâïàäàåò. Ïîýòîìó çàâèñè-

ìîñòü îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ íåçàøóìëåííîãî âåêòîðà èçìåðåíèé îò ðàçìåðíîñòè

ìîäåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ìîäåëè.

Ðàçðàáîòàíû êðèòåðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ìî-

äåëè ïðè ðåøåíèè äèñêðåòíîé íåêîððåêòíîé çàäà÷è ìåòîäîì óñå÷åííîãî ñèíãó-

ëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ CRSVD è ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ CRQ . Ðåçóëü-

òàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ìåòîäà ñëó÷àéíîãî

ïðîåöèðîâàíèÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îøèáêè ðåøåíèÿ (â îñíîâíîì) îáåñïå÷èâà-

åòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèåâ AICQ è CRQ . Äëÿ ìåòîäà óñå÷åííîãî ñèíãó-

ëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îøèáêè ðåøåíèÿ (ïî ñðàâíåíèþ

ñ êðèòåðèÿìè Ìàëëîóçà, Àêàèêå, ìèíèìàëüíîé äëèíû îïèñàíèÿ) îáåñïå÷èâàåòñÿ

ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ CRSVD. Ïðåèìóùåñòâî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñëó÷àé-

íîãî ïðîåöèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì íà îñíîâå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæå-

íèÿ ñîñòîèò â ìåíüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè [12] âñëåäñòâèå óìåíüøåíèÿ

ðàçìåðà ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû ( )n k� ïîñëå ïðîåöèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî èñ-

õîäíîé ìàòðèöû ( )n n� è ñîîòâåòñòâóþùèõ çàòðàò íà âûïîëíåíèå SVD.

Ïåðñïåêòèâíûìè íàïðàâëåíèÿìè èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå ñíèæå-

íèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ÄÍÇ è óñðåäíåíèå ïî

ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû.
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Î.Ã. Ðåâóíîâà
ÊÐÈÒÅÐ²¯ ÂÈÁÎÐÓ Ë²Í²ÉÍÎ¯ ÌÎÄÅË² ÄËß ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß
ÄÈÑÊÐÅÒÍÈÕ ÍÅÊÎÐÅÊÒÍÈÕ ÇÀÄÀ× ÍÀ ÎÑÍÎÂ² ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ
ÐÎÇÊËÀÄÀÍÍß ÒÀ ÂÈÏÀÄÊÎÂÎÃÎ ÏÐÎÅÖ²ÞÂÀÍÍß

Àíîòàö³ÿ. Ðîçðîáëåíî êðèòåð³¿ äëÿ âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî ÷èñëà êîìïî-
íåíò ë³í³éíî¿ ìîäåë³ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ äèñêðåòíî¿ íåêîðåêòíî¿ çàäà÷³ ìåòîäîì
çð³çàíîãî ñèíãóëÿðíîãî ðîçêëàäàííÿ ³ ìåòîäàìè âèïàäêîâîãî ïðîåö³þâàííÿ.
Äëÿ öüîãî äîñë³äæåíî ïîâåä³íêó çàëåæíîñòåé ïîõèáêè âåêòîðà ðîçâ’ÿçêó
³ ïîõèáêè â³äíîâëåííÿ âåêòîðà ïðàâî¿ ÷àñòèíè â³ä ðîçì³ðíîñò³ ìîäåë³ òà
¿õí³õ ì³í³ìóì³â. Ïðîâåäåíî òàêîæ åêñïåðèìåíòàëüíå äîñë³äæåííÿ ðîçðîáëå-
íèõ êðèòåð³¿â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äèñêðåòíà íåêîðåêòíà çàäà÷à, çð³çàíå ñèíãóëÿðíå ðîçêëà-
äàííÿ, âèïàäêîâå ïðîåö³þâàííÿ, êðèòåð³¿ âèáîðó ìîäåë³.

E.G. Revunova
LINEAR MODEL SELECTION CRITERIA FOR THE SOLUTION
OF DISCRETE ILL-POSED PROBLEMS ON THE BASIS OF SINGULAR VALUE
DECOMPOSITION AND RANDOM PROJECTION

Abstract. The criteria are developed to determine the optimal number of linear
model components for the solution of discrete ill-posed problem by truncated
singular value decomposition and the method of random projection. To develop
the model selection criteria, we studied the behavior of solution vector error and
recovered right side vector error versus the dimension of the model and their
minima. The results of the experimental investigation of the developed criteria
are also provided.

Keywords: discrete ill-posed problem, truncated singular value decomposition,
random projection, model selection criteria.
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