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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíà ìîäåëü îòêðûòîé òàíäåìíîé ñåòè ìàññîâîãî îá-
ñëóæèâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè áóôåðàìè è îáðàòíîé ñâÿçüþ, â êàæäûé óçåë
êîòîðîé ïîñòóïàþò íåçàâèñèìûå ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè çàÿâîê. ×àñòü çàÿâîê
ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ â ïåðâîì óçëå ìãíîâåííî ïîñòóïàåò âî âòîðîé (åñëè
â íåì èìååòñÿ ñâîáîäíîå ìåñòî), îñòàëüíûå çàÿâêè îêîí÷àòåëüíî ïîêèäàþò
ñåòü. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âî âòîðîì óçëå çàÿâêà ïîêèäàåò ñåòü
ëèáî ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíîãî ìåñòà ìãíîâåííî ïîñòóïàåò â ïåðâûé óçåë,
ëèáî â îðáèò è ïîñëå ñëó÷àéíîé çàäåðæêè òðåáóåò ïîâòîðíîãî îáñëóæèâà-
íèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ äàííîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ òðåõìåð-
íàÿ öåïü Ìàðêîâà, ïðåäëîæåí èåðàðõè÷åñêèé àëãîðèòì ôàçîâîãî óêðóïíå-
íèÿ äëÿ ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé åå ñîñòîÿíèé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îòêðûòàÿ òàíäåìíàÿ ñåòü, îáðàòíàÿ ñâÿçü, òðåõìåðíàÿ
öåïü Ìàðêîâà, èåðàðõè÷åñêèé àëãîðèòì ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ñåòÿõ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑåÌÎ) êàæäàÿ çàÿâêà ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáñëó-

æèâàíèÿ â êîíêðåòíîì óçëå ëèáî ìãíîâåííî îòïðàâëÿåòñÿ â äðóãîé óçåë, ëèáî

âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî ñîãëàñíî ìàðøðóòíîé ìàòðèöå, ò.å. åñëè â ñåòè äîïóñêàåòñÿ

âîçâðàò â ïðåæíèé óçåë, òî åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ñ ìãíîâåííîé

îáðàòíîé ñâÿçüþ. Îòìåòèì, ÷òî òåðìèí «îáðàòíàÿ ñâÿçü» ïåðâîíà÷àëüíî ââîäèëñÿ

äëÿ îäíîôàçíûõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) [1], êîòîðûå â ïîñëåä-

íèå ãîäû èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ [2, 3].

Â ðàáîòàõ [4–8] èññëåäóþòñÿ ìîäåëè òàíäåìíûõ îòêðûòûõ ÑåÌÎ ñ ìãíîâåí-

íîé îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ àíàëèçà èíòåãðèðîâàííûõ ñîòîâûõ ñåòåé ñâÿçè è áåñ-

ïðîâîäíûõ ëîêàëüíûõ ñåòåé (Wireless Local Area Network, WLAN). Ìîäåëü òàí-

äåìíîé îòêðûòîé ÑåÌÎ ñ îòñðî÷åííîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïðåäñòàâëåíà â ðàáî-

òå [9], ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåä ïåðâîé ôàçîé (ñòàíöèåé) ñåòè íå èìååòñÿ

ìåñòà äëÿ îæèäàíèÿ, à ðàçìåð ïðîìåæóòî÷íîãî áóôåðà ìåæäó ôàçàìè îãðàíè÷åí.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåìàÿ ñåòü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öåíòðà îáñëó-

æèâàíèÿ âûçîâîâ (Call Center).

Îñíîâíîé çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ òàíäåìíûõ îòêðûòûõ ÑåÌÎ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê

ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîìåðíûõ öåïåé

Ìàðêîâà, òàê êàê ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ (Quality of Service, QoS) ñåòåé

îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåðîÿòíîñòåé. Òàê, â ðàáîòàõ [4–8] èçó÷àåìûå ìî-

äåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâóìåðíûå öåïè Ìàðêîâà (2-D Markov Chain, 2-D MC),

ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ýòèõ ñåòåé ÿâëÿþòñÿ êâàçèïðîöåññû ðàçìíîæåíèÿ

è ãèáåëè (Quasi Birth-Death (QBD) Processes). Áîëåå äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ î ìå-
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òîäàõ ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé QBD ìîæíî íàéòè â [10–14], è ïîýòîìó

â íàñòîÿùåé ñòàòüå íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà èçëîæåíèè èçâåñòíûõ ìåòîäîâ.

Â ðàáîòå [9] èçó÷àåòñÿ ïÿòèìåðíàÿ öåïü Ìàðêîâà, äëÿ ðàñ÷åòà åå ñòàöèîíàðíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [15]. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðå-

îäîëåíèÿ ïðîáëåìû «òèðàíèè ðàçìåðíîñòè» ïðè ðàñ÷åòå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé

QBD, à òàêæå öåïåé áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè â îñíîâíîì èñïîëüçóþòñÿ ìàòðè÷-

íî-ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä Íüþòñà [16] è ñïåêòðàëüíûé ìåòîä [14], à òàêæå èõ ðàç-

ëè÷íûå ìîäèôèêàöèè [17–21]. Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè êàæäîãî èç íèõ õîðî-

øî èçâåñòíû. Òàê, ïðè ïðèìåíåíèè ìàòðè÷íî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà âîçíèêàþò

âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòüþ ìàòðèö áîëü-

øîãî ðàçìåðà, èñïîëüçóåìûõ â ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ àëãîðèòìà, à ïðè ïðèìåíåíèè

ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ïîòðåáóþòñÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ (ëåâûõ è ïðàâûõ) ìàòðèö áîëüøîãî ðàçìåðà, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò íåòðèâè-

àëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîáëåìó. Êðîìå òîãî, îïèñàííûå ìåòîäû ìîæíî ïðèìå-

íÿòü ëèøü äëÿ ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé QBD, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íû-

ìè õîòÿ áû ïî îäíîé êîìïîíåíòå. Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû äëÿ ðàñ÷åòà

QBD ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé ïðèáëèæåííûé ìåòîä [22], îñíîâàííûé íà èäåÿõ

òåîðèè ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ ñîñòîÿíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì [23]. Ýòîò ìåòîä

øèðîêî èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ÑÌÎ [24–26].

Â äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå ìàëî ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ ÑåÌÎ ñ îáðàòíûìè

ñâÿçÿìè îáîèõ òèïîâ: ìãíîâåííûõ è îòñðî÷åííûõ. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ñòàòüå èñ-

ñëåäóþòñÿ ìîäåëè òàíäåìíûõ îòêðûòûõ ÑåÌÎ ñ ìãíîâåííîé è îòñðî÷åííîé îá-

ðàòíûìè ñâÿçÿìè. Ó÷åò îòñðî÷åííîé îáðàòíîé ñâÿçè ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè

èçó÷åíèÿ òðåõìåðíîé öåïè Ìàðêîâà (3-D MC), äëÿ ÷åãî ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé

ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé 3-D MC â ñëó÷àÿõ áîëüøîé ðàçìåðíîñ-

òè åå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Äàííûé ìåòîä èñïîëüçóåò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðàñ-

÷åòà âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóþùåé 3-D MC, è ïîëó÷åííûå ôîðìóëû

ïîçâîëÿþò ëåãêî âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòèêè èçó÷àåìîé ÑåÌÎ. Îòìåòèì, ÷òî â îò-

ëè÷èå îò îáèëèÿ ïóáëèêàöèé î ìåòîäàõ ðàñ÷åòà 2-D MC â äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå

íå èìååòñÿ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ðàñ÷åòà 3-D MC.

ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÑåÌÎ

Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà èçó÷àåìîé òàíäåìíîé îòêðûòîé ÑåÌÎ ñ îáðàòíûìè ñâÿçÿìè

ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íûõ ôîðìóë ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî îáà óçëà ñîäåðæàò ëèøü ïî îäíîìó êàíàëó îáñëóæèâàíèÿ (ñåðâåðó), íî ñêî-

ðîñòè èõ ðàáîòû (èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ) ðàçëè÷íû, ò.å. âðåìåíà çàíÿòèÿ

êàíàëà çàÿâêàìè â óçëå i — ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íå çàâèñèìûå îäíà îò äðóãîé

è îò âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ â äðóãîì óçëå, à òàêæå èìåþùèå îäèíàêîâîå ïî-

êàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì 1/ � i , i �1 2, , � �1 2� . Îáùàÿ âìåñòè-

ìîñòü óçëà i (ò.å. îáùåå ÷èñëî çàÿâîê â íåì, âêëþ÷àÿ çàÿâêè â êàíàëå) ðàâíà Ri ,

è â ýòîò óçåë èçâíå ïîñòóïàåò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê çàÿâîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ

� i , i �1 2, . Åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè â óçåë i, i �1 2, , ïîñëåäíèé ïîë-

íîñòüþ çàïîëíåí, òî ïîñòóïèâøàÿ çàÿâêà òåðÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 6 41

R1 � 1 R2 � 1
�2

�2

R0

�

Âûõîä

�1

�3

�1 �2

�1

1

2

…

N1

1

2

…

N2

Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà èçó÷àåìîé ÑåÌÎ



Ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ â ïåðâîì óçëå çàÿâêà ëèáî îêîí÷àòåëüíî ïîêè-

äàåò ñåòü ñ âåðîÿòíîñòüþ �1, ëèáî ïîñòóïàåò âî âòîðîé óçåë ñ âåðîÿòíîñòüþ

� �2 11� � . Åñëè â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ â ïåðâîì óçëå âòîðîé óçåë ïîë-

íîñòüþ çàïîëíåí, òî çàâåðøèâøàÿ îáñëóæèâàíèå çàÿâêà òåðÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ êîíêðåòíîé çàÿâêè âî âòîðîì óçëå âîçìîæ-

íî ïðèíÿòèå ñëåäóþùèõ ðåøåíèé: äàííàÿ çàÿâêà ìãíîâåííî âîçâðàùàåòñÿ â ïåð-

âûé óçåë ñ âåðîÿòíîñòüþ �1; ïîñòóïàåò â îðáèò ñ âåðîÿòíîñòüþ � 2 ; ïîêèäàåò ñåòü

ñ âåðîÿòíîñòüþ � � �3 1 21� � � .

Ðàçìåð îðáèòà ðàâåí R R0 00, � � �. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòóïèâøàÿ èç âòî-

ðîãî óçëà çàÿâêà ïðèíèìàåòñÿ â îðáèò, åñëè â äàííûé ìîìåíò ÷èñëî çàÿâîê â íåì

ìåíüøå, ÷åì R0 ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà òåðÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Âðåìåíà

ïðåáûâàíèÿ çàÿâîê â îðáèòå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïîêàçàòåëüíî

ðàñïðåäåëåíííûå ñî ñðåäíèì 1/ .� Äëÿ îïðåäåëåííîñòè èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì,

÷òî çàÿâêè èç îðáèòà íå ÿâëÿþòñÿ íàñòîé÷èâûìè, ò.å. åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ

çàÿâêè èç îðáèòà âñå ìåñòà â ïåðâîì óçëå çàíÿòû, òî ïîñòóïèâøàÿ çàÿâêà

îêîí÷àòåëüíî ïîêèäàåò ñåòü.

ÌÅÒÎÄ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÑåÌÎ

Ðàáîòà èçó÷àåìîé ÑåÌÎ îïèñûâàåòñÿ 3-D MC, è åå ñîñòîÿíèÿ çàäàþòñÿ òðåõ-

ìåðíûìè âåêòîðàìè n � ( , , )n n n1 2 3 , ãäå ïåðâàÿ ( )n1 è âòîðàÿ ( )n2 êîìïîíåíòû

îáîçíà÷àþò ÷èñëî çàÿâîê â ïåðâîì è âòîðîì óçëàõ ñîîòâåòñòâåííî, à òðåòüÿ

êîìïîíåíòà ( )n3 — ÷èñëî çàÿâîê â îðáèòå. Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿ-

íèé, ò.å. ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé (ÔÏÑ) ýòîé 3-D MC, îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

S n R n R n R� � � �{ }n : , , , ; , , , ; , , ,1 1 2 2 3 00 1 0 1 0 1� � � . (1)

Ðàâåíñòâî (1) îçíà÷àåò, ÷òî ÔÏÑ ìîäåëè ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíî-

æåñòâî òî÷åê ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè âíóòðè ïàðàëëåëåïèïåäà âûñîòîé R0 ,

îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè äëèíîé R1 è R2 (ðèñ. 2).

Èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ n â ñîñòîÿíèå �n îáîçíà÷àåòñÿ

q S( , ), ,n n n n� � � . Ýòè âåëè÷èíû ñîñòàâëÿþò ïðîèçâîäÿùóþ ìàòðèöó (Q-ìàòðè-

öó) äàííîé 3-D MC. Èç îïèñàíèÿ ðàáîòû ÑåÌÎ çàêëþ÷àåì, ÷òî îíè îïðåäåëÿþò-

ñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:
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n n e

1

1 1 3

0

èëè

â äðóãèõ ñëó àÿõ.

n R , ,

��

(2)

Çäåñü è äàëåå ei îáîçíà÷àåò i-é îðò-âåêòîð òðåõìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, i �1 2 3, , .

Èç ñîîòíîøåíèé (2) çàêëþ÷àåì, ÷òî äàííàÿ êîíå÷íàÿ 3-D MC ÿâëÿåòñÿ íå-

ïðèâîäèìîé, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åå åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðå-

äåëåíèå. Ïóñòü p( )n îáîçíà÷àåò ñòàöèîíàðíóþ âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ n �S .

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøå-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (ÑÓÐ), êîòîðûå ñîñòàâëÿ-

þòñÿ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (2) (âñëåäñòâèå î÷åâèäíîñòè ÿâíûé âèä ÑÓÐ â íà-
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ñòîÿùåé ñòàòüå íå ïðèâîäèòñÿ).

Îòìåòèì, ÷òî, ê ñîæàëåíèþ, ââè-

äó ñëîæíîé ñòðóêòóðû îïèñàí-

íîé ÑÓÐ íå óäàåòñÿ íàéòè åå

àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è ïðè-

õîäèòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ ÷èñëåí-

íûì ðåøåíèåì ýòîé ÑÓÐ, ðàç-

ìåðíîñòü êîòîðîé ðàâíà

( )( )( )R R R0 1 21 1 1	 	 	 . Îäíàêî,

êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ñóùåñòâó-

þùèå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðå-

øåíèÿ èìåþò ñåðüåçíûå âû÷èñ-

ëèòåëüíûå òðóäíîñòè äàæå äëÿ

ÑåÌÎ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàçðàáî-

òàòü áîëåå ýôôåêòèâíûå ïîäõî-

äû ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû.

Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ ýôôåêòèâíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü ïîñòàâëåí-

íóþ ïðîáëåìó ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî ñîîòíîøåíèé íàãðó-

çî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñåòè. Îí îñíîâàí íà èäåÿõ ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ ñîñòîÿíèé

ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì [23]. Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè óêàçàííîé ðàáîòû, íàçîâåì

åãî èåðàðõè÷åñêèì àëãîðèòìîì ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ (ÈÀÔÓ).

Ðàçðàáîòàííûé ÈÀÔÓ èìååò âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñ-

òåé ñîñòîÿíèé èçó÷àåìîé ÑåÌÎ, åñëè â íåé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå � � �2 1 2�� 	 .

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî óñëîâèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëå çàâåðøåíèÿ îá-

ñëóæèâàíèÿ âî âòîðîì óçëå çàÿâêè ðåäêî óõîäÿò â îðáèò (ïî ñðàâíåíèþ ñ óõîäîì

èç ñèñòåìû è ìãíîâåííûì âîçâðàùåíèåì â ïåðâûé óçåë). Åñëè óêàçàííîå óñëîâèå

âûïîëíÿåòñÿ, òî èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, êîòîðûå íàõîäÿò-

ñÿ íà ïëîñêîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ îñíîâàíèþ ïàðàëëåëåïèïåäà, áóäóò íàìíîãî

áîëüøå, ÷åì èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà

ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ (ñì. ðèñ. 2). Èñõîäÿ èç ýòîãî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå

ðàñùåïëåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé (1):

S S S S

k

R

k k k� ��
�0

0

� �, ,' åñëè k k� �, (3)

ãäå S S n kk � � �{ }n : 3 , k R� 0 1 0, , ,� . Ðàñùåïëåíèå (3) îçíà÷àåò, ÷òî èñõîä-

íîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé (1) ðàçáèòî íà ïëîñêîñòè (èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî

R0 1	 ), ïàðàëëåëüíûå îñíîâàíèþ ïàðàëëåëåïèïåäà (ñì. ðèñ. 2).

Íà îñíîâå ðàñùåïëåíèÿ (3) ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ óêðóïíåíèÿ

U k1 ( )n � � � , åñëè n �S k , (4)

ãäå � �k îáîçíà÷àåò óêðóïíåííîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå âêëþ÷àåò âñå ñîñòîÿíèÿ

èç ïîäìíîæåñòâà S k .

Ìíîæåñòâî âñåõ óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé îáîçíà÷àåòñÿ �1 0 1� � � �{ k k: , ,�

� , R0 }. Òîãäà ñîãëàñíî ÈÀÔÓ [23] èìååì

p n n kk( ) ( , ) ( )n � � �� �1 2 1 , (5)

ãäå � k n n( , )1 2 — âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ( , )n n1 2 âíóòðè ðàñùåïëåííîé ìîäåëè

ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé S k è �1 ( )� �k — âåðîÿòíîñòü óêðóïíåííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ � � �k �1.

Èç ñîîòíîøåíèé (5) ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

ïîòðåáóåòñÿ íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé äâóìåðíûõ öåïåé Ìàðêîâà
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n1

Sk

k

R1

n2

R2

R0

n3

Ðèñ. 2. Âèä ÔÏÑ ìîäåëè



(èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî R0 1	 ) è îäíîé îäíîìåðíîé öåïè Ìàðêîâà. Îòìåòèì, ÷òî

åñëè óäàåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé � k n n( , )1 2 óêàçàííûõ äâóìåðíûõ öå-

ïåé Ìàðêîâà, òî ïðîáëåìà ëåãêî ðåøàåòñÿ; èíà÷å ïðîáëåìà «ïðîêëÿòèÿ ðàçìåðíîñ-

òè» âîçíèêàåò è ïðè íàõîæäåíèè âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ýòèõ 2-D MC. Äëÿ åå ðå-

øåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ åùå ðàç, íî òåïåðü óæå ê óêàçàííûì 2-D MC ñ ïðîñòðàíñòâîì

ñîñòîÿíèé S k , k R� 0 1 0, , ,� , ïðèìåíèòü ÈÀÔÓ, ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿ èåðàðõèÿ

óêðóïíåííûõ ìîäåëåé.

Âàæíî, ÷òî âñå ðàñùåïëåííûå ìîäåëè ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé S k ,

k R� 0 1 0, , ,� , èäåíòè÷íû 2-D MC (ðèñ. 3), ïîýòîìó äàëåå ôèêñèðóåòñÿ èíäåêñ k

è ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñùåïëåííàÿ ìîäåëü ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé S k .

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé

ñîñòîÿíèé � k n n( , )1 2 ïðè àñèììåòðè÷íûõ íàãðóçêàõ çàÿâîê â ðàçëè÷íûõ óçëàõ, ò.å.

áóäåì ðàçëè÷àòü äâà óñëîâèÿ: 1) � � � �1 2 1 2�� ��, ; 2) � �1 2�� , � �1 2�� .

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîå ðàíåå äîïóùåíèå àñèììåòðè÷íîñòè
íàãðóçîê â ðàçëè÷íûõ óçëàõ ìîæíî çàìåíèòü è äðóãèì óñëîâèåì. Òàê, íàïðèìåð,
ïðèâåäåííûå äâà óñëîâèÿ ìîæíî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿìè
� � �1 2 2�� max ,{ } è � � �2 1 1�� max ,{ }. Ïðè ýòîì âàæíî îáåñïå÷èòü, ÷òîáû èí-
òåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà îäèíàêîâûõ
ñòîëáöàõ (ñòðîêàõ), áûëè íàìíîãî áîëüøèìè, ÷åì èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ
ìåæäó ñòðîêàìè (ñòîëáöàìè) (ñì. ðèñ. 3).

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì óñëîâèå 1, êîãäà ìîæíî ïðîâåñòè ðàñùåïëåíèå ïðîñòðà-

íñòâà ñîñòîÿíèé S k ïî ñòîëáöàì, ò.å. âî ìíîæåñòâå S k ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñùåïëåíèå

S S S Sk k
i

i

R

k
i

k
j� ��

�0

2

� �, , åñëè i j� , (6)

ãäå S S n i i R
k
i

k� � � �{ }n : , , , ,2 20 1 � .
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Ðèñ. 3. Ãðàô ïåðåõîäîâ ðàñùåïëåííîé ìîäåëè ñ ÔÏÑ S k , k R� �0 1 0, , ,

S k
0 S k

1 S k
2 S

k

R2 1�
S

k

R2



Àíàëîãè÷íî ðàñùåïëåíèþ (6) ïîäîáíî (4) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ
óêðóïíåíèÿ:

U i2 ( )n � � � , åñëè n �S
k
i , (7)

ãäå � �i îáîçíà÷àåò óêðóïíåííîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå âêëþ÷àåò âñå ñîñòîÿíèÿ èç

êëàññà S
k
i . Ìíîæåñòâî âñåõ óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé, ïîëó÷åííûõ â (7), îáîçíà-

÷èì � 2 �{ }� � �i i R: , , ,0 1 2� .

Ñîãëàñíî òåîðèè ÈÀÔÓ èìååì

� � �k

n

k kn n n n( , ) ( ) ( )1 2 1 2 2
2

� � � , (8)

ãäå �
n

k n
2

1( ) — âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ( , )n n1 2 âíóòðè ðàñùåïëåííîé ìîäåëè

ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé S
k

n2 è �
2 2
k n( )� � — âåðîÿòíîñòü óêðóïíåííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ � � �n2 2� .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé âíóòðè ðàñùåïëåí-

íîé ìîäåëè ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé S
k
i . Âíóòðè ýòîãî êëàññà âòîðàÿ êîìïîíåí-

òà äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé ( , )n i S
k
i

1 � ïîñòîÿííàÿ, è ïîýòîìó êàæäîå ñîñòîÿíèå ìîæíî

çàäàòü ëèøü ïåðâîé êîìïîíåíòîé, ò.å â äàëüíåéøåì ñîñòîÿíèå ( , )n i S
k
i

1 � îáîçíà-

÷àåòñÿ n n R1 1 10 1, , , ,� � . Èç ñîîòíîøåíèé (2) ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåíñèâíîñòè ïåðå-
õîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè n1 è �n1 ðàñùåïëåííîé ìîäåëè ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿ-

íèé S
k
i íå çàâèñÿò îò èíäåêñà k , ïîòîìó äàëåå â îáîçíà÷åíèÿõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòî-

ÿíèé ýòîé ìîäåëè âåðõíèé èíäåêñ k îïóñêàåòñÿ.
Òàêæå èç (2) è (8) íàõîäèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè � n n

2 1( ) äëÿ çíà÷åíèé n2 0 1� , ,�

� , R2 1� ñîâïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé ÑÌÎ òèïà M M R( ) / ( ) / /� � �1 1 1 11 ,

à ïðè n R2 2� ýòè âåðîÿòíîñòè ñîâïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé ÑÌÎ òèïà

M M R( ) / ( ) / /� �1 1 11 (çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûå îáîçíà÷åíèÿ

Êåíäàëëà, ãäå â ñêîáêàõ óêàçàíû ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé). Ñëå-

äîâàòåëüíî, èñêîìûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé � i j( ), j R� 0 1 1, , ,� , âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

�

	

	
	

	

	

i

R

j

R

j

i R

( )

, , , , ,

�

�

�
� �

�

�

	

	

1

1
0 1 1

1

1

1

1

1 1 2

2

2

1

1

åñëè �

1 2 2	 j i R, ,åñëè �




�

�
�



�
�

(9)

ãäå 	 � � � 	 � �1 1 1 1 2 1 1� �/ , / .

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ðàñùåïëåííîé ìîäå-

ëè ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé S
R

i

0

ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî � 2 0� .

Ïîñëå îïðåäåëåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì, ÷òî èíòåí-

ñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó óêðóïíåííûìè ñîñòîÿíèÿìè � �i è � �j , � � � � �i j, � 2 ,

îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

q i j

i R j ii

( , )

( ( )), , , , – ,

� � � � �

	 � � � 	� � � �2 1 2 21 0 0 1 1 1åñëè � ,

( ( ( ))), , , , ,� � � �2 3 1 1 21 1 1

0

	 � � � �i R i R j iåñëè

â äðóãèõ ñë

�

ó àÿõ.�




�
�


�

(10)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé (10) ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âå-

ðîÿòíîñòåé óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé � 2 2( )� �n , � � �n2 2� :

� �2 2

0

1
1

1
0

2

( )
( , )

( , )
( ),� � �

� � � 	 �

� 	 � � �
� �

�

�

�n
q i i

q i i
nr

i

n

2 21� , ,� R , (11)

ãäå � 2 0( )� � íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, ò.å. � 2 2

0

1

2

2

( )� � �
�
� n

n

R

.
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Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2), (9) è (11) ïîñëå îïðåäåëåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì, ÷òî èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó êëàññàìè S k è S k '

îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

q S S

k k

k k kk k( , )

, ,

, ,' �

� � 	

� � �

�1 1

1

0

åñëè

åñëè

â äðóãèõ ñëó

�

�àÿõ,




�
�


�

(12)

ãäå �1 2 2 21 0� � � �� � �( ( )).

Èíûìè ñëîâàìè, èç ñîîòíîøåíèé (12) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòè óêðóï-

íåííûõ ñîñòîÿíèé �1 1( ),� � � � �k k � , íàõîäÿòñÿ èç êëàññè÷åñêèõ ôîðìóë Ýðëàí-

ãà äëÿ ÑÌÎ òèïà M M R( ) / ( ) / /�1 0 0� , ò.å.

�

 


1

0

1

0

0

1( )
! !

, , ,� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�

�k
k i

k R
k i

i

R

� , (13)

ãäå 
 �� �1 / .

Îêîí÷àòåëüíî ñ ó÷åòîì ôîðìóë (9), (11) è (13) èñêîìûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿ-

íèé èçó÷àåìîé 3-D MC îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

p n n n n n nn( , , ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 2 1 32
� � � � �� � � . (14)

Àíàëîãè÷íî èçó÷àåòñÿ óñëîâèå 2, ò.å. êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

� � � �1 2 1 2�� ��, . Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïðîâåñòè ðàñùåïëåíèå ïðîñòðàíñòâà ñî-

ñòîÿíèé S k ïî ñòðîêàì, ò.å. ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùåå ðàñùåïëåíèå â ïðîñòðà-

íñòâå ñîñòîÿíèé S k (ñì. ðèñ. 3):

S S S Sk

i

R

k
i

k
i

k
j� ��

�0

1

� �, , åñëè i j� , (15)

ãäå S S n i i R
k
i

k� � � �{ }n : , , , ,1 10 1 � .

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ â (15) ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ, àíàëî-

ãè÷íûå èñïîëüçóåìûì â óñëîâèè 1.

Äàëåå âûïîëíÿþòñÿ âñå ýòàïû îïèñàííîãî àëãîðèòìà. Íå ïîâòîðÿÿ èõ, êðàò-

êî èçëîæèì êëþ÷åâûå ìîìåíòû âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé. Òàê, âåðî-

ÿòíîñòè ñîñòîÿíèé âíóòðè âñåõ êëàññîâ S
k
i ñîâïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé

ÑÌÎ òèïà M M R( ) / ( ) / /� � �2 2 3 21 . Ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ

q i j i j R( , ), , , , ,� � � � �{ }0 1 1� , îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q i j

j i

R( , )

( ( )), ,

( ( ) (� � � � �

	 � � 	

	

� � � �

� � �

1 2 1

1 2 1

1 0 1

1

åñëè

� � �




�
�


�

�( ))), ,R j i2 1

0

åñëè

â äðóãèõ ñëó àÿõ,�

(16)

ãäå �( )0 è �( )R2 — âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ÑÌÎ òèïà M ( ) /� 2 M R( ) / /� �2 3 21

ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé è ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé (16) íàõîäèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè óêðóïíåí-

íûõ ñîñòîÿíèé íà âòîðîé ñòóïåíè èåðàðõèè � 2 1 1 10 1( ), , , ,� � �n n R{ }� , îïðåäå-

ëÿþòñÿ êàê âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ÑÌÎ òèïà M ( ( ( ))) /� � � �1 2 1 1 0	 �
M R R R( ( ( ) ( ( )))) / /� � � �1 2 1 2 11 1	 � .

Èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó êëàññàìè S k è S k ' â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿ-

þòñÿ àíàëîãè÷íî (12), îäíàêî âåëè÷èíà �1 çàìåíÿåòñÿ âåëè÷èíîé

�2 2 2 1 0� �� � �( ( )). Èíûìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòè óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé íà

ïåðâîé ñòóïåíè èåðàðõèè �1 ( )� �k , k R�{ }0 1 0, , ,� , îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ

êëàññè÷åñêèõ ôîðìóë Ýðëàíãà (13).
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ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈ ÊÀ×ÅÑÒÂÀ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé 3-D MC ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íûå

çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ èçó÷àåìîé ÑåÌÎ. Òàê, ïîñêîëü-

êó ïîòîê çàÿâîê â êàæäûé óçåë ïóàññîíîâñêèé, âåðîÿòíîñòè ïîòåðè çàÿâîê

â ïåðâîì (P1) è âî âòîðîì (P2) óçëå îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóë

P p n R ii i i

S

� �
�
� ( ) ( , ), ,n

n

� 1 2, (17)

ãäå �( , )i j — ñèìâîëû Êðîíåêåðà.

Ïîñòóïèâøàÿ èç îðáèòà çàÿâêà ïîêèäàåò ñåòü ïîâòîðíî íåîáñëóæåííîé (ò.å.

òåðÿåòñÿ), åñëè â ýòîò ìîìåíò âñå ìåñòà â ïåðâîì óçëå çàíÿòû. Ñëåäîâàòåëüíî, âå-

ðîÿòíîñòü ïîòåðè çàÿâîê èç îðáèòà (P0) îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

P p n R n

S

0 1 1 31 0� �
�
� ( ) ( , )( ( , ))n

n

� � . (18)

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåé äëèíû î÷åðåäè çàÿâîê â ïåðâîì (L1) è âî âòîðîì ( )L2

óçëàõ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñêðåò-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

L j ji i

j

Ri

�
�
� � ( )

1

, (19)

ãäå �i i

S

j p n j i( ) ( ) ( , ), ,� �
�
� n

n

� 1 2.

Ñ ó÷åòîì (14) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé óêàçàííûõ âûøå ïî-

êàçàòåëåé QoS ïîñëå îïðåäåëåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

— äëÿ óñëîâèÿ � � � �1 2 1 2�� ��, èìååì

P R R R RR1 0 1 2 2 1 2 21
2

� � � � 	 � �� � � �( )( ( )) ( ) ( ), (20)

P R2 2 2� � �� ( ), (21)

P R R R RR0 0 1 2 2 1 2 2 11 1 0
2

� � � � 	 � � �( ( )( ( )) ( ) ( ))( ( ))� � � � � , (22)

L k k R k RR

k

R

1 0 2 2 2 2

1

1
2

1

� � � � 	 � �
�
� ( ( )( ( )) ( ) ( ))� � � � , (23)

L k k

k

R

2 2

1

2

� � �
�
� � ( ); (24)

— äëÿ óñëîâèÿ � � � �1 2 1 2�� ��, èìååì

P R1 2 1� � �� ( ), (25)

P R2 2� �( ), (26)

P R0 2 1 11 0� � � � � �� �( )( ( )), (27)

L k k

k

R

1

1

2

1

� � �
�
� � ( ), (28)

òîãäà L2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè â ÑÌÎ M M R( ) / ( ) / /� � �2 2 3 21 ,

ò.å.

L

R

R

R

R

2

2

1

1

2

1

1

1
1

2
1

2

2

�
�

�
	

�
�

�




�
��



	
	�

� �
� �

�

, ,

, ,

åñëè

åñëè�
�

(29)

ãäå � � � �� 2 2 3/ .
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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû íåêîòîðûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ

ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ. Ïîñëåäíèå ïîçâîëÿþò èçó÷àòü ïîâåäå-

íèå ïîêàçàòåëåé QoS ñåòè ïðè èçìåíåíèè åå ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ

R R R0 1 2, , , íàãðóçî÷íûõ ïàðàìåòðîâ � � � � �1 2 1 2, , , , , à òàêæå âåðîÿòíîñòíûõ

ïàðàìåòðîâ � � � � �1 2 1 2 3, , , , , êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå çàÿâîê ïîñëå çà-

âåðøåíèÿ èõ îáñëóæèâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ôàçàõ ñåòè. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ýòèõ

ïàðàìåòðîâ äîñòàòî÷íî áîëüøîå, äàëåå äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì

ðåçóëüòàòû, èëëþñòðèðóþùèå ïîâåäåíèå îïèñàííûõ ïîêàçàòåëåé QoS ëèøü îò-

íîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ðàçìåðà ïåðâîãî óçëà ñåòè.

Èñõîäíûå ïàðàìåòðû ñåòè ñëåäóþùèå:

R0 10� , R2 50� , �1 � 0.2, � 2 � 0.01, �2 � 0.02,

� � 0.05, �1 � 0.4, �1 � 0.3, � 2 � 0.05.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ: â ïåðâîé �1 � 0.1, à âî âòîðîé

�1 � 0.3. Âûáðàííûå çíà÷åíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèþ � �1 2�� ,

� �1 2�� , ò.å. âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé QoS îñóùåñòâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîð-

ìóë (20)–(24).

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè ïîêàçàíû íà ðèñ. 4–8, ãäå � è � îáîçíà÷åíû êðè-

âûå, ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿì ïîêàçàòåëÿ QoS â ïåðâîé è âòîðîé ñåðèè ýêñ-

ïåðèìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî âî âòîðîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé

ïîòåðè çàÿâîê â ïåðâîì óçëå ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â ïåðâîé ñåðèè ýêñïåðè-

ìåíòîâ. Ïðè ýòîì ëèøü ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà R1 ïîêàçàòåëü QoS

óìåíüøàåòñÿ ñ î÷åíü ìàëîé ñêîðîñòüþ, è óæå ïðè R1 20 â îáåèõ ñåðèÿõ îí ñòà-

íîâèòñÿ ïî÷òè ïîñòîÿííûì, à èìåííî, â ïåðâîé ñåðèè ïðè R1 20 èìååì

P1 � 0.5668, à âî âòîðîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ — P1 � 0.0039. Îáðàòíûé ðåçóëüòàò

íàáëþäàåòñÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè ïîòåðè çàÿâîê âî âòîðîì óçëå, ò.å. çíà÷åíèÿ ýòîãî

ïîêàçàòåëÿ QoS âî âòîðîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì â ïåð-

âîé ñåðèè (ñì. ðèñ. 5). Ýòîãî ñëåäîâàëî îæèäàòü, òàê êàê óâåëè÷åíèå èíòåíñèâ-

íîñòè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê â ïåðâîì óçëå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âåðîÿòíîñòè

ïîòåðè çàÿâêè â íåì, íî ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ çàÿ-

âîê âî âòîðîé óçåë, è òåì ñàìûì óâåëè÷èâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïîòåðè çàÿâîê â íåì.

Óâåëè÷åíèå ðàçìåðà áóôåðà â ïåðâîì óçëå ïî÷òè íå âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ âåðîÿò-

íîñòè ïîòåðè çàÿâîê âî âòîðîì óçëå, ò.å. â ïåðâîé ñåðèè ïðè R1 20 èìååì

P2 � 0.7771, à âî âòîðîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ — P2 � 0.9012.

Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïîòåðè çàÿâîê èç îðáèòà îò ðàçìåðà áóôåðà ïåðâî-

ãî óçëà ïîêàçàíà íà ðèñ. 6. Èç äàííîãî ðèñóíêà, à òàêæå èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ïî-
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïîòåðè çàÿâîê
â ïåðâîì óçëå îò ðàçìåðà åãî áóôåðà

P1

R1

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïîòåðè çàÿâîê
âî âòîðîì óçëå îò ðàçìåðà áóôåðà ïåðâîãî óçëà

P2

R1



âåäåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîêàçàòåëÿ

èäåíòè÷íî ïîâåäåíèþ âåðîÿòíîñòè ïî-

òåðè çàÿâîê â ïåðâîì óçëå. Ýòîãî ñëåäî-

âàëî îæèäàòü (ñì. ôîðìóëû (20) è (22)),

ïðè÷åì äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà R1

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå P P0 1� .

Îòìåòèì, ÷òî â ïåðâîé ñåðèè ýêñïåðè-

ìåíòîâ ðàçíîñòü P P1 0� ìåíüøå, ÷åì âî

âòîðîé ñåðèè, ò.å. â ïåðâîé ñåðèè

ýêñïåðèìåíòîâ óêàçàííàÿ ðàçíîñòü ïðè-

áëèçèòåëüíî ðàâíà 10 4� , à âî âòîðîé —

10 2� . Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî îðáèò ïóñòîé, â ïåðâîé

ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ áîëüøå, ÷åì âî

âòîðîé (ñì. òàêæå ôîðìóëû (20) è (22)).

Äåéñòâèòåëüíî, ñ óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê â ïåðâîì óçëå

óâåëè÷èâàåòñÿ è èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê âî âòîðîé óçåë, è ñëåäîâàòåëü-

íî, óâåëè÷èâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòü çàãðóçêè îðáèòà.

Èç ðèñ. 7 âèäíî, ÷òî âî âòîðîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê

â ïåðâîì óçëå ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â ïåðâîé ñåðèè. Ýòî îæèäàåìûé ðåçóëü-

òàò, òàê êàê óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè çàÿâîê â ïåðâîì óçëå ïðèâîäèò ê óìåíü-

øåíèþ ñðåäíåãî ÷èñëà çàÿâîê â íåì, ïðè ýòîì ñêîðîñòü ðîñòà óêàçàííîãî ïîêàçà-

òåëÿ â ïåðâîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ äîñòàòî÷íî âûñîêà îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ

ðàçìåðà áóôåðà ïåðâîãî óçëà. Âìåñòå ñ òåì â îáåèõ ñåðèÿõ ýêñïåðèìåíòîâ ñðåä-

íåå ÷èñëî çàÿâîê âî âòîðîì óçëå ïî÷òè îäèíàêîâîå è ïîñòîÿííî, ò.å. âòîðîé óçåë

ïî÷òè ïîëíîñòüþ çàãðóæåí (ñì. ðèñ. 8).

Öåëüþ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ òàêæå áûëà îöåíêà òî÷íîñòè

ïðåäëîæåííûõ (ïðèáëèæåííûõ) ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèÿ

ñåòè, òàê êàê ïîêàçàòåëè QoS ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå ëèíåéíûå ôîðìû

ýòèõ âåðîÿòíîñòåé (ñì. ôîðìóëû (17)–(19)), è ïîýòîìó íåâîçìîæíî ãàðàíòèðî-

âàòü âûñîêîé òî÷íîñòè èõ âû÷èñëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî òåîðåòè÷åñêè âûñîêàÿ òî÷-

íîñòü ïðåäëîæåííûõ ôîðìóë äëÿ ìîäåëåé ÑåÌÎ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ãàðàíòè-

ðóåòñÿ ïðåäåëüíûìè òåîðåìàìè òåîðèè ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêèõ

öåïåé [23]. Âìåñòå ñ òåì ýòà ïðîáëåìà èññëåäîâàíà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ, ïðè ýòîì èõ òî÷íîñòü îöåíèâàåòñÿ íîðìîé ! � �
�

max | ( ) ~ ( ) |
n

n n

S
p p , ãäå

~( )p n — ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ n �S . Òî÷íûå çíà÷åíèÿ
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Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà çàÿâîê âî
âòîðîì óçëå îò ðàçìåðà áóôåðà ïåðâîãî óçëà

L2

R1

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïîòåðè çàÿâîê
èç îðáèòà îò ðàçìåðà áóôåðà ïåðâîãî óçëà

P0

R1

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà çàÿâîê
â ïåðâîì óçëå îò ðàçìåðà åãî áóôåðà

L1

R1



âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé äëÿ ìîäåëåé óìåðåííîé ðàçìåðíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ èç

ñîîòâåòñòâóþùåé ÑÓÐ. Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî â øèðîêîì

èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñåòè ýòà íîðìà áûëà â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ,

ïðèíÿòûõ â èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ. Áîëåå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ ðîñòîì ðàçìåð-

íîñòè ñåòè ýòà íîðìà ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ. Ïîñëåäíåå î÷åíü âàæíî, òàê êàê

ïðåäëîæåííûé ïðèáëèæåííûé ïîäõîä ïðåäíàçíà÷åí èìåííî äëÿ ñåòåé áîëüøîé

ðàçìåðíîñòè.

Íàêîíåö, îòìåòèì âàæíîñòü óñëîâèé � �1 2�� , � �1 2�� è � �1 2�� ,

� �1 2�� ïðè âûáîðå íàäëåæàùèõ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Çíà÷åíèÿ èçó÷àåìûõ ïîêàçàòåëåé QoS íàéäåíû ïðè âûáðàííûõ èñõîäíûõ äàí-

íûõ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (25)–(29) (êàê îïèñàíî ðàíåå, äëÿ ýòèõ èñõîäíûõ äàííûõ

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1). Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ ïîêàçàë, ÷òî àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ðàçíîñòè çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé P0 è

P1, âû÷èñëåííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ, íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ [0.01;

0.06] è [0.03; 0.08] ñîîòâåòñòâåííî. Âìåñòå ñ òåì ðàçíîñòü çíà÷åíèé îñòàëüíûõ

ïîêàçàòåëåé, âû÷èñëåííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ, ñëèøêîì áîëü-

øàÿ, ò.å. àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ðàçíîñòè çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé P2 è L2 — ïîñòî-

ÿííûå âåëè÷èíû è ïðèìåðíî ðàâíû 0.8 è 46 ñîîòâåòñòâåííî, à àíàëîãè÷íàÿ âåëè-

÷èíà äëÿ ïîêàçàòåëÿ L1 èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ [2; 66]. Èíûìè ñëîâàìè, âûáîð àë-

ãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé QoS ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàêîå èç

ïðèâåäåííûõ óñëîâèé ìåæäó íàãðóçî÷íûìè ïàðàìåòðàìè ñåòè âûïîëíÿåòñÿ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí èåðàðõè÷åñêèé àëãîðèòì ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ

äëÿ àíàëèçà òàíäåìíûõ îòêðûòûõ ñåòåé îáñëóæèâàíèÿ ñ åäèíñòâåííûìè êàíà-

ëàìè â êàæäîé ôàçå è îãðàíè÷åííûìè áóôåðàìè ïåðåä íèìè. Â îòëè÷èå îò

êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîäîáíîãî òèïà â íàñòîÿùåé ñòàòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âî âòîðîì óçëå çàÿâêà ìîæåò ïîñòóïàòü

â ïåðâîé óçåë íå òîëüêî ìãíîâåííî, íî è ïîñëå îïðåäåëåííîé çàäåðæêè

â îðáèòå îãðàíè÷åííîãî ðàçìåðà. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ èçó÷åíèÿ ìîäåëåé ñ ìíîãîêàíàëüíûìè óçëàìè è áåñêîíå÷íû-

ìè ðàçìåðàìè áóôåðîâ â êàæäîé ôàçå è áåñêîíå÷íûì ðàçìåðîì îðáèòà.
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À.Ç. Ìåë³êîâ, Ë.À. Ïîíîìàðåíêî, À.Ì. Ðóñòàìîâ
²ªÐÀÐÕ²×ÍÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÔÀÇÎÂÎÃÎ ÓÊÐÓÏÍÅÍÍß ÄËß ÀÍÀË²ÇÓ
ÒÀÍÄÅÌÍÈÕ Â²ÄÊÐÈÒÈÕ ÌÅÐÅÆ ÎÁÑËÓÃÎÂÓÂÀÍÍß

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìîäåëü â³äêðèòî¿ òàíäåìíî¿ ìåðåæ³ ìàñîâîãî îá-
ñëóãîâóâàííÿ ç îáìåæåíèìè áóôåðàìè òà çâîðîòíèì çâ’ÿçêîì, íà êîæíèé
âóçîë ÿêî¿ íàäõîäÿòü íåçàëåæí³ ïóàñîí³âñüê³ ïîòîêè çàÿâîê. ×àñòèíà çàÿâîê
ï³ñëÿ îáñëóãîâóâàííÿ ó ïåðøîìó âóçë³ ìèòòºâî íàäõîäèòü ó äðóãèé (ÿêùî
òàì º â³ëüí³ ì³ñöÿ), ³íø³ çàÿâêè îñòàòî÷íî ïîêèäàþòü ìåðåæó. Ï³ñëÿ çàâåð-
øåííÿ îáñëóãîâóâàííÿ ó äðóãîìó âóçë³ çàÿâêà ïîêèäàº ìåðåæó àáî çà íàÿâ-
íîñò³ â³ëüíîãî ì³ñöÿ ìèòòºâî íàäõîäèòü ó ïåðøèé âóçîë, àáî â îðá³ò ³ ï³ñëÿ
âèïàäêîâî¿ çàòðèìêè âèìàãàº ïîâòîðíîãî îáñëóãîâóâàííÿ. Ïîêàçàíî, ùî ìà-
òåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ö³º¿ ìåðåæ³ º òðèâèì³ðíèé ëàíöþã Ìàðêîâà, çàïðîïî-
íîâàíî ³ºðàðõ³÷íèé àëãîðèòì ôàçîâîãî óêðóïíåííÿ äëÿ ðîçðàõóíêó éìîâ³ð-
íîñòåé ¿¿ ñòàí³â. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: â³äêðèòà òàíäåìíà ìåðåæà, çâîðîòíèé çâ’ÿçîê, òðèâèì³ðíèé
ëàíöþã Ìàðêîâà, ³ºðàðõ³÷íèé àëãîðèòì ôàçîâîãî óêðóïíåííÿ.

A.Z. Melikov, L.A. Ponomarenko, A.M. Rustamov
HIERARCHICAL SPACE MERGING ALGORITHM FOR THE ANALYSIS
OF OPEN TANDEM QUEUING NETWORKS

Abstract. The Markov model of two-stage queuing network with feedback is
proposed. Poisson flows arrive to both stages from outside. A part of already
serviced calls at the first node instantaneously enter the second node (if there is
free space here) while the other calls leave the network. After the service is
completed at the second node, there are three possibilities: (1) it leaves the
network; (2) it instantaneously feeds back to the first node (if there is free space
here); (3) it feeds back to the first node after some delay in orbit. All feedbacks
are determined by known probabilities. Both nodes have finite capacities. The
mathematical model of the investigated network is a three-dimensional Markov
chain, and a hierarchical space merging algorithm is developed to calculate its
steady-state probabilities. The results of numerical experiments are demonstrated.

Keywords: open two stage queuing network, feedback, three dimensional
Markov chain, hierarchical space merging algorihtm.
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