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Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé êâàäðàòè÷-
íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ îáùåãî âèäà ñ ïîìîùüþ SDP-ðåëàêñàöèé.
Íà îñíîâå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî òî÷íîñòè äâîéñòâåííûõ îöå-
íîê (ëàãðàíæåâûõ ðåëàêñàöèé) è èõ âçàèìîñâÿçè ñ SDP-ðåëàêñàöèÿìè ñôîð-
ìóëèðîâàí ðÿä óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíê-
öèé êâàäðàòè÷íîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è è åå SDP-ðåëàêñàöèè ðàâíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàäðàòè÷íàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, SDP-ðåëàêñàöèÿ,
äâîéñòâåííàÿ îöåíêà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, òî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ.
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Ìíîãèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïëàíèðîâàíèÿ, ïðîåêòèðîâàíèÿ, ìî-

äåëèðîâàíèÿ, àíàëèçà ñåòåâûõ ñòðóêòóð è äðóãèå äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

â âèäå êâàäðàòè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ò.å. çàäà÷ îïòèìèçàöèè, öåëåâûå

ôóíêöèè è âñå ôóíêöèè îãðàíè÷åíèé êîòîðûõ êâàäðàòè÷íûå (quadratically

constrained quadratic programming — QCQP):
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n� � � � � �{ T: ( ) , , ( ) , ; ( , , ..., )0 0 1 2 � R n } — äî-

ïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è; f x x A x b x ci i i i( ) � � �T T , i �{ }0 �

� �I ILQ EQ , — êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå;

m I ILQ EQ� �| | | | — îáùåå êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

T � �{ } è fQCQP 	 
 �. Â îáùåì ñëó÷àå QCQP-çàäà÷à ìíîãîýêñòðåìàëüíà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ãëîáàëüíîãî

ýêñòðåìóìà äàííîé çàäà÷è ïóòåì ðåøåíèÿ âûïóêëûõ ðåëàêñèðîâàííûõ çàäà÷ è

òî÷íîñòè ýòèõ îöåíîê, ò.å. èõ îòêëîíåíèé îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé

ôóíêöèè èñõîäíîé çàäà÷è. Èñïîëüçîâàíèå â ýòèõ öåëÿõ çàäà÷ ïîëóîïðåäåëåííî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàçðåøèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [1], ìîæåò îáåñïå-

÷èòü äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷ òî÷íûå îöåíêè [2–5]. Ïðèâåäåííûå â äàííîé

ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ SDP-ðåëàêñà-

öèé êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ îáùåãî âèäà. Ýòè óñëîâèÿ, âîçìîæíî, îáëàäàþò ìåíü-

øåé ïðèêëàäíîé íàïðàâëåííîñòüþ, ÷åì â îòìå÷åííûõ ðàáîòàõ, íî èõ ïðèìåíå-

íèå â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿåò äåëàòü ñóùåñòâåííûå ïðàêòè÷åñêèå âûâîäû [6].

SDP-ÐÅËÀÊÑÀÖÈß È ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÀß ÎÖÅÍÊÀ

Â øèðîêîì ñìûñëå ïîä SDP-ðåëàêñàöèåé QÑQP-çàäà÷è ÷àñòî ïîíèìàþò íåêî-

òîðóþ çàäà÷ó ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ — çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

îöåíêîé ñíèçó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà èñõîäíîé QÑQP-çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî

SDP-ðåëàêñàöèé îäíîé è òîé æå çàäà÷è â òàêîì øèðîêîì ïîíèìàíèè ìîæåò

áûòü ìíîãî. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, íåîäíîçíà÷íîñòüþ ïîñòàíîâêè

QÑQP-çàäà÷è (íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåí ïðèåì ðàñøèðåíèÿ ïîñòà-

íîâêè çàäà÷è çà ñ÷åò ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ èçáûòî÷íûõ îãðàíè÷åíèé). Çäåñü

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 6 95

� Î.À. Áåðåçîâñêèé, 2016



èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå SDP-ðåëàêñàöèè, êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêîé QÑQP-çàäà÷è (â ñëó÷àå ðåëàêñàöèè èñ-

õîäíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è åå èíîãäà íàçûâàþò áàçîâîé SDP-ðåëàêñàöèåé):
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Ïðèâåäåì çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê SDP-çàäà÷å (äàëåå DSDP-çàäà÷à). Îíà çà-

ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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� ,

ui � 0, i I LQ� ,

ãäå c c c cm� 
( , , ..., , )1 2 1 T , em�1 — âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû 0,

çà èñêëþ÷åíèåì ( )m �1 -é êîîðäèíàòû, ðàâíîé 1.

Ñîãëàñíî òåîðèè äâîéñòâåííîñòè äëÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ñïðàâåä-

ëèâî ñîîòíîøåíèå f fSDP DSDP� . Ïðè÷åì äëÿ çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ñëåéòåðà èìååò ìåñòî ñèëüíàÿ äâîéñòâåííîñòü, ò.å.

f fSDP DSDP� [7]. Â ñëó÷àå çàäà÷è ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ýòîò

ðåçóëüòàò ìîæíî óñèëèòü: äëÿ ñèëüíîé äâîéñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äîïóñ-

òèìûå ìíîæåñòâà ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ áûëè íåïóñòû [8] (ìîæíî

ãîâîðèòü î íåêîòîðîé àíàëîãèè ñ ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì).

Äëÿ îöåíêè ñíèçó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà QÑQP-çàäà÷è òàêæå èñïîëüçóþò

äâîéñòâåííóþ îöåíêó [9, 10], êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé

DQÑQP-çàäà÷è (êàê è â ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ SDP-çàäà÷è, ÷òîáû èçáåæàòü íå-

îäíîçíà÷íîñòè, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî QÑQP-çàäà÷à (1) îêîí÷àòåëüíî ñôîðìèðîâàíà):
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. Äðóãèìè ñëî-

âàìè, äâîéñòâåííàÿ îöåíêà îïðåäåëÿåòñÿ DQÑQP-çàäà÷åé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íå

÷åì èíûì, êàê ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèåé èñõîäíîé QÑQP-çàäà÷è ïî âñåì îãðàíè-
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÷åíèÿì ñ âûïèñàííûì â ÿâíîì âèäå óñëîâèåì, îïèñûâàþùèì ýôôåêòèâíîå ìíî-

æåñòâî äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (ìíîæåñòâî, ãäå ôóíêöèÿ �( )u íå ðàâíà 
 �).

Çàäà÷ó (4) èíîãäà íàçûâàþò äâîéñòâåííîé îöåíêîé Øîðà [11] èëè ðåëàêñàöèåé

Øîðà [12]. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè îïðåäåëåíèè äâîéñòâåííîé îöåíêè â (4) ïîëåçíî

çàìåíèòü óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A u( ) óñëîâèåì åå ïî-

ëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè (íàïðèìåð, êîãäà íóæíî ïîä÷åðêíóòü íåîáõîäèìîñòü

ñóùåñòâîâàíèÿ âíóòðåííåé òî÷êè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà).

Äàëåå èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äâîéñòâåííûõ îöåíîê.

Ñâîéñòâî 1 [11]. Äâîéñòâåííûå îöåíêè ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòè÷íîé çàäà-

÷è (1) è ñîîòâåòñòâóþùåé åé ýêâèâàëåíòíîé îäíîðîäíîé êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è

f f x yQCQP
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ãäå
~

( , ) :
~

( , ) , ,
~

( , ) , , ;T x y f x y i I f x y i I y xi
LQ

i
EQ� � � � � �{ 0 0 12 � �R y Rn, 1},

~
( , )f x y x A x b xy ci i i i� � �T T , i I ILQ EQ�{ }0 � � , ñîâïàäàþò. �

Çàäà÷à (5) ïîñòðîåíà èç çàäà÷è (1) ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé áèíàðíîé ïå-

ðåìåííîé y R� 1 äîìíîæåíèåì íà íåå ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ âñåõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

çàäà÷è. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå fQCQP íå ìåíÿåòñÿ, à ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé óâåëè÷èâàåòñÿ âäâîå: åñëè x * ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïåðâîé çàäà÷è, òî ðåøåíè-

åì âòîðîé áóäóò ( , )*x 1 è ( , )*
 
x 1 .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî DSDP-çàäà÷à (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâîéñòâåííóþ çà-
äà÷ó ê îäíîðîäíîé êâàäðàòè÷íîé çàäà÷å (5), ïîëó÷åííîé èç QÑQP-çàäà÷è (1)
äîìíîæåíèåì íà äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ xn�1 âñåõ åå ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ
(äëÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷è â DQÑQP-çàäà÷å (4) äîñòè-
ãàåòñÿ â íóëåâîé òî÷êå, ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèþ �( )u ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì
âèäå �( ) ( , )u c u� ). Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ çàäà÷à è ïîëó÷åííàÿ òàêèì ïóòåì îäíîðîä-
íàÿ çàäà÷à ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1 èìåþò êàê îäèíàêîâûå îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öå-
ëåâîé ôóíêöèè, òàê è îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ îöåíîê (îòëè÷èå áóäåò
ëèøü âî ìíîæåñòâå ðåøåíèé). Òàêèì îáðàçîì, f DQCQP � f f fDSDP SDP QCQP� �
(ïðè íåïóñòûõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ ðåøåíèé â SDP- è DSDP-çàäà÷àõ
f f f fDQCQP DSDP SDP QCQP� � � ). Êàê ñëåäñòâèå, ðåçóëüòàòû îá óñëîâèÿõ íà-
õîæäåíèÿ òî÷íûõ äâîéñòâåííûõ îöåíîê äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
ìîæíî ïåðåíåñòè íà èõ SDP-ðåëàêñàöèè. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ñôîðìóëèðóåì íå-
ñêîëüêî êðèòåðèåâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àåâ, êîãäà SDP-ðåëàêñàöèÿ äàåò òî÷íîå
çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà èñõîäíîé QCQP-çàäà÷è, à òàêæå ïðèâåäåì íå-
êîòîðûå ïðèìåðû èõ ïðèìåíåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî äàëåå ññûëêè ïðè òåîðåìàõ óêà-
çûâàþò íà ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ äâîéñòâåííûõ îöåíîê
QCQP-çàäà÷è, â îïðåäåëåíèè êîòîðûõ èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå A u( ) �0 äëÿ óäîâ-
ëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ âíóòðåííåé òî÷êè äîïóñòèìîãî ìíîæåñ-
òâà DQCQP-çàäà÷è.

ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÎÅ È ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÎÅ ÓÑËÎÂÈÅ ÏÎËÓ×ÅÍÈß ÒÎ×ÍÎÉ
SDP-ÐÅËÀÊÑÀÖÈÈ

Òåîðåìà 1 [13, òåîðåìà 4]. Ïóñòü fQCQP 	 
 � è {u A u u R um
i: ( ) , ; ,�0 0� �

i I LQ� � �} { }. Äëÿ òîãî ÷òîáû f fSDP QCQP� , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñó-

ùåñòâîâàíèÿ òàêîãî âåêòîðà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà u* , ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ

L u x fQCQP( , )* 
 ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ëèíåéíûõ ôîðì: � u*

òàêîå, ÷òî L u x f l xQCQP j

j

k

( , ) ( )* 
 �
�
� 2

1

, k n� . �
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Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ fQCQP 	 
 � êðîìå îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó öåëåâîé

ôóíêöèè íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå â QCQP-çàäà÷å (1) òàêæå ñëåäóåò ñóùåñòâî-

âàíèå äîïóñòèìîé òî÷êè SDP-çàäà÷è. Çíà÷èìîñòü óñëîâèÿ {u A u: ( ) ,� 0

u R u i Im
i

LQ� � � � �; ,0 } { } (ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ âíóò-

ðåííåé òî÷êè äîïóñòèìîé îáëàñòè DSDP-çàäà÷è) èëëþñòðèðóåò ïðîñòîé ïðèìåð:

äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ SDP-ðåëàêñàöèÿ è äâîéñòâåííàÿ îöåíêà

òî÷íûå, íî ðàçëîæåíèÿ íà ñóììó êâàäðàòîâ íå ñóùåñòâóåò.

Â ñëó÷àå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîãî êðèòåðèÿ (òåîðå-

ìà 1) ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î íàõîæäåíèè

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïîëèíîìà [10, 11]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìó-

ìà P0
* îãðàíè÷åííîãî ñíèçó ïîëèíîìà P x0 ( ) (x R n� , s — âåêòîð ñòàðøèõ ñòåïå-

íåé ïîëèíîìà P x0 ( )) Í.Ç Øîðîì áûëî ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå ñâåäåíèå èñõîä-

íîé ïîëèíîìèàëüíîé çàäà÷è ê êâàäðàòè÷íîé çàäà÷å:

1) äëÿ âñåõ � �( ) /i s� � 2 ââîäÿòñÿ ïåðåìåííûå R R Ri j k( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )� � �� ,

� � �( ) ( ) ( )i j k� � , � �( )r � (íåîòðèöàòåëüíûé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð � ( )r �

� �( , , , )( ) ( ) ( )� � � �
1 2
r r

n
r

�
T îïðåäåëÿåò ïåðåìåííóþ R r( )( )� , êîòîðîé â èñõîä-

íîì ïðîñòðàíñòâå R n ñîîòâåòñòâóåò ìîíîì R x x xr
n

r r

n
r

( )( )
( ) ( ) ( )

�
� � ��
1 2

1 2 � ), â ðåçóëü-

òàòå ÷åãî ïîëó÷àåì ïîëíûé íàáîð ïåðåìåííûõ, ïîêðûâàþùèõ âñå ìîíîìû ñòåïå-

íè � �( )i � , à ïîëèíîì P x0 ( ) ïðåäñòàâèì â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè f R0 ( );

2) ê êâàäðàòè÷íûì îãðàíè÷åíèÿì, îïðåäåëÿþùèì íîâûå ïåðåìåííûå, äîáàâ-

ëÿåòñÿ ïîëíîå ñåìåéñòâî îãðàíè÷åíèé âèäà R R R Ri j k l( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )� � � �
 � 0

äëÿ âñåõ � � � �( ) ( ) ( ) ( )i j k l� � � ; òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ èõ ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü âñå âîçìîæíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ (ñòå-

ïåíè ìåíüøå èëè ðàâíîé äâóì) ëþáîãî ìîíîìà x x x
r r

n
r

n1 2
1 2

� � �
( ) ( ) ( )

� ñòåïåíè � ( )r s� ,

à çíà÷èò, è ïîëèíîìà P x0 ( ).

Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à P P x
x R n

0 0
* min ( )�

�
ñâåäåíà ê êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèîí-

íîé çàäà÷å
P f R

R
0 0
* min ( )� (6)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

R R R Ri j k l( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )� � � �
 � 0, � � � �( ) ( ) ( ) ( )i j k l� � � , (7)

0 T� � �� � � �( ) ( ) ( ) ( )( , , , ) /r r r
n
r s

1 2
2� .

Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ (7) âêëþ÷àþò îãðàíè÷åíèÿ êàê èç ï. 2, òàê è èç

ï. 1, ïîñêîëüêó R ( )0 1� .

Òåîðåìà 2 [9, c. 141]. Äëÿ òîãî ÷òîáû SDP-ðåëàêñàöèÿ êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è
(6), (7), ñîîòâåòñòâóþùåé íàõîæäåíèþ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà îãðàíè÷åííîãî

ñíèçó ïîëèíîìà P x0 ( ), áûëà òî÷íîé ( f PSDP � 0
*), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû ïîëèíîì P x P0 0( ) *
 áûë ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ïîëèíîìîâ. �

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, ïðèâåäåííîå â [9, 10], äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå.
Ïðèìåíåíèå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî åãî óïðîñòèòü [13].

Àíàëîãè÷íî óïðîùàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, èñïîëüçóåìîé â ðàáî-

òå [14] ïðè îáîñíîâàíèè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíå-

íèé íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

{z P zi: ( ) � 0, i k z C n� �1, , ;� },
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ãäå P zi ( ) — ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåíåé, z x iy C n� � � ,

x y R n, � .
Â ðÿäå ñëó÷àåâ áîëåå óäîáíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü îáùåå óñëîâèå òî÷íîñòè

äëÿ SDP-ðåëàêñàöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü fQCQP 	 
� è { } { }u A u u R u i Im
i

LQ: ( ) , ; ,�0 0� � � � � .

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà f fSDP QCQP� íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàò-

ðèöà
A b

b fQCQP

0 0

0

2

2

/

/T 


�

�
�
�

�

�
�
�

áûëà ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè íåîòðèöàòåëüíî-îïðå-

äåëåííîé ìàòðèöû è ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìàòðèö A
A b

b c
i

i i

i i

�
�

�
��

�

�
��

/

/

2

2T , i m�1, ,

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ìíîæåñòâà { }u u i I u Ri
LQ m: , ,� � �0 . �

Èç ôîðìóëèðîâêè íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ òî÷íîñòè â âèäå òå-

îðåìû 3 ñëåäóåò, íàïðèìåð, ðåçóëüòàò Í.Ç. Øîðà äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êâàä-

ðàòè÷íîé ôóíêöèè íà ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå.

Òåîðåìà 4 [10, ñ. 117]. Åñëè f x A x b x x
x R n

* min ( ) :� � � 	 
�
�

{ }T T
0 0

0 , òî çíà÷å-

íèå ìèíèìóìà SDP-ðåëàêñàöèè ýêâèâàëåíòíîé êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è
min ( ) : , , , ,
x R

i j
n

x A x b x x x x i j n
�

� � � �{ }T T
0 0

0 0 1 ñîâïàäàåò ñ f * òîãäà è òîëüêî òîã-

äà, êîãäà ìàòðèöà
A b

b r

0 0

0

2

2

/

/T

�

�
�
�

�

�
�
�

äëÿ íåêîòîðîãî r 	 0 ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóì-

ìû íåîòðèöàòåëüíîé è íåîòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöû. �

ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÎÅ ÓÑËÎÂÈÅ ÏÎËÓ×ÅÍÈß ÒÎ×ÍÎÉ SDP-ÐÅËÀÊÑÀÖÈÈ

Ïóñòü � � — ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà { }u A u u R m: ( ) ,�
 �0 ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ui � 0, i I LQ� . Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî u � ��

ìíîæåñòâî J u j u j nj( ) : ( ) , , ...,� � �{ { }}� 0 1 , ãäå � j u( ), j n�{ }1, ..., , — ñîáñòâåí-

íûå ÷èñëà ìàòðèöû A u( ). Ïóñòü � j u( ) — ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ñîáñòâåííûì ÷èñëàì � j u( ).

Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5 [6]. Ïóñòü { } { }u A u u R u i Im
i

LQ: ( ) , ; ,�0 0� � � � � . Åñëè ñó-

ùåñòâóþò òàêîé âåêòîð p è òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ~� 	 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî

� ��( , ~ )0

� � �u � � �j J u( ) òàêîå, ÷òî � �j i i

i

m

u b u b pT ( ) 0

1

0� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�
� , (8)

òî f fSDP QCQP� . Ïðè÷åì åñëè óñëîâèå (8) âûïîëíÿåòñÿ ïðè p � 0, òî

X
x x x

x
*

* * *

*

�
�

�

�
�

�

�

�
�

T

T 1
, ãäå X

*
— òî÷êà ðåøåíèÿ SDP-çàäà÷è (2), x

*
— òî÷êà ðå-

øåíèÿ QCQP-çàäà÷è (1). �

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå (8) òåîðåìû 5 äîñòàòî÷íî æåñòêîå. Íî îíî

ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñ-

ñìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ øàðà ìèíèìàëüíîãî îáúåìà ñ ôèêñèðîâàííûì öåí-

òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, îïèñàííîãî âîêðóã ïåðåñå÷åíèÿ øàðîâ:

f x x x x b x c i m
x R

i i
n

* min ( ) : , ,� 
 � � � �
�

{ }T T T 0 1 . (9)
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Â çàäà÷å (9) äëÿ ìàòðèöû â ôóíêöèè Ëàãðàíæà

A u

u

u

i

i

m

i

i

m

( ) �


 �


 �

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�

�

1 0

0 1

1

1

�

èçâåñòíû âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû: îíè íàïðàâëåíû ïî êîîðäèíàòíûì îñÿì è

íå çàâèñÿò îò äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå

÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ êàê � j i

i

m

u� 
 �
�
�1

1

, j n�1, .

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è óñëîâèå (8) òåîðåìû 5 ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

� � �j i

i

m

i i

i

m

i

j

u b u b p u b pT ( )( )0

1 1

0� � � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
� �
� � , j n�1, ,

ò.å. âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà u b pi

i

m

i

�
� �

1

� íå ìîãóò îäíîâðåìåííî îáðàùàòüñÿ

â íîëü ïðè u u u ui

i

m

� � 
 � � ��

�
�� { }: ,1 0 0

1

. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5 èìååì, ÷òî

ïðè 0 1� �int co { }( , , ..., )b i mi SDP-ðåëàêñàöèÿ òî÷íàÿ ( f fSDP � *), à ïðè

0 �co{bi , i m�1, ..., } ðåøåíèå SDP-çàäà÷è, êðîìå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ãëîáàëüíî-

ãî ìèíèìóìà çàäà÷è (9), äàåò òî÷êó, â êîòîðîé ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ.

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ òî÷íîñòè, ñôîðìóëèðîâàííîãî â âèäå òåîðå-

ìû 5, òàêæå ìîæíî íàéòè â [6] ïðè ðåøåíèè îäíîé ñïåöèàëüíîé çàäà÷è íåâûïóê-

ëîé îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ ïðè ñèíòåçå óïðàâëåíèÿ, ìèíèìèçèðóþ-

ùåãî îáëàñòü ëîêàëèçàöèè èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà íåëèíåéíûõ ñèñ-

òåì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëàñü ýêâèâàëåíòíàÿ åé êâàäðàòè÷íàÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷è, äëÿ íàõîæäåíèÿ íèæíåé îöåíêè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé

ôóíêöèè êîòîðîé áûë ïðèìåíåí äâîéñòâåííûé ïîäõîä. Íà îñíîâå òåîðåìû 5 ñôîð-

ìóëèðîâàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî äàííûé ïîäõîä îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå

çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè è òî÷êó ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà èñõîäíîé çàäà÷è.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èñïîëüçîâàíèå ðåëàêñàöèé äëÿ ðåøåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷àåìûõ îöåíîê. Â äàííîé ðà-

áîòå ñôîðìóëèðîâàí ðÿä óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëå-

âûõ ôóíêöèé êâàäðàòè÷íîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è è åå SDP-ðåëàêñàöèè ðàâíû.

Ïðèìåíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ

ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ïðèâîäèòñÿ ðÿä ïðèìåðîâ òàêîãî èñïîëüçîâàíèÿ.
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Î.À. Áåðåçîâñüêèé
ÊÐÈÒÅÐ²¯ ÒÎ×ÍÎÑÒ² SDP-ÐÅËÀÊÑÀÖ²É ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÈÕ ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÈÕ ÇÀÄÀ×

Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî óìîâè îòðèìàííÿ òî÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â êâàäðàòè÷íèõ
åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ çàãàëüíîãî âèãëÿäó çà äîïîìîãîþ SDP-ðåëàêñàö³é. Íà
îñíîâ³ â³äîìèõ ðåçóëüòàò³â ñòîñîâíî òî÷íîñò³ äâî¿ñòèõ îö³íîê (ëàãðàíæåâèõ
ðåëàêñàö³é) ³ ¿õíüîãî âçàºìîçâ’ÿçêó ç SDP-ðåëàêñàö³ÿìè ñôîðìóëüîâàíî ðÿä
óìîâ, ïðè ÿêèõ îïòèìàëüí³ çíà÷åííÿ ö³ëüîâèõ ôóíêö³é êâàäðàòè÷íî¿ åêñòðå-
ìàëüíî¿ çàäà÷³ òà ¿¿ SDP-ðåëàêñàö³¿ ð³âí³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êâàäðàòè÷íà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à, SDP-ðåëàêñàö³ÿ, äâî¿ñòà
îö³íêà, ôóíêö³ÿ Ëàãðàíæà, òî÷íà ðåëàêñàö³ÿ.

O.A. Berezovskyi
EXACTNESS CRITERIA FOR SDP-RELAXATIONS OF QUADRATIC
EXTREMUM PROBLEMS

Abstract. The author analyzes the conditions of obtaining exact solutions to
quadratic extremum problems of general type by using SDP-relaxations. Based
on the known results for exactness of dual bounds (lagrangian relaxations) and
their relationship with SDP-relaxations, several conditions are formulated, under
which the values of optimal objective function of the quadratic extremal
problem and its SDP-relaxation are equal.

Keywords: quadratic extremal problem, SDP-relaxation, dual bound, lagrangian,
exact relaxation.
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