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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÐÀÇÄÅËÈÌÛÕ
�-ÑÅÒÅÉ ÄÂÓÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè,

îñíîâàííûé íà ðàçäåëåíèè äâóõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå Rd . Äîêàçàíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ �-ðàçäåëèìîñòè. Ñôîðìóëèðîâàí
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëèìûõ �-ñåòåé äâóõ ìíîæåñòâ ðàçìåðà [ / ]2d � .
Ðàññìîòðåí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî àëãîðèòìà äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ,
ñãåíåðèðîâàííûõ èç íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñîâîêóïíîñòåé. Ðåçóëüòàòû
êëàññèôèêàöèè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè
êëàññèôèêàöèè ïî ìåòîäó îïîðíûõ âåêòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: �-ñåòè, ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà–×åðâîíåíêèñà, ðàçäåëåíèå
ìíîæåñòâ, ðàçäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêà-

öèè, îñíîâàííûé íà ðàçäåëåíèè äâóõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå R d ïóòåì

ïîñòðîåíèÿ è ðàçäåëåíèÿ �-ñåòåé [1, 2] ýòèõ ìíîæåñòâ â ðàíæèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ëîãè-

÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè [3], ãäå áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îáëàñòè ðàçäå-

ëåíèÿ — òåõ çíà÷åíèé � , ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ðàçäåëèòü ìíîæåñòâà.

Â [3] áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû îáëàñòè ðàçäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ è ñôîðìóëèðîâà-

íà òåîðåìà î ñõîäèìîñòè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîé áûëî ââåäåíî ïîíÿ-

òèå ñîâîêóïíîñòè âñåõ âîçìîæíûõ �-ñåòåé ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà, äîêà-

çàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîé ñîâîêóïíîñòè, à òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü îä-

íîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îäíàêî âñå óòâåðæäåíèÿ íåñëîæíî

îáîáùàëèñü äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ âû-

áîðêè èç âåêòîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

ÎÁËÀÑÒÜ ÐÀÇÄÅËÅÍÈß ÄËß ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � � � �� � �( , )1 2 � d è

� � � �� � �( , )1 2 � d , ãåíåðèðóþùèå ãåíåðàëüíûå ñîâîêóïíîñòè A è B. Ïóñòü

èçâåñòíû èõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F x x x P x x xd d d� � � �( , ) ( , )1 2 1 1 2 2� � � � � � � �� �

è

F x x x P x x xd d d� � � �( , ) ( , )1 2 1 1 2 2� � � � � � � �� � .

Ïóñòü h — ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå R d ; h h� �, — ïîëóïðîñòðàíñòâà,

êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ h .

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî Dl ,

D x y h R P h x P h yl
d: {( , ) ( , ) : , { } , { } }� � � � � 	 � 	� �0 1 2 � � ,

íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ðàçäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû îáëàñòè ðàçäåëåíèÿ äëÿ äâóõìåðíûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí.
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü íå-

çàâèñèìûå âåêòîðíûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû � è �

ðàñïðåäåëåíû ïî íîð-

ìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðà-

ìåòðàìè �A � ( ; )3 5 ,

� A �



�
��



�
��

2 0

0 2
, �B � ( ; )9 9 ,

� B �



�
��



�
��

2 0

0 1
. Òîãäà îá-

ëàñòü ðàçäåëåíèÿ îãðàíè-

÷åíà êðèâûìè x �1 , y �1 ,

y y x� 1 ( ) . Íèæíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè ðàçäåëåíèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî

íà êâàäðàòå {( , ) ( ; ) }x y � 1 5 2 , à âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ðàñïðåäåëåíà ðàâ-

íîìåðíî íà êâàäðàòå {( , ) ( ; ) }x y � 4 8 2 , ïðè÷åì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû.

Òîãäà îáëàñòü ðàçäåëåíèÿ îãðàíè÷åíà êðèâûìè x �1 , y �1 , y y x� 2 ( ) . Íèæíÿÿ

ãðàíèöà îáëàñòè ðàçäåëåíèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.

ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ È ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß �-ÐÀÇÄÅËÈÌÎÑÒÈ

Ðàññìîòðèì ðàíæèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ( , )R Hd d è ìíîæåñòâî A R d� . Äëÿ

�-ñåòåé ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàíî ðàíæèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ( , )R Hd d è êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî A R d� , | |A nA� ; N x xnN
� � �{ }1 � — �-ñåòü ìíîæåñòâà A â çàäàííîì

ðàíæèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå òàêàÿ, ÷òî

1) nN �
8�

�
, ãäå � �VC R Hd d( , ) ,

2) | \ |A A nA1 1
1

8
� �


�
�



�
��

�
, ãäå A A N1 � � conv .

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå i nN�[ , ]1 , ÷òî ìíîæåñòâî N N xi1 � \ { } ÿâëÿåòñÿ

�-ñåòüþ ìíîæåñòâà A .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íå ñóùåñòâóåò òàêîãî

i nN�[ , ]1 , ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî N N xi1 � \ { } ÿâëÿåòñÿ �-ñåòüþ ìíîæåñòâà A .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x Ni � ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

� � � � �r r A n r N xi i A i i, | | : { }� .

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê conv N ,

ïîýòîìó äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè xi ìíîæåñòâî N N xi1 � \ { } ÿâëÿåòñÿ

�-ñåòüþ ìíîæåñòâà A. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî N ñîäåðæèò òîëü-

êî âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà conv N . Îáîçíà÷èì X x x xi i i i
ni� � �{ , }1 2

� âåðøèíû

conv N , êîòîðûå èìåþò îáùèå ðåáðà ñ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíîé xi âûïóêëîé

îáîëî÷êè ìíîæåñòâà N . Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëóïðîñ-

òðàíñòâî ri , äëÿ êîòîðîãî | |r A ni A� � � , ïðè ýòîì íè îäíà òî÷êà èç X i íå

ïðèíàäëåæèò ri . Îáîçíà÷èì min òî÷êè èç r A� , ïðèíàäëåæàùèå conv N , è mex —

òî÷êè èç r A� , íå ïðèíàäëåæàùèå conv N . Òîãäà m m nex in A� � � .
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Ðèñ. 1. Íèæíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè ðàçäåëåíèÿ äëÿ íîðìàëüíîãî
y x1 ( ) è ðàâíîìåðíîãî y x2 ( ) ðàñïðåäåëåíèé

y

x

y x2 ( )

y x1 ( )



Èñïîëüçóåì óñëîâèå 2 ëåììû 1:

m n m n n
n

in A ex A A
A� � � � �


�
�



�
� �� � �

�

�

�
1

1

8 8
.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ íåðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê èç N .

Òîãäà ñîãëàñíî óñëîâèþ 1 ëåììû 1

| |A m nin A� �
8�

�
.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó 1.

Ðàññìîòðèì äâà �-ðàçäåëèìûõ ìíîæåñòâà A è B èç R d . Ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ 1 èç [3] ñóùåñòâóþò A A1 � , B B1 � , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

conv conv( \ ) ( \ )A A B B1 1� � � (1)

è

| | | | ( )A B n nA B1 1� � �� . (2)

Äëÿ ìíîæåñòâ A è B ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâà A B R d, � áûëè �-ðàçäåëèìûìè, íå-

îáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ðàíæèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ( , )R Hd d ñóùåñò-

âîâàëè èõ �-ñåòè N
A

A

�
, N

B

B

�
, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) conv convN N
A B

A B

� �
� � � ;

2) � � �A A B B A Bn n n n� � �( ) ;

3) | |N
A

A

A
�

�

�
	

8
, | |N

B

B

B
�

�

�
	

8
, ãäå � �VC R Hd d( , ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà A è B —

�-ðàçäåëèìûå. Îáîçíà÷èì | |A nA1 1
� , | |B nB1 1

� . Ïóñòü � �A
A

A

n

n
� �1 , � �B

B

B

n

n
� �1 ,

ãäå � ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ( ) ( )n n n nA B A B1 1
2� � � �� � .

Ïðèìåì â êà÷åñòâå ñåòåé ìíîæåñòâ N A A
A

A

�
� \ 1 , N B B

B

B

�
� \ 1 .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ �-ðàçäåëèìîñòè äëÿ ìíîæåñòâ A è B âûïîëíÿþòñÿ ñî-

îòíîøåíèÿ (1) è (2). Òîãäà óñëîâèå 1 òåîðåìû 1 âûïîëíÿåòñÿ ñîãëàñíî (1),

à óñëîâèå 2 — ñîãëàñíî (2).

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå 3 âûïîëíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì ñåòü N
A

A

�
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

| |N
A

A

�

�

�
�

8
. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1 ðàçìåð ñåòè N

A

A

�
ìîæíî óìåíüøèòü íà åäèíèöó.

Ïî èíäóêöèè ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî òî÷åê X x x x p� { , , }1 2 � , X N
A

A�
�

,

p N
A

A� �| |
�

�

�

8
, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî N X

A

A

�
\ ÿâëÿåòñÿ �-ñåòüþ ìíîæåñòâà A ðàç-

ìåðà íå áîëåå
8�

�
. Ïî àíàëîãèè äëÿ ñåòè N

B

B

�
óñëîâèå 3 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1–3 òåîðåìû 1.
Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà A è B — �-ðàçäåëèìûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà
A , B íå ÿâëÿþòñÿ �-ðàçäåëèìûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (1) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëü-
êî â ñëó÷àå, êîãäà

n n n nA B A B1 1
� � ��( ) . (3)

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2, òî ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü L , îòíî-

ñèòåëüíî êîòîðîé âûïóêëûå îáîëî÷êè conv N
A

A

�
è conv N

B

B

�
ëåæàò â ðàçíûõ ïî-
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ëóïðîñòðàíñòâàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî conv N L
A

A

�
� � è conv N L

B

B

�
� � . Ââåäåì îá-

îçíà÷åíèÿ A x A x LN � � � �{ : }, B x B x LN � � � �{ : }.

Ìíîæåñòâà A A N\ è B B N\ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ �-ñåòåé óäîâëåòâîðÿþò

ñîîòíîøåíèÿì | \ |A A nN
A A� � , | \ |B B nN

B B� � .

Ðàññìîòðèì èñêëþ÷àåìûå ìíîæåñòâà A A A N
1 � \ , B B B N

1 � \ . Äëÿ ýòèõ

ìíîæåñòâ ñîãëàñíî óñëîâèþ 2 ñïðàâåäëèâî n n n nA B A B1 1
� � ��( ). Òàêèì îáðà-

çîì, íåðàâåíñòâî (3) äëÿ äàííûõ ìíîæåñòâ íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâî-

ðå÷èå, êîòîðîå äîêàçûâàåò äîñòàòî÷íîñòü.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè ðàçäåëåíèÿ (ñì. [3]) ( , ) ,� �A B A BD� . Ñî-

ãëàñíî ìíîãîìåðíîìó îáîáùåíèþ òåîðåìû 2 èç [3] èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

lim ( , )
,n n

A B l
A B

D n n D
��

� . Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

� , � èçâåñòíû, ñîãëàñíî ëåììå 1 èç [3] ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ

y x F F x F F x( ) min( ( ( )), ( ( )))� � �� �
� � � �

1 11 1 , (4)

êîòîðàÿ áóäåò ðàçäåëÿòü ìíîæåñòâà Dl è Dl . Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû �-ñåòè

N
A

A�
, N

B
B�

áûëè ðàçäåëèìûìè, íåîáõîäèìî âûáèðàòü � �A B, òàê, ÷òîáû óäîâ-

ëåòâîðÿëîñü íåðàâåíñòâî

� �B Ay� ( ) . (5)

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÐÀÇÄÅËÈÌÛÕ �-ÑÅÒÅÉ
ÄÂÓÕ �-ÐÀÇÄÅËÈÌÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Ïóñòü èç ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé, ñãåíåðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè � è �, ïîëó÷åíû âûáîðêè ìíîæåñòâ A è B îáúåìàìè nA , nB . Çàäà÷à ñî-

ñòîèò â íàõîæäåíèè ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè L , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

P L L P l l
l H d

{ , } { , }� � � �� � � � �� �

�

� �sup .

Âûáåðåì �A è �B , óäîâëåòâîðÿþùèå (5), è ïîñòðîèì äëÿ ìíîæåñòâ A è B

�-ñåòè N
A

A�
, N

B
B�

â ðàíæèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ( , )R Hd d . Äëÿ óäîáñòâà âîñ-

ïðèÿòèÿ ïðèâåäåì àëãîðèòì äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ d-ìåðíîãî ñëó÷àÿ

àëãîðèòì àíàëîãè÷íûé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò òî÷êó ñ íàèìåíüøåé îðäèíàòîé.

Îáîçíà÷èì a
min
1 òî÷êó ìíîæåñòâà A ñ ìèíèìàëüíîé àáñöèññîé è amax

1 — òî÷êó

ñ ìàêñèìàëüíîé àáñöèññîé. Ïðîâåäåì k A� �[ / ]1 1� âåðòèêàëüíûõ ëèíèé îò amin

äî amax òàê, ÷òîáû â êàæäóþ èç [ / ]1 �A ïîëó÷åííûõ ïîëîñ ðàçìåùàëîñü îäèíàêî-

âîå (�A An ) ÷èñëî òî÷åê. Èñêîìûå âåðòèêàëüíûå ëèíèè, ðàçäåëÿþùèå ïîëîñû,

îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè x C i ki� �, ,1 . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �1 : F x P x� �
1 1( ) { }� � . Â ïåðâóþ ïîëîñó äîëæíû ïîïàñòü

�A An òî÷åê. Êîíñòàíòó C1 íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ F C P C
n

n

A A

A
� �

�
1 1 1 1( ) { }� � � �

� �A . Òîãäà âî âòîðóþ ïîëîñó ïîïàäàåò �A An òî÷åê, åñëè C2 óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ F C P C A� � �
1 2 1 2 2( ) { }� � � . Òàêèì îáðàçîì, � �i k1, íàõîäèì êîí-

ñòàíòó Ci èç óðàâíåíèÿ F C ii A� �
1

( ) � .
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Äëÿ êàæäîé i-é ïîëîñû, 1 1	 	i A[ / ]� , ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: A i — ìíîæåñò-

âî, ñîäåðæàùåå òî÷êè ìíîæåñòâà A , ïîïàâøèå â i-þ ïîëîñó; B i — ìíîæåñòâî
(âîçìîæíî, ïóñòîå), ñîäåðæàùåå òî÷êè ìíîæåñòâà B , ïîïàâøèå â i-þ ïîëîñó;

a i
min

( )2 , a imax ( )2 — òî÷êè ìíîæåñòâà A i ñîîòâåòñòâåííî ñ íàèìåíüøåé è íàè-

áîëüøåé îðäèíàòàìè; b i
min

( )2 , b imax ( )2 — òî÷êè ìíîæåñòâà B i ñîîòâåòñòâåííî

ñ íàèìåíüøåé è íàèáîëüøåé îðäèíàòàìè.

Îáîçíà÷èì N
A

A�
ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå áóäåì âûáèðàòü â �-ñåòü ìíîæå-

ñòâà A. Èç i-é ïîëîñû ìíîæåñòâà A â N
A

A�
îòáèðàåì äâå òî÷êè. Ïåðâàÿ èç íèõ —

ýòî òî÷êà a i
min

( )2 . Âòîðóþ òî÷êó èç A i â N
A

A�
îòáèðàåì ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Åñëè B i � � (ò.å. â i-é ïîëîñå íåò òî÷åê ìíîæåñòâà B), âêëþ÷àåì â ìíîæåñòâî

N
A

A�
òî÷êó ayi

max , èíà÷å åñëè a i b imax min
( ) ( )2 2� (ò.å. â i-é ïîëîñå âûïóêëûå îáîëî÷êè

ìíîæåñòâ íå ïåðåñåêàþòñÿ), âêëþ÷àåì â ìíîæåñòâî N
A

A�
òî÷êó a imax ( )2 , èíà÷å âêëþ-

÷àåì â ìíîæåñòâî N
A

A�
òî÷êó a i( ) èç ìíîæåñòâà A i , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì

ñîñåäîì òî÷êè b i
min

( )2 . Òî÷êó a i( ) áóäåì íàçûâàòü áàçèñíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A.

Ëåììà 2. Ìíîæåñòâî òî÷åê â N
A

A�
ÿâëÿåòñÿ �-ñåòüþ ìíîæåñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü N
A

A�
íå ÿâëÿåòñÿ �-ñåòüþ

ìíîæåñòâà A . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëóïðîñòðàíñòâî H â R 2 , êî-

òîðîìó ïðèíàäëåæèò íå ìåíåå �A An òî÷åê ìíîæåñòâà A, íî íè îäíà èç íèõ íå

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó N
A

A�
. Îáîçíà÷èì Z ìíîæåñòâî òî÷åê èç A, ïðèíàäëåæà-

ùèõ ïîëóïðîñòðàíñòâó H , ïðè÷åì | |Z nA A� � . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

z Z� . Ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò îäíîé èç ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ è îäíîé èç âåðòè-

êàëüíûõ. Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ âìåñòå ñ òî÷êîé z â ïîëóïðîñòðàíñòâî H ïîïàäà-

åò õîòÿ áû îäíà èç êðàéíèõ òî÷åê ãîðèçîíòàëüíîé èëè âåðòèêàëüíîé ïîëîñû ëèáî

áàçèñíàÿ òî÷êà. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî N
A

A�
ñîñòîèò èç êðàéíèõ

èëè áàçèñíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A , òî Z N
A

A� � ��
, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ ðàçìåð �-ñåòè ìíîæåñòâà A ðàâåí [ / ]2d A� ; �-ñåòü

ìíîæåñòâà B ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãè÷íîìó àëãîðèòìó.

Ðàçäåëåíèå �-ñåòåé. Ðàçäåëèì ìíîæåñòâà N
A

A�
è N

B
B�

ïî ìåòîäó ëèíåéíîãî

ðàçäåëåíèÿ âûïóêëûõ îáîëî÷åê, èçëîæåííûì â ðàáîòàõ [4–6]. Ïðåäñòàâèì êðàò-
êîå îïèñàíèå àëãîðèòìà äàííîãî ìåòîäà.

1. Ïîñòðîèòü âûïóêëûå îáîëî÷êè conv N
A

A�
è conv N

B
B�

.

2. Íàéòè òî÷êè-ïðîìàõè, åñëè òàêîâûå ñóùåñòâóþò. Äëÿ óìåíüøåíèÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà áóäåì èñêàòü ïðîìàõè òîëüêî ñðåäè áàçèñíûõ

òî÷åê. Ïðîìàõîì ìíîæåñòâà N
A

A�
áóäåì ñ÷èòàòü òàêóþ òî÷êó x NBA� , äëÿ êîòî-

ðîé x N
B

B�conv
�

. Ìíîæåñòâî òî÷åê-ïðîìàõîâ ìíîæåñòâà N
A

A�
îáîçíà÷èì P

A
A�

.

3. Èñêëþ÷èòü ïðîìàõè èç ìíîæåñòâà N
A

A�
è ïîñòðîèòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó

ìíîæåñòâà � �N N PA A A
A A� �

\ .

4. Ñðåäè ðåáåð ìíîãîóãîëüíèêîâ conv �N A è conv N
B

B�
íàéòè ðåáðî òàêîå,

÷òîáû òî÷êè ìíîæåñòâà �N A è ìíîæåñòâà N
B

B�
áûëè ðàçìåùåíû â ðàçíûõ ïîëó-

ïðîñòðàíñòâàõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l , ñîäåðæàùåé ýòî ðåáðî.

5. Ïðÿìóþ l ñ÷èòàòü �-ðàçäåëÿþùåé ïðÿìîé ìíîæåñòâ N
A

A�
è N

B
B�

.
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Îöåíêà ñëîæíîñòè
àëãîðèòìà. Îöåíèì ñëîæ-

íîñòü àëãîðèòìà ïðåäëîæåí-

íîãî âûøå ìåòîäà ðàçäå-

ëåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì èõ �-ñåòåé.

— Ñëîæíîñòü àëãîðèò-

ìà íàõîæäåíèÿ òî÷åê, ïî-

ïàâøèõ â ñîîòâåòñòâóþùóþ

ïîëîñó, ëèíåéíàÿ. Òàêèì

îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå òî-

÷åê îáîèõ ìíîæåñòâ ïî ïî-

ëîñàì èìååò ñëîæíîñòü

O n( ) , ãäå n A B� max (| | , | | ) .

— Íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíûõ è ìàêñèìàëüíûõ òî÷åê â êàæäîé èç [ / ]1 � ãî-

ðèçîíòàëüíûõ è èç [ / ]1 � âåðòèêàëüíûõ ïîëîñ ìîæíî îöåíèòü, êàê ñëîæíîñòü àë-

ãîðèòìà óïîðÿäî÷èâàíèÿ ìàññèâà, ñîñòîÿùåãî èç �n òî÷åê, ò.å. O n n( ln )� � , ãäå

� � �� max ( , )A B .

— Ïîèñê áàçèñíûõ òî÷åê òàêæå ìîæíî îöåíèòü êàê O n n( ln )� � .
— Íàèáîëåå ñëîæíûé øàã â ìåòîäå ëèíåéíîãî ðàçäåëåíèÿ âûïóêëûõ îáîëî-

÷åê — ïîñòðîåíèå âûïóêëûõ îáîëî÷åê, ñëîæíîñòü àëãîðèòìà êîòîðîãî ñ ó÷åòîì

| | [ / ]N dA A� 2 � îöåíèâàåòñÿ êàê O
d d2 2

� �
ln




�
�



�
� .

Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàçäåëåíèÿ ìíîæåñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì �-ñå-
òåé ìîæíî îöåíèòü êàê O n n( ln ), ÷òî íå áîëüøå, ÷åì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà íàèáîëåå ïî-
ïóëÿðíîãî íà äàííûé ìîìåíò ìåòîäà êëàññèôèêàöèè — ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ [7, 8].

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà, èìåþùèå äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè �A � ( ; )2 4 , �B � ( ; )4 7 , � �



�
��



�
��

1 0

0 1
. Íà ðèñ. 2 èçîáðà-

æåíû òî÷êè ìíîæåñòâ A è B; êàæäîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç 500 òî÷åê.

Âûïóêëûå îáîëî÷êè ìíîæåñòâ ïåðåñåêàþòñÿ, ïðè÷åì

| | | |
.

A B B A

n nA B

� � �

�
�

conv conv
0 083 .
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Ðèñ. 2. Òî÷êè ìíîæåñòâ A è B

A

B

Ðèñ. 3. Îáëàñòü ðàçäåëåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ A è B è âûáðàííàÿ
íà íåé òî÷êà (0.05; 0.05)

D A B,

x

y



Ïîñòðîèì îáëàñòü DA B, è âûáåðåì òî÷êó ( , ) ,� �A B A BD� òàê, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
� �A A B B

A B

n n

n n

�

�
	 0 083. .

Ïóñòü �A � 0 05. ; �B � 0 05. (ñì. ðèñ. 3). Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ïîëó÷åííûå

�-ñåòè N
A

A�
, N

B
B�

è ðàçäåëÿþùàÿ èõ ïðÿìàÿ. Ýòà æå ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ �-ðàçäåëÿþ-

ùåé äëÿ ìíîæåñòâ A è B. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíû ðàçäåëÿþùàÿ ïðÿìàÿ, ïîñòðîåí-

íàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì �-ñåòåé (1), è ðàçäåëÿþùàÿ ïðÿìàÿ, íàéäåííàÿ ïî ìåòîäó

îïîðíûõ âåêòîðîâ (2).

Ðåçóëüòàòû êëàññèôèêàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì �-ñåòåé ñðàâíèâàëèñü ñ ðåçóëüòàòà-

ìè êëàññèôèêàöèè ïî ìåòîäó îïîðíûõ âåêòîðîâ. Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà êëàññèôèêàöèè

èñïîëüçîâàëè ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî [9]. Áûëî âûïîëíåíî 1000 èòåðàöèé äëÿ ìíîæåñòâ,

êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîÿëî èç 10000 òî÷åê. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî îøèáîê êëàññèôèêà-

öèè ñîáñòâåííûì ìåòîäîì — 4,30%, ìåòîäîì îïîðíûõ âåêòîðîâ — 3,57%.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ �-ðàçäåëèìîñòè äâóõ

ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå R d , èñõîäÿ èç êîòîðûõ ñôîðìóëèðîâàí àëãîðèòì
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Ðèñ. 4. �-ñåòè ìíîæåñòâ A è B è ðàçäåëÿþùàÿ èõ ïðÿìàÿ

Ðèñ. 5. Ðàçäåëÿþùàÿ ïðÿìàÿ (1), ïîñòðîåííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì �-ñåòåé; ðàçäåëÿþùàÿ ïðÿìàÿ (2),
íàéäåííàÿ ïî ìåòîäó îïîðíûõ âåêòîðîâ

2

1



ðàçäåëåíèÿ äâóõ �-ðàçäåëèìûõ ìíîæåñòâ ïóòåì ðàçäåëåíèÿ èõ �-ñåòåé â ðàí-

æèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ( , )R Hd d . Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïî-

ñòðîèòü �-ñåòè ðàçìåðà [ / ]2d � è ðàçäåëèòü èõ ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ
O n n( ln ) . Ïðèâåäåííûé ïðèìåð êëàññèôèêàöèè äâóõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåí-
íûõ âûáîðîê ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàò êëàññèôèêàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì �-ñå-
òåé àíàëîãè÷åí ðåçóëüòàòó êëàññèôèêàöèè ïî ìåòîäó îïîðíûõ âåêòîðîâ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. H a u s s l e r D . , W e l z l E . Epsilon-nets and simplex range queries // Discrete Comput. Geom. — 1987. —

N 2. — P. 127–151.

2. M a t o u s e k J . , S e i d e l R . , W e l z l E . How to net a lot with little: Small �-nets for disks and halfspaces

// Sixth Annual Symposium on Computational geometry, 1990. — P. 16–22.

3. È â à í ÷ ó ê Ì . À . , Ì à ë û ê È . Â . Ðåøåíèå çàäà÷ êëàññèôèêàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì �-ñåòåé // Êèáåð-

íåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. — 2016. — 52, ¹ 4. — Ñ. 134–144.

4. ² â à í ÷ ó ê Ì . À . Êëàñèô³êàö³ÿ ìíîæèí ìåòîäîì ë³í³éíîãî â³äîêðåìëåííÿ ¿õ îïóêëèõ îáîëîíîê // Ìà-

òåìàòè÷íå è êîìï’þòåðíå ìîäåëþâàííÿ — 2015. — Âèï. 12. — Ñ. 113–120.

5. È â à í ÷ ó ê Ì . À . , Ì à ë û ê È . Â . Ðàçäåëåíèå âûïóêëûõ îáîëî÷åê êàê ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì

ïðîãíîçèðîâàíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ îñëîæíåíèé ó áîëüíûõ // Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èíôîðìàòèêè. —

2015. — ¹ 2. — Ñ. 89–95.

6. I v a n c h u k M . A . , M a l y k I . V . Separation of convex hulls as a way for modeling of systems of

prediction of complications in patients // Journal of Automation and Information Sciences. — 2015. — 47,
Issue 4. — P. 78–84. — DOI: 10.1615/JAutomatInfScien.v47.i4.80.

7. B u r g e s C . J . C . A tutorial on support vector machines for pattern recognition // Data Mining and

Knowledge Discovery. — 1998. — 2. — P. 121—167.

8. T s a n g I . W . , K w o k J . T . , C h e u n g P . M . Core vector machines: Fast SVM training on very large data

sets // Journal of Machine Learning Research. — 2005. — 6. — P. 363–392.

9. Å ð ì à ê î â Ñ . Ì . Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî è ñìåæíûå âîïðîñû. — Ì.: Íàóêà, 1971. — 328 ñ.

Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 04.04.2016

Ì.À. ²âàí÷óê, ².Â. Ìàëèê
ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÁÓÄÎÂÈ Â²ÄÎÊÐÅÌËÞÂÀÍÈÕ �-Ñ²ÒÎÊ ÄÂÎÕ ÌÍÎÆÈÍ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ êëàñèô³êàö³¿, ùî

áàçóºòüñÿ íà â³äîêðåìëåíí³ äâîõ ìíîæèí ó ïðîñòîð³ Rd . Äîâåäåíî íåîáõ³äí³
³ äîñòàòí³ óìîâè �-â³äîêðåìëþâàíîñò³. Ñôîðìóëüîâàíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè
â³äîêðåìëþâàíèõ �-ñ³òîê äâîõ ìíîæèí ðîçì³ðîì [ / ]2d � . Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàä
âèêîðèñòàííÿ öüîãî àëãîðèòìó äëÿ äâîõ ìíîæèí, çãåíåðîâàíèõ ç íîðìàëüíî
ðîçïîä³ëåíèõ ñóêóïíîñòåé. Ðåçóëüòàòè êëàñèô³êàö³¿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó
ïîð³âíÿí³ ç ðåçóëüòàòàìè êëàñèô³êàö³¿ çà ìåòîäîì îïîðíèõ âåêòîð³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: �-ñ³òêè, ðîçì³ðí³ñòü Âàïí³êà–×åðâîíåíê³ñà, â³äîêðåìëåííÿ
ìíîæèí, â³äîêðåìëþþ÷à ïëîùèíà.

M.A. Ivanchuk, I.V. Malyk
AN ALGORITHM TO CONSTRUCT SEPARABLE �-NETS OF TWO SETS

Abstract. The authors propose a new method to solve classification problem based

on separation of two sets in space Rd . The necessary and sufficient conditions of
�-separability are proved. The algorithm of constructing two separable �-nets of size
[ / ]2d � is proposed. The paper contains an example of applying this algorithm to
two sets generated from normally distributed sets. The classification results for the
proposed method and for support vector machines are compared.

Keywords: �-nets, VC-dimension, sets’ separation, separating plane.
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