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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ïÿòü ìîäåëåé âõîäÿùåãî ïîòîêà ñóùåñòâåííî áî-
ëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû, ÷åì ïóàññîíîâñêèé, êîãäà ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñ-
òè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû � �/ /G íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå (ðàñïðåäåëåíèå Ïó-
àññîíà). Äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ ìîäåëåé ñî÷åòàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà
(àíàëèòè÷åñêàÿ ÷àñòü) ñî ñòàòèñòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì (ñòàòèñòè÷åñêàÿ
÷àñòü) ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé óñêîðåí-
íûì ìîäåëèðîâàíèåì. Òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê ïðîèëëþñòðèðîâàíà
÷èñëåííûìè ïðèìåðàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ, ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé,
íåñòàöèîíàðíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ, ïîëó-
ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ïðîöåññ ñêîïëåíèé, íåñìåùåííàÿ îöåíêà, îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàõîæäåíèþ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé (à òàêæå óñëîâèé èõ ñóùåñòâî-

âàíèÿ) ðàçëè÷íûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, íà÷èíàÿ îò «êëàññè÷åñêèõ» è êîí÷àÿ âåñü-

ìà ýêçîòè÷åñêèìè, ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèé. Íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå

î ìíîãîîáðàçèè èññëåäîâàíèé äàþò ðàáîòû [1–6]. Ñòîëü æå ðàçíîîáðàçíûìè ÿâëÿ-

þòñÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèé, ñðåäè êîòîðûõ îòìåòèì ñëåäóþùèå:

� àíàëèòè÷åñêèå, îñíîâàííûå íà íàõîæäåíèè óñëîâèé èíâàðèàíòíîñòè ñòà-

öèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñîñòîÿíèé îòíîñèòåëüíî âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëü-

íîñòè îáñëóæèâàíèÿ [5, 7–9];

� ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà [10–12];

� ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè [13–15];

� ìåòîä ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ ñîñòîÿíèé [16, 17] è ñâÿçàííûé ñ íèì ìåòîä äå-

êîìïîçèöèè [18–20];

� àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä â óñëîâèÿõ áîëüøîé çàãðóçêè [21, 22];

� íåêîòîðûå ìåòîäû óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [23–27].

Çäåñü íå óïîìèíàåòñÿ áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî âàðèàöèé óêàçàííûõ îáùèõ

ïîäõîäîâ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå â êà÷åñòâå ìîäåëè âûáðàíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâà-

íèÿ � �/ /G , ñîñòîÿùàÿ èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îáñëóæèâàþùèõ êàíàëîâ.

Îáñëóæèâàíèå íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ, âðåìÿ îáñëóæè-

âàíèÿ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G x( ) è ñðåäíþþ äëèòåëüíîñòü �. Åñëè

âõîäÿùèé ïîòîê òðåáîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñ èíòåíñèâíîñòüþ �,

òî ðåçóëüòàò îòíîñèòñÿ ê «êëàññè÷åñêèì», ò.å. ÷èñëî � çàíÿòûõ êàíàëîâ â ñòà-

öèîíàðíîì ðåæèìå èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì �� :
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Äàííàÿ ôîðìóëà õàðàêòåðíà òåì, ÷òî ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé

íå çàâèñÿò îò ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà G x( ) ïðè ôèêñèðîâàííîì ñðåäíåì �. Âîçíè-
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êàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ïðè êàêèõ èíûõ ïîòîêàõ òðåáîâàíèé ñòàöèîíàðíûå âå-

ðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà:

ëèáî íåïîñðåäñòâåííî ïî ÿâíîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëå, ëèáî ñ äîïîëíèòåëüíûì

ýòàïîì ìîäåëèðîâàíèÿ ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà
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ãäå � — ñëó÷àéíûé ïàðàìåòð, ïîäëåæàùèé ìîäåëèðîâàíèþ. Ïîèñê îòâåòà íà

äàííûé âîïðîñ è ÿâëÿåòñÿ öåëüþ ècñëåäîâàíèé íàñòîÿùåé ñòàòüè.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïÿòü ìîäåëåé âõîäÿùèõ ïîòîêîâ. Îäíàêî ëèøü äëÿ ïåðâîé,

íàèáîëåå ïðîñòîé è, ïî-âèäèìîìó, õîðîøî èçó÷åííîé ìîäåëè, ñòàöèîíàðíûå âåðî-

ÿòíîñòè íàõîäÿòñÿ ïî ÿâíîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëå. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëü-

çóåòñÿ ôîðìóëà (2): àíàëèòè÷åñêîìó âû÷èñëåíèþ ïðåäøåñòâóåò ñòàòèñòè÷åñêîå ìî-

äåëèðîâàíèå ïàðàìåòðà �. ×èñëåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ÿâ-

íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàëûõ âåðîÿòíîñòåé â ñëó÷àå áîëüøîé

çàãðóçêè ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîíèçèòü äèñïåðñèþ îöåíîê ïðè ñòàòèñòè-

÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåìû. Ïðåäëîæåííûé ïîõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ

äðóãèõ ìîäåëåé âõîäÿùèõ ïîòîêîâ, íå ðàññìîòðåííûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå.

ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÀß ÔÎÐÌÓËÀ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì îáñëóæèâàþùèõ êàíàëîâ

â ìîìåíò t* � 0 íàõîäèòñÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå (èíà÷å ãîâîðÿ, ìîìåíò t * ÿâ-

ëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûì îò ìîìåíòà íà÷àëà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû).

×èñëî � îáñëóæèâàåìûõ â ìîìåíò t * òðåáîâàíèé îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíòàìè èõ

ïîñòóïëåíèÿ äî ìîìåíòà t * è äëèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ. Íà÷èíàÿ ñ ìîìåí-

òà t* � 0, íàïðàâëÿåì âðåìåíí�þ îñü íå â «áóäóùåå», à â «ïðîøëîå».

Ïóñòü â ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, ïîñòóïàåò íåñòàöè-

îíàðíûé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê, ò.å. íåñòàöèîíàðíûé îðäèíàðíûé ïîòîê áåç ïî-

ñëåäåéñòâèÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ �( ),u u � 0. Ïîñêîëüêó âðåìåíí�ÿ îñü íàïðàâëåíà

â «ïðîøëîå», �( )u ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ â ìîìåíò

t u*� . Äëÿ äàííîé âåñüìà ïðîñòîé ìîäåëè ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò

t * èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Q uk ( ) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â èíòåðâàëå

( * , )t u t� ïîñòóïèò k òðåáîâàíèé, îáñëóæèâàíèå êîòîðûõ íå îêîí÷èòñÿ ê ìîìåíòó t *.
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Ôóíêöèè { }Q u kk ( ), � 0 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

Q u h Q u u G u h o h0 0 1 1( ) ( ) ( ) [ ( )] ( )� � � � �{ }� ,

Q u h Q u u G u h o h Q u uk k k( ) ( ) ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( ) [� � � � � � ��{ }1 1 11� � G u h o h k( )] ( ),� �1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

� � � �Q u u G u Q u0 01( ) ( ) [ ( )] ( )� ,

� � � � � � ��Q u u G u Q u Q u u G u kk k k( ) ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( ) [ ( )],� �1 1 11 ,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Q Q kk0 0 1 0 0 1( ) , ( ) ,� � � .
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Óòâåðæäåíèå ëåììû 1 ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (3), (4).

Åñëè � �( )u � , òî ïîëó÷èì ôîðìóëó (1). Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ìîäåëåé âõî-

äÿùèõ ïîòîêîâ òðåáîâàíèé, êîãäà ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà òðåáîâàíèé

â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (2). Ëèøü äëÿ ïåðâîé ìîäåëè ïàðà-

ìåòð � ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì, äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ — ñëó÷àéíûì, ïîäëå-

æàùèì ìîäåëèðîâàíèþ.

ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÀß ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÎÑÒÜ Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌ ÏÅÐÈÎÄÎÌ

Ïóñòü â ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïàåò íåñòàöèîíàðíûé ïóàññîíîâñêèé ïî-

òîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ �( ),t t � 0, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íîé è ïåðèîäè-

÷åñêîé ñ ïîñòîÿííûì ïåðèîäîì T , ò.å. � �( ) ( ),t T t t� � � 0 . Â êà÷åñòâå ìîìåí-

òà t* � 0 âûáåðåì áåñêîíå÷íî óäàëåííûé ( )n �� ìîìåíò nT � �. Èíà÷å ãîâîðÿ,

ïðîöåññ ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé ê ìîìåíòó t * óæå äëèòñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî,

ïðè÷åì î÷åðåäíîé ïåðèîä íà÷àëñÿ � åäèíèö âðåìåíè òîìó íàçàä. Ïóñòü

� �( ) — ÷èñëî òðåáîâàíèé, îáñëóæèâàåìûõ â ñèñòåìå â ìîìåíò t *. Îáîçíà÷èì
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� � 0 ôóíêöèÿ � �( ; )u çàäàåò èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ â ìîìåíò

t u*� . Ïóñòü
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.

Èç ñôîðìóëèðîâàííîé ðàíåå ëåììû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÀß ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÎÑÒÜ ÑÎ ÑËÓ×ÀÉÍÛÌ ÏÅÐÈÎÄÎÌ

Äàííûé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òåì, ÷òî ïåðèîä T ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíûì, ò.å. çàäàíà ïàðà { }T t t T, ( ),� 0  � , ãäå T — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ H x( ) è ñðåäíèì çíà÷åíèåì � 	" . Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ôóíêöèÿ H x( ) èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó, à �( ), ,t t � 0 —
íåêîòîðàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ (èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâà-
íèÿ). Èíà÷å ãîâîðÿ, âõîäÿùèé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì ïóàññîíîâñêèì,
èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòûì ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò t* � 0 ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ
ñòàöèîíàðíûé. Êàê è ðàíåå, âðåìåííóþ îñü íàïðàâèì â «ïðîøëîå». Èìåííî
èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé äî ìîìåíòà t * âëèÿåò íà êîëè÷åñòâî
� òðåáîâàíèé â ìîìåíò t *. Îáîçíà÷èì P k kk � � �P{ }� , 0. Ïóñòü { }z ii , � 1 —
ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âîññòàíîâëåíèÿ, îòñ÷èòûâàåìûå îò ìîìåíòà t* � 0
â «ïðîøëîå»: t z t z z kk k k1 1 1 2� � � ��, , . Îáîçíà÷èì

� �n n n n

z

t t u t t G u du
n

( , , ) ( ; , , ) [ ( )]1 1

0

1� �� �� , (5)

ãäå

�
�
 ��

�
 ��
n n

k

u t t
z u u z

z u
( ; , ..., )

,
1

1 1�
�   

� �

åñëè 0

åñëè zk 1 �  �

�
�

 u k nzk , , ..., ,2

(6)

ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ â ìîìåíò u ïðè èçâåñòíûõ

äëèòåëüíîñòÿõ t tn1, ,� ïîñëåäíèõ n ïåðèîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ. Ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

sup sup ( , , )
, ,n t t

n n

n

t t
� � �

� �
1 0 0

1

1 �

�� . (7)

Òîãäà âåðîÿòíîñòè { }P kk , � 0 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

P dH t dH t
t t

k
n

n

n
n

k

�
��

��

�

��lim ... ( ) ( )
[ ( , , )]

00

1

2
1

���

�
��

k
e

H t
dt k

t tn

!

( )
,

( , , )

0

1
1

1
1

0

�
�

�
�

��

�

� .(8)

Çàìå÷àíèå 1. Êîíå÷íîñòü ñðåäíåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ è ðàâíîìåðíàÿ
îãðàíè÷åííîñòü èíòåíñèâíîñòè �( ), ,t t � 0 ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âû-
ïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (7). Â òî æå âðåìÿ âûïîëíåíèå äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ âîç-
ìîæíî è ïðè çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ (ïðè ýòîì ñëó÷àé ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùåé èíòåíñèâíîñòè �( ),t t � 0, íå èñêëþ÷åí).

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ôîðìóëà (8) ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé àíàëèòè÷åñêîé, ïî-
çâîëÿþùåé âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè { }Pk . Îäíàêî â ñëó÷àå áîëüøîé çàãðóçêè ñèñòå-
ìû îáñëóæèâàíèÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè îöåíêè íåîáõîäèìî ðàñ-
ñìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ n"100. Ñòîëü âûñîêàÿ êðàòíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïîçâîëÿ-
åò èñïîëüçîâàòü êàêèõ-ëèáî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ (äàæå íà ñàìûõ ñîâðåìåííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ). Â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì è ïðîñòûì
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.

Ïóñòü  — íåêîòîðîå ìàëîå ÷èñëî (ãðàíèöà îòñå÷åíèÿ), W u G u( ) inf : ( ) � � �{ }1 .
Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè òðåáîâàíèå ïîñòóïèò äî ìîìåíòà t W* ( )�  , òî âåðîÿòíîñòü
åãî íàëè÷èÿ â ñèñòåìå â ìîìåíò t * íå ïðåâûøàåò . Ïðè ìîäåëèðîâàíèè îãðàíè-
÷èìñÿ ëèøü ðàññìîòðåíèåì òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ â èíòåðâàëå ( * ( ), *)t W t�  .
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé (ïðè  � 0) îöåíêè
� ( ;( )P A1 � â îäíîé ðåàëèçàöèè äëÿ P A Pk

k A

( ) �
!
# , A $ { }0 1 2, , , � , îñíîâàí íà ôîð-

ìóëå (8) è ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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1. Ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ
1

0
�

�
H u

u
( )

, ,
�

ìîäåëèðóåì ìî-

ìåíò t1 íà÷àëà ïåðèîäà, äëÿùåãîñÿ â ìîìåíò t *.

2. Ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ H u( ) ìîäåëèðóåì äëèòåëüíîñòè t t tn2 3, , ,� ïå-

ðèîäîâ, ãäå n m t t Wm� � �  max : ( ){ }1 �  .

3. Ïî ôîðìóëàì (5), (6) âû÷èñëÿåì �( , , )t tn1 � .

4. Â êà÷åñòâå îöåíêè � ( ; )( )P A1  âûáèðàåì

� ( ; )
[ ( , , )]

!

( ) ( , , )
P A

t t

k
en

k
t t

k A

n1 1 1
� �� �

!
#

� �
. (9)

×èñëî ðåàëèçàöèé àëãîðèòìà, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ñ çàäàííû-

ìè äîñòîâåðíîñòüþ è îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ, îïðåäåëÿåòñÿ ïî èçâåñòíûì

ôîðìóëàì [28]. Âûáîðîì  ìîæíî äîáèòüñÿ ïðàêòè÷åñêè íåñìåùåííîé îöåíêè.

Àíàëèòè÷åñêàÿ ÷àñòü (9) àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü äèñ-
ïåðñèþ îöåíêè. Îñîáåííî ýòî çàìåòíî, êîãäà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ âî ìíîæåñ-
òâî ñîñòîÿíèé A ìàëà. Ðàññìîòðèì ÷èñëåííûé ïðèìåð.

Ïðèìåð 1. Èññëåäóåì ñðåäíåå êîëè÷åñòâî s òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ñòàöèî-

íàðíîì ðåæèìå è âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ â ñèñòåìå íå ìåíåå r òðåáîâàíèé, ò.å.

A r r� �{ }, ,1 � . Ñðàâíèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äâóìÿ ìåòîäàìè: íåïîñðå-

äñòâåííûì ìîäåëèðîâàíèåì ñèñòåìû (ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî) è óñêîðåííûì ìîäåëè-

ðîâàíèåì, îñíîâàííûì íà ôîðìóëàõ (5), (6) è (9). Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðåèìóùåñ-

òâî óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè çíà÷åíèé r. Â êà÷åñòâå

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âûáåðåì ñëåäóþùèå: T — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííàÿ â ïðîìåæóòêå [ , . ]0 0 5 , � � 0 25. ; �( )t t�100 , t � 0 ; G x e x( ) /� � �1
2 4� ,

x � 0 , � �1; r i� �20 5 , i � 0 1 6, , ,� .

Âûáåðåì  � �10 7 . Â òàáë. 1 èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ (íèæíèå

èíäåêñû MC è fast îçíà÷àþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ïîëó÷åíû ìåòîäîì

Ìîíòå-Êàðëî è óñêîðåííûì ìîäåëèðîâàíèåì):

� �S MC è �S fast — îöåíêè ñðåäíåãî ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå;

� � ( � )R S MC è � ( � )R S fast — îöåíêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè äëÿ �S MC è �S fast ;

� � ( ; )P rMC  è � ( ; )P rfast  — îöåíêè ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðåáûâàíèÿ

â ñèñòåìå íå ìåíåå r òðåáîâàíèé;

� � ( � ( ; ))R P rMC  è � ( � ( ; ))R P rfast  — îöåíêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè äëÿ

� ( ; )P rMC  è � ( ; )P rfast  .

Âñå ïðèâåäåííûå â òàáë. 1 îöåíêè ïîñòðîåíû ïî 100 000 ðåàëèçàöèÿì àëãî-

ðèòìà. Ïðè ýòîì � .S MC �16 07, � ( � ) . %R S MC � 0 24 , � .S fast �16 67, � ( � ) . %R S fast � 013 .

Åñëè îöåíèâàåìàÿ âåðîÿò-

íîñòü íå ñëèøêîì ìàëà, òî

îáà ìåòîäà äàþò áëèçêèå ðå-

çóëüòàòû. Ñ óâåëè÷åíèåì

r òî÷íîñòü îöåíîê ìåòîäîì

Ìîíòå-Êàðëî çàìåòíî ñíèæà-

åòñÿ è óæå ïðè r � 40 äëÿ äîñ-

òèæåíèÿ ïðèåìëåìîé îòíîñè-

òåëüíîé ïîãðåøíîñòè ñëåäóåò

çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòü êîëè-

÷åñòâî ðåàëèçàöèé. Ýôôåêò

ïðèìåíåíèÿ óñêîðåííîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ î÷åâèäåí: èñïîëüçî-
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Òðåáîâà-
íèÿ,

r

Îöåíêè ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé
è îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé

� ( ; )P rMC 
� ( � ( ; ))R P rMC  ,

%

� ( ; )P rfast  � ( � ( ; ))R P rfast  ,

%

20 0.27 1.34 0.27 0.55

25 6 15 10 2. % � 3.18 6 10 10 2. % � 0.97

30 7 89 10 3. % � 9.13 7 79 10 3. % � 1.54

35 8 40 10 4. % � 28.08 6 17 10 4. % � 2.38

40 3 00 10 5. % � 148.67 2 97 10 5. % � 3.58

45 1 00 10 5. % � 257.50 9 21 10 7. % � 5.29

50 0 – 1 93 10 8. % � 7.33

Ò à á ë è ö à 1



âàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èâàòü óñòîé÷èâîñòü ìîäåëèðîâà-

íèÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ îöåíèâàåìîé âåðîÿòíîñòè. Õîòÿ ñ âîçðàñòàíè-

åì r è íàáëþäàåòñÿ ðîñò îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, îäíàêî îí íåçíà÷èòåëåí è

ñëàáî âëèÿåò íà óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÎÑÒÜ ÂÕÎÄßÙÅÃÎ ÏÎÒÎÊÀ — ÐÅÃÅÍÅÐÈÐÓÞÙÈÉ
ÑËÓ×ÀÉÍÛÉ ÏÐÎÖÅÑÑ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïàåò äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé

ïóàññîíîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî — ñëó÷àéíûé ïðî-

öåññ, â äàííîì ñëó÷àå ðåãåíåðèðóþùèé. Èíà÷å ãîâîðÿ, íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå ( , , )& ' P îïðåäåëåíà ïàðà { }T t t T( ), ( , ), ( )� � � �0  � , ãäå T ( )� —

íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ H x( ) è êîíå÷-

íûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì �, H ( )� �0 0, à � � �( ) ( , )t t� , 0  �t T ( )� , — îáðûâàþ-

ùèéñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå

( , )�
� �R , çäåñü �

� � �[ ; )0 , à R � — �-àëãåáðà áîðåëåâûõ ìíîæåñòâ èç �
� .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ H x( ) èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó.

Ïóñòü äëèòåëüíîñòü ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè T ( )� �� ôèêñèðîâàíà, à X � —

ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [ , )0 � è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â �
� .

Îáîçíà÷èì U � ìèíèìàëüíóþ �-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ èç X � , ñîäåðæà-

ùóþ âñå öèëèíäðè÷åñêèå ìíîæåñòâà âèäà { }� � �( ): ( ) , , ( )% ! !t A t Ak k1 1 � ,

0 11 1 � � � ! ��t t A A kk k� ��, , , ,� .

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P{ }% íà ' ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå

Q�{ }% íà U � .

Îáîçíà÷èì � i i, � 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ H x( ), à � �i iu u( ), 0  � , — ñîîòâåòñòâóþùèé îáðûâà-

þùèéñÿ ïðîöåññ, ïîñòðîåííûé ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ Q� i
{ }% . Ïðè ôèêñèðîâàí-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }� i èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìó

â ìîìåíò t k k! � � � ��( , ]� � � �1 1 1� � ( , , )k �1 2 � ðàâíà � � �k kt( ( ))� � � �1 1� .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ðàáîòû ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ.

Îáîçíà÷èì �1
* ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò ïîñëåäíåãî ìîìåíòà ðåãåíåðàöèè ïåðåä

t* � 0 äî t * («íåäîñêîê»), à �0
* — âðåìÿ äî ñëåäóþùåãî ïîñëå t* � 0 ìîìåíòà ðåãå-

íåðàöèè («ïåðåñêîê»). Èç òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ èçâåñòíî, ÷òî �1
* èìååò ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
1�H x( )

�
, x � 0. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè �1 1

* � t ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà �0
* èìååò ðàñïðåäåëåíèå

H x t H t

H t

( ) ( )

( )

� �

�
1 1

11
, x � 0. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ïîñòðîåíû ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �0 0
* � t , �1 1

* � t , � i it� , i � 2 , à òàêæå

òðàåêòîðèè ïðîöåññîâ { }� 1 0 10( ),u u t t � � , { }� i iu u t i( ), ,0 2 � � . Òîãäà èí-

òåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ â ìîìåíò u t t t tk k! � � � ��( , ]1 1 1� �

(ôàêòè÷åñêè â ìîìåíò t u*� ) áóäåò

� � �( ; { },{ ( )}) ( )u t t t ui i k k% � � � �1 � . (10)

Îáîçíà÷èì

� � � �n i i i i

t

t u t G u du({ },{ ( )}) ( ; { },{ ( )}) [ ( )]% � % �
� �

1

0

1 � tn

� . (11)

Ïóñòü � — ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ â ìîìåíò t *,

P k kk � � �P{ }� , 0. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâî-

âàíèå ïðèâåäåííûõ èíòåãðàëîâ. Òîãäà ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè { }P kk , � 0 ñîñòî-

ÿíèé ñèñòåìû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå
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�
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XX X

n

n i i
k

tt t tn

n
t

k
e

20 1

�

� ��� ���

[ ({ },{ ( )})]

!

� � � ( , ( ) ){ } { }ti i� % (

( % % % ��Q Q Qt t t t nd d d k
n0 1 21 2 0{ } { } { }� � �( ) ( ) ... ( ) , .

Çàìå÷àíèå 2. Íàëè÷èå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû t0 â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé

ôîðìóëû îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ìåðà Q� { }% îïðåäåëåíà íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòî-

ðèé ïðîöåññà íà ïðîòÿæåíèè ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè ïðè ôèêñèðîâàííîé åãî äëè-

òåëüíîñòè �. Ïîñêîëüêó t1 — âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà íà÷àëà ïåðèîäà ðåãå-

íåðàöèè, äëÿùåãîñÿ â ìîìåíò t *, à t0 — âðåìÿ îò ìîìåíòà t * äî åãî îêîí÷àíèÿ,

òî îáùàÿ äëèòåëüíîñòü ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè áóäåò t t1 0� . Èìåííî ïðè ôèêñèðî-

âàííîé îáùåé äëèòåëüíîñòè è çàäàåòñÿ ìåðà Q t t d
0 1 1� %{ }� ( ) .

Çàìå÷àíèå 3. Ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé { }P kk , � 0 âûòå-

êàåò èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

� ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ êîíå÷íî;

� ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ h� � òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

P sup ( , )
( )0

1
 �

 
�
�



�
�

�

t

t h
� �

� � .

Àëãîðèòì óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé àíàëîãè-

÷åí ïðèâåäåííîìó ðàíåå.

1. Ìîäåëèðóåì äëèòåëüíîñòè { }ti ïåðèîäîâ ðåãåíåðàöèè (îòäåëüíûé àëãî-

ðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äëèòåëüíîñòè ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè, îêàí-

÷èâàþùåãîñÿ ïîñëå ìîìåíòà t * è ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ÷àñòåé).

2. Ìîäåëèðóåì òðàåêòîðèè ôóíêöèé { }� k ( )% , çàäàþùèõ èíòåíñèâíîñòè ïî-

ñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé.

3. Ïî ôîðìóëàì (10), (11) âû÷èñëÿåì � �n i it( , ( ) ){ } { }% (êîëè÷åñòâî n ïåðèî-

äîâ ðåãåíåðàöèè âûáèðàåì èç òîãî æå óñëîâèÿ, ÷òî è ðàíåå).

4. Àíàëèòè÷åñêè ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì

� �n i it( , ( ) ){ } { }% âû÷èñëÿåì òðåáóåìûå âåðîÿòíîñòè.

ÏÎÒÎÊ ÏÎÑÒÓÏÀÞÙÈÕ ÒÐÅÁÎÂÀÍÈÉ — ÏÐÎÖÅÑÑ ÑÊÎÏËÅÍÈÉ
ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ

Â êà÷åñòâå ïîñòóïàþùåãî ïîòîêà òðåáîâàíèé ðàññìîòðèì ïðîöåññ ñêîïëåíèé

ñïåöèàëüíîãî âèäà [29].

Ïóñòü ( , , )& ' P — íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è êàæäîìó

�!& ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë { }si áåç

ïðåäåëüíûõ òî÷åê, íàçûâàåìàÿ òî÷å÷íûì ïðîöåññîì. Îáîçíà÷èì N A( ) ÷èñëî òî-

÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }si , ïîïàâøèõ â áîðåëåâî ìíîæåñòâî A!) , ãäå ) —

�-àëãåáðà áîðåëåâûõ ìíîæåñòâ èç � � �� �( , ). Íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ

ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ N ( )% áîðåëåâûõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ñ÷èòàþùåé

ìåðîé. Ââèäó òîãî, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }si íå èìååòñÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê,

ýòà ìåðà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé íà ëþáûõ îãðàíè÷åííûõ áîðåëå-

âûõ ìíîæåñòâàõ èç ) . Îáîçíà÷èì M ìíîæåñòâî òàêèõ ìåð, à*— ñîîòâåòñòâóþ-
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ùóþ ìèíèìàëüíóþ �-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ, ïîðîæäåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè

ìíîæåñòâàìè âèäà C N N A j N A jk k� % � �{ }( ): ( ) , , ( )1 1 � , k � 1, j jk1 0 0� �, ,� ,

A Ak1, ,� !) , A A i ri r+ �, -, .

Ïîñêîëüêó ìåæäó & è M ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ðàñ-
ïðåäåëåíèå P{ }% íà ' ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå Q{ }% íà *.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé òî÷å÷íûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì
è «ðàçâåðíóòûì» â «ïðîøëîå», ò.å. ... * ...� � � � � � � � � �� �s s t s s s2 1 0 1 20 Ìî-
ìåíòû { , , }� �  s i , s ii i1 0 — ñòàöèîíàðíûé ïîòîê öåíòðîâ ñêîïëåíèé. Êàæäûé
öåíòð ñêîïëåíèÿ ïîðîæäàåò ñâîé íåñòàöèîíàðíûé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé
(÷ëåíû ñêîïëåíèÿ), çàäàâàåìûé èíòåíñèâíîñòüþ �( ),u u � 0. Ïðè ýòîì ïðåäïîëî-

æèì � �� � �
�

� ( )u du

0

, ÷òî ãàðàíòèðóåò êîíå÷íîñòü ÷èñëà ÷ëåíîâ â îäíîì ñêîïëå-

íèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 (ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ÷ëåíîâ â ñêîïëåíèè ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâ-
ñêèì ñ ïàðàìåòðîì � ). Ñóïåðïîçèöèÿ âñåõ ïîòîêîâ ÷ëåíîâ ñêîïëåíèé îáðàçóåò âõî-
äÿùèé ïîòîê òðåáîâàíèé. Åñëè { }si — ôèêñèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðîâ
ñêîïëåíèé, òî â ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïàåò íåñòàöèîíàðíûé ïóàññîíîâñêèé
ïîòîê òðåáîâàíèé ñ èíòåíñèâíîñòüþ â ìîìåíò u (ôàêòè÷åñêè â ìîìåíò t u*� )

� �( ; { }) ( )

:

u s s ui i

i s ui

� �
� "
#
1

. (12)

Îáîçíà÷èì

� �({ }) ( ; { }) [ ( )]s u s G u dui i� �
�

� 1

0

. (13)

Ïóñòü � — ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ â ìîìåíò t *,

P k kk � � �P{ }� , 0. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâî-

âàíèå ïðèâåäåííîãî èíòåãðàëà. Òîãäà ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè { }P kk , � 0 ñîñòîÿ-

íèé ñèñòåìû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

P
s

k
e dN kk

i
k

M

si� % ��
�[ ({ })]

!
{ ( )},

({ })� � Q 0 . (14)

Àëãîðèòì óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé

{ }P kk , � 0 îñíîâàí íåïîñðåäñòâåííî íà ôîðìóëàõ (12)–(14).

ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÉ ÏÓÀÑÑÎÍÎÂÑÊÈÉ ÏÎÒÎÊ ÒÐÅÁÎÂÀÍÈÉ,
ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÉ ÏÎËÓÌÀÐÊÎÂÑÊÈÌ ÏÐÎÖÅÑÑÎÌ

Ïóñòü �( )t , t � 0, — íåïðåðûâíûé ñïðàâà ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ êîíå÷íûì

ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé E. Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè âëîæåííîé öåïè Ìàðêî-

âà îáîçíà÷èì { }pij i j E, ! . Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå èìååò ðàñïðåäåëåíèå { }pi i E
( )0

! .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåïü Ìàðêîâà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé, íåïðèâîäèìîé è íå-

ïåðèîäè÷åñêîé, ÷òî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå åå ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ { }� i i E! . Êðîìå òîãî, çàäàíû óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F x i j Eij ( ), , ,! âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè

i ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëåäóþùèì ñîñòîÿíèåì áóäåò j. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ { }F xij ( ) íåðåøåò÷àòûå, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òàêîå �" 0, ÷òî

Fij

j E

( )�
!
# �1 äëÿ âñåõ i E! (ïðè ýòîì óñëîâèè íåâîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà â êî-

íå÷íîì ïðîìåæóòêå ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðîèñõîäèò áåñêîíå÷íîå

÷èñëî ïåðåõîäîâ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå êîíå÷-

íîñòü ñðåäíèõ âðåìåí { }aij ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåõîäàìè. Ââåäåííûå

óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò ýðãîäè÷íîñòü ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.
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Äëÿ êàæäîãî i E! çàäàíà ôóíêöèÿ � i x x( ), � 0, èìåþùàÿ ñëåäóþùèé ñìûñë:
åñëè ïðîöåññ �( )t ê ìîìåíòó t íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i â òå÷åíèå âðåìåíè x, òî âåðî-
ÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ â èíòåðâàëå ( , )t t t� . ðàâíà � i x t o t( ) ( ). .� . Âåðî-
ÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â äàííîì èíòåðâàëå ðàâíà o t( ). .

Òðàåêòîðèÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà — ýòî äâóõìåðíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü { }( , ),� �k k k � 0 , çàäàâàåìàÿ ìîìåíòàìè ñêà÷êîâ { }�k è ñîñòîÿíèÿìè

{ }� k â ýòè ìîìåíòû:

� � � � � �0 0
0

1 10= , { } , , { , | }( )P P� � ! � � � � �� �i p i E j x i pi k k k k ij ijF x i j E x( ), , ,! " 0 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòàöèîíàðíûé ìîìåíò t* � 0. Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ ãà-
ðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðî-
öåññà. Åñëè ìîäåëèðîâàòü òðàåêòîðèþ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà îò ìîìåíòà
t * «â ïðîøëîå» [30], òî ïîëó÷èì òðàåêòîðèþ S kk k� �{ }( , ),� � 0 , ïðè÷åì

� � � �0 0= 0, { }P � � ! � �
! !
# #i a a i E a a a p ai i j j

j E

j jl jl

l E

/ , , , .

Îáîçíà÷èì M ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òðàåêòîðèé, * — ñîîòâåòñòâóþùóþ
�-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ M , Q{ }% — âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà * (äàííàÿ ìåðà îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè { }pij è ðàñïðåäåëåíèÿìè
{ }F xij ( ) ). Ïðè ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ
òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìó â ìîìåíò u îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: åñëè � �m mu� �  1
( )m � 1 , òî

� � ��( ; ) ( )u S u
m m� � . (15)

Îáîçíà÷èì

� �( ) ( ; ) [ ( )]S u S G u du� �
�

� 1

0

. (16)

Ïóñòü � — ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ â ìîìåíò t *,

P k kk � � �P{ }� , 0. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâî-

âàíèå ïðèâåäåííîãî èíòåãðàëà. Òîãäà ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè { }P kk , � 0 ñîñòîÿ-

íèé ñèñòåìû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

P
S

k
e dS kk

k

M

S� ��
�[ ( )]

!
},( )� � Q{ 0 . (17)

Ïóñòü  — íåêîòîðîå ìàëîå ÷èñëo (ãðàíèöà îòñå÷åíèÿ), W ( ) �
� � �inf : ( ){ }u G u1  . Êàê è ðàíåå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü òå ÷ëåíû ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè S kk k� �{ }( , ),� � 0 , äëÿ êîòîðûõ � k W ( ). Îáîçíà÷èì S n( )�

�   { }( , ),� �k k k n0 , ãäå n k Wk�  max : ( ){ }�  . Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòî-

òè÷åñêè íåñìåùåííîé (ïðè  � 0) îöåíêè � ( ; )( )P A1  â îäíîé ðåàëèçàöèè äëÿ

P A Pk

k A

( ) �
!
# , A $ { }0 1 2, , , � , îñíîâàí íà ôîðìóëàõ (15)–(17) è ôîðìóëèðóåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Ìîäåëèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S k nn
k k

( ) ( , ),�   { }� � 0 (íà÷èíàÿ

ñ ìîìåíòà t *, ìîäåëèðóåì ìîìåíòû ïåðåõîäà è ñîñòîÿíèÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðî-

öåññà «â ïðîøëîå»). Ïîëàãàåì �0 0� è ìîäåëèðóåì ñîñòîÿíèå ïîëóìàðêîâñêîãî

ïðîöåññà â ìîìåíò t *: �1 � !j E ñ âåðîÿòíîñòüþ � j ja a/ . Ïóñòü �1 � j .

2. Ìîäåëèðóåì âðåìÿ � 1, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà ïðåäûäóùåãî èçìåíåíèÿ ñî-

ñòîÿíèÿ ïðîöåññà P{ }� � �1

0

1
1 0� � � ��x

a
F d x

j
j

x

[ ( )] , , ãäå F F pj jl jl

l E

( ) ( )� ��
!
# .

Ïîëàãàåì � � �1 0 1� � .
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3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî m � 0 ïîñòðîåíû ìîìåíò ïåðåõîäà
�m è ñîñòîÿíèå � m ïðîöåññà â ìîìåíò �m �0. Ñîñòîÿíèå � m�1 ìîäåëèðóåì ñî-

ãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ: � m i E� � !1 ñ âåðîÿòíîñòüþ p p
i k

k E
m m� �

!
# .

4. Ìîäåëèðóåì âðåìÿ � m�1 ìåæäó ïåðåõîäàìè, P{ }� � �m x F x
m m� � �
�1 1

( ),

x � 0. Ïîëàãàåì � � �m m m� �� �1 1. Åñëè � m� "1 W ( ), òî ïîëàãàåì n m� , àëãîðèòì

çàâåðøåí è òðàåêòîðèÿ S n( ) ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ïîñòðîåíà. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå óâåëè÷èâàåì m íà åäèíèöó è ïåðåõîäèì ê ï. 3 àëãîðèòìà.

5. Âû÷èñëÿåì (ñì. (15), (16))

� � ��

�

�

( ) ( ) [ ( )]( )S u G u dun
m

m

n

m

m

m

� � �

�

�#
�

1

1
1

. (18)

6. Â êà÷åñòâå îöåíêè � ( ; )( )P A1  âûáèðàåì

� ( ; )
[ ( )]

!

( )
( )

( )
( )

P A
S

k
e

n k
S

k A

n
1 

� �� �

!
# . (19)

Êàê è äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé âõîäÿùèõ ïîòîêîâ òðåáîâàíèé, àíàëè-

òè÷åñêàÿ ÷àñòü ìåòîäà, îñíîâàííàÿ íà ôîðìóëàõ (18), (19), ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî

ñîêðàòèòü äèñïåðñèþ îöåíêè, ÷òî äåìîíñòðèðóåò ïðèâåäåííûé äàëåå ïðèìåð.

Ïðèìåð 2. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âûáåðåì E � { }1 2 3, , ; F xij ( ) �

� � �1 2exp ( ){ }� ij x , x " 0, aij
ij

�
�

�2
; ìàòðèöó P pij� ( ) ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé è

ìàòðèöó B aij� ( ) ñðåäíèõ âðåìåí ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ îïðåäåëèì òàê:

P B�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

�
�
�

0 0 7 0 3

0 8 0 0 2

0 9 01 0

0 2 4

3 0 6

2 4 0

. .

. .

. .

,

�

�

�
�
�

;

èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé çàäàäèì ôîðìóëîé � i x i x( ) � 50 , i E! ;

âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé èìååò ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà G x e x( ) ,� � �1
2

x � 0, � �� / 2.

Èññëåäóþòñÿ ñðåäíåå êîëè÷åñòâî s òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ñòàöèîíàðíîì ðå-

æèìå è âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ â ñèñòåìå íå ìåíåå r òðåáîâàíèé, ò.å.

A r r� �{ }, ,1 � .

Ðåøèâ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà: �1 0 45581� . , � 2 0 33954/ . , � 3 0 20465/ . . Âûáåðåì

 � �10 7 . Â òàáë. 2 èñïîëüçîâàíû òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â òàáë. 1. Âñå ïðèâåäåííûå

îöåíêè ïîñòðîåíû ïî 100 000 ðåàëèçàöèÿì àëãîðèòìà. Ïðè ýòîì � .S fast � 74 43,

� ( � ) . %R S fast � 0 80 .

Êàê è ñëåäîâàëî îæè-

äàòü, äëÿ îöåíêè ìàëûõ âå-

ðîÿòíîñòåé íàèáîëåå ýôôåê-

òèâíî óñêîðåííîå ìîäåëèðî-

âàíèå. Òàê, ïðè ïåðåõîäå îò

r � 300 ê r � 350 âåðîÿòíîñòü

óìåíüøèëàñü íà ïÿòü ïîðÿä-

êîâ, â òî âðåìÿ êàê îòíîñè-

òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âîçðîñ-

ëà âñåãî â ïîëòîðà ðàçà.
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Òðåáîâàíèÿ, r

Îöåíêè ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè
è îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè

� ( ; )P rfast  � ( � ( ; )), %R P rfast 

150 0.19 1.59

200 0.10 2.21

250 2 69 10 2. % � 3.76

300 2 83 10 4. % � 6.42

350 5 39 10 9. % � 9.10

Ò à á ë è ö à 2



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí àíàëèòèêî-ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä îöåíêè ñòàöèîíàðíûõ âå-

ðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé íåìàðêîâñêèõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ïðè ðàç-

ëè÷íûõ ìîäåëÿõ âõîäÿùèõ ïîòîêîâ òðåáîâàíèé. Âíà÷àëå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

ìîäåëèðóåòñÿ íåêîòîðûé ïàðàìåòð ñèñòåìû (ñòàòèñòè÷åñêàÿ ÷àñòü), à çàòåì àíà-

ëèòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà âû÷èñëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ âåðî-

ÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â îïðåäåëåííîì ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé. Äàííûé

ìåòîä íàèáîëåå ýôôåêòèâåí ïðè îöåíêå ìàëûõ âåðîÿòíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ íà-

ñòóïëåíèåì ðåäêèõ ñîáûòèé. Ïðåäëîæåííûé ïîõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ

ðÿäà äðóãèõ ìîäåëåé âõîäÿùèõ ïîòîêîâ, íå ðàññìîòðåííûõ â ñòàòüå.
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².Ì. Êóçíºöîâ, À.À. Øóìñüêà
ÎÖ²ÍÊÀ ÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÈÕ ÉÌÎÂ²ÐÍÎÑÒÅÉ ÑÒÀÍ²Â ÑÈÑÒÅÌÈ ÎÁÑËÓÃÎÂÓÂÀÍÍß
� �/ /G ÏÐÈ Ð²ÇÍÈÕ ÂÈÄÀÕ ÂÕ²ÄÍÎÃÎ ÏÎÒÎÊÓ ÂÈÌÎÃ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ï'ÿòü ìîäåëåé âõ³äíîãî ïîòîêó ³ñòîòíî á³ëüø ñêëàäíî¿
ñòðóêòóðè, í³æ ïóàñîí³âñüêèé, êîëè ñòàö³îíàðí³ éìîâ³ðíîñò³ ñòàí³â ñèñòåìè
� �/ /G çíàõîäÿòüñÿ ó ÿâíîìó âèãëÿä³ (ðîçïîä³ë Ïóàñîíà). Äëÿ íàâåäåíèõ ìî-
äåëåé ïîºäíàííÿ ðîçïîä³ëó Ïóàñîíà (àíàë³òè÷íà ÷àñòèíà) ³ç ñòàòèñòè÷íèì ìî-
äåëþâàííÿì (ñòàòèñòè÷íà ÷èñòèíà) äîçâîëÿº çíàõîäèòè ñòàö³îíàðí³ éìîâ³ðíîñò³
ñòàí³â ïðèñêîðåíèì ìîäåëþâàííÿì. Òî÷í³ñòü îö³íîê ïðî³ëþñòðîâàíî ÷èñëîâè-
ìè ïðèêëàäàìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ, ñòàö³îíàðí³ éìîâ³ðíîñò³ ñòàí³â,
íåñòàö³îíàðíèé ïóàñîí³âñüêèé ïðîöåñ, ðåãåíåðóâàëüíèé ïðîöåñ, íàï³âìàðêî-
âñüêèé ïðîöåñ, ïðîöåñ ñêóï÷åíü, íåçì³ùåíà îö³íêà, â³äíîñíà ïîõèáêà.

I.N. Kuznetsov, A.A. Shumskaya
THE EVALUATION OF STEADY-STATE PROBABILITIES OF QUEUEING SYSTEM
� �/ /G FOR DIFFERENT INPUT FLOW MODELS

Abstract. We consider five input flow models of more complicated structure
than the Poisson one, where steady-state probabilities of the queueing system
� �/ /G can be found explicitly (the Poisson distribution). For these models, the
combination of Poisson distribution (analytical part) with statistical simulation
(statistical part) allows us to evaluate the steady-state probabilities with the fast
simulation method. The accuracy of the estimates is illustrated by numerical
examples.

Keywords: queueing system, steady-state probabilities, nonstationary Poisson
flow, regenerative process, semi-Markov process, cluster process, unbiased
estimate, relative error.

Êóçíåöîâ Èãîðü Íèêîëàâåè÷,
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü Ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà Íàöèîíàëüíîãî
òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Óêðàèíû «Êèåâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Èãîðÿ Ñèêîðñêîãî»,
e-mail: sea_hawk@icloud.com.

Øóìñêàÿ Àëëà Àíòîíîâíà,
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò Ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà Íàöèîíàëüíîãî òåõíè÷åñêîãî
óíèâåðñèòåòà Óêðàèíû «Êèåâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Èãîðÿ Ñèêîðñêîãî»,
e-mail: shumska-aa@ukr.net.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 2 133


