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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ M/E2/3/m :

ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû, à òàêæå ñèñòåì ñ ïîðîãîâîé è ãèñòåðåçèñíîé ñòðàòåãèÿ-
ìè ñëó÷àéíîãî îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê â öåëÿõ óïðàâëåíèÿ âõîäÿùèì ïîòîêîì.
Ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå è ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîñòðîåííûå
àëãîðèòìû ïðîâåðåíû íà ïðèìåðàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé,
ñîçäàííûõ ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ GPSS World.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåõêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ, ïðîñòåéøèé âõîäÿ-
ùèé ïîòîê, ýðëàíãîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, ñëó÷àéíîå
îòáðàñûâàíèå çàÿâîê, ìåòîä ôèêòèâíûõ ôàç, ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ M/G/n/m

è M/G/n/� ñ ÷èñëîì êàíàëîâ n �1 çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó-

÷àåì, êîãäà n �1. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èñ-

ñëåäîâàíèÿ ìíîãîêàíàëüíûõ ñèñòåì óêàçàííûõ òèïîâ (à òåì áîëåå ñëîæíûõ ñèñ-

òåì G/G/n/m è G/G/n/�), êîòîðûå ïîçâîëÿëè áû íàõîäèòü äëÿ íèõ ñòàöèîíàðíûå

ïîêàçàòåëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè â ïðèåìëåìîì äëÿ àíàëèçà âèäå. Îäíî èç íåìíî-

ãèõ èñêëþ÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò ñèñòåìà M/D/n/�, äëÿ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü íå-

êîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëîì çàÿâîê â ñèñòåìå [1].

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îäíîêàíàëüíûõ ñèñòåì ñ ýðëàíãîâñêèìè ðàñïðåäåëåíèÿ-

ìè, â ÷àñòíîñòè ñèñòåìû M/E s/1/� [1], ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ôèêòèâíûõ ôàç, ðàçðà-

áîòàííûé À.Ê. Ýðëàíãîì [2]. Äëÿ ýðëàíãîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà s âðåìå-

íè îáñëóæèâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ çàÿâêà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèò s

ôàç îáñëóæèâàíèÿ, äëèòåëüíîñòè êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíû ïî ïîêàçàòåëüíûì çàêî-

íàì ñ ïàðàìåòðàìè �1, � �2 , ,� s ñîîòâåòñòâåííî.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôèêòèâíûõ ôàç ðå-

êóððåíòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çà-

ÿâîê â òðåõêàíàëüíîé ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ M/E 2/3/m, à òàêæå â ñèñòåìàõ òàêî-

ãî æå òèïà ñ ïîðîãîâûìè è ãèñòåðåçèñíûìè ñòðàòåãèÿìè ñëó÷àéíîãî îòáðàñûâà-

íèÿ çàÿâîê. Ñëó÷àéíîå îòáðàñûâàíèå çàÿâîê ïðèìåíÿåòñÿ â ñèñòåìàõ

îáñëóæèâàíèÿ â öåëÿõ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïåðåãðóçîê, êîãäà êàæäàÿ ïîñòóïàþùàÿ

çàÿâêà ìîæåò áûòü îòáðîøåíà ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ, çàâèñÿùåé îò äëè-

íû î÷åðåäè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè, äàæå åñëè áóôåð åùå ïîëíîñòüþ íå çà-

ïîëíåí [3–8]. Â ðàáîòå [9] ðàçðàáîòàíû ðåêóððåíòíûå àëãîðèòìû äëÿ

äâóõêàíàëüíûõ ñèñòåì M/E 2/2/m è M/E 2/2/�.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ M/E2/3/m

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó M/E 2/3/m, ãäå m — ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî çàÿâîê, êîòîðûå

îäíîâðåìåííî ìîãóò íàõîäèòüñÿ â î÷åðåäè. Âõîäÿùèé ïîòîê çàÿâîê — ïðî-

ñòåéøèé, ò.å. èíòåðâàëû âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè ïðèáûòèÿ ñîñåäíèõ ïî

âðåìåíè çàÿâîê ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïîêàçàòåëü-
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íî ðàñïðåäåëåííûìè ñ ïàðàìåòðîì �. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ êàæäîé çàÿâêè ðàñ-

ïðåäåëåíî ñîãëàñíî îáîáùåííîìó çàêîíó Ýðëàíãà âòîðîãî ïîðÿäêà, ò.å. ïðåä-

ñòàâëÿåò ñóììó äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè �1 è �2 .

Íà îñíîâàíèè ìåòîäà ôàç ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé

ñèñòåìû: s0 � â ñèñòåìå íåò çàÿâîê; sk ij( ) � â ñèñòåìå k çàÿâîê ( )1 3� � �k m , i çà-

ÿâîê ïðåáûâàþò íà ïåðâîé ôàçå îáñëóæèâàíèÿ, j çàÿâîê — íà âòîðîé (0 3� �i ,

0 3� �j , 1 3� � �i j ) . Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿ-

íèÿõ s0 è sk ij( ) îáîçíà÷èì p0 è pk ij( ) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü p p2 30 2 20( ) ( )� ,

p p2 21 2 11( ) ( )� , p p2 12 2 02( ) ( )� . Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ âåðîÿòíîñòåé

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

� � �� �p p0 2 1 01 0( ) ,

� � � � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �2 1 01 1 1 10 2 2 022 0p p p ,

� � � � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �2 3 02 2 02 1 2 11 2 3 03p p p ,

� � � �( ) ( ) ( )� � �3 02 3 03 1 3 12p p ,

� � � � �( ) ( ) ( )� � � �1 1 10 0 2 2 11 0p p p ,

� � � � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �2 01 2 20 1 10 2 3 21p p p ,

� � � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �1 2 2 11 1 01 2 3 12 1 2 202 2 0p p p p ; (1)

� � � � �� �( ) ( ) ( ) ( )� � � �3 01 30 1 30 2 1 21p p pk k k , 3 2� � �k m ;

� � � � � � �� �( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �2 3 21 2 21 1 21 1 30 2 1 12p p p pk k k k 0 , 3 2� � �k m ;

� � � � � � �� �( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �1 2 12 1 12 1 21 2 1 032 2 3p p p pk k k k 0 , 3 2� � �k m ;

� � � � ��( ) ( ) ( ) ( )� � � �3 02 03 1 03 1 12p p pk k k , 4 2� � �k m ; (2)

� � �� �3 01 3 30 2 30� �p pm m( ) ( ) , (3)

� � � � �� � �( ) ( ) ( ) ( )2 3 01 2 3 21 2 21 1 3 30� � � �p p pm m m , (4)

� � � � �� � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �1 2 3 12 2 12 1 3 212 2 0p p pm m m , (5)

� � � �� � �3 02 3 03 2 03 1 3 12� � �p p pm m m( ) ( ) ( ) ; (6)

p p p p p p0 1 10 1 01 2 20 2 11 2 02� � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )

� � � � �
�

�

� ( )( ) ( ) ( ) ( )p p p pk

k

m

k k k30

3

3

21 12 03 1 . (7)
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� � � � 2 1 1� �) )
,

~ ( ) ~
( ) ( )p p1 10 2 1 2 022� � �� � � � , ~ (( ) ~ )( ) ( )p p p3 21 1 1 1 10

1
2� � �

�
� � , (8)

ãäå

A p( , , , ) ( )(( )( )( )� � � � � � � � � �� � � �1 2 2 1 1 1 2
2

21 2 1 2� � � � � � � ) �

� � � � � � � � �� � � �� � � � � � � � �1 1 2
2

2
2

1 12 1 2 2 3 2 2( )( ) ( ) ( ) p,

B ( , , ) (( )( ) ( )(� � � � � � �� � � � � �1 2
2

1 1 2 1 12 1 2 3 9 3 2 3� � � � � � � � )) .

Â ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (8) â îòëè÷èå îò áîëåå ïðîñòûõ ñîîòíîøåíèé,
ïîëó÷åííûõ â [9] äëÿ ñèñòåìû M/E 2/2/m, âõîäèò ïàðàìåòð p p� ~

( )2 20 , ïîäëå-
æàùèé îïðåäåëåíèþ.

Èç óðàâíåíèé (2) ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

~ (~
( ) ( )p f pk k03 03 1 12� � , ~

( )pk�2 12 , ~ )( )pk�1 21 , 4 3� � �k m ;

~ (~ , ~ )( ) ( ) ( )p f p pk k k12 12 03 1 03� � , 4 2� � �k m ;

~ (~ , ~ , ~ )( ) ( ) ( ) ( )p f p p pk k k k30 30 21 1 21 1 12� � � , 3 2� � �k m ;

~ (~
( ) ( )p f pk k21 21 1 30� � , ~ )( )pk�2 30 , 4 3� � �k m , (9)

ãäå

f x y z x y z03 1 1
1

3
2 1 2( , , ) (( ) )� � � � �

�
� � � , f x y x y12 1 13( , ) ( )� � �� � � ,

f x y z x y z30 1 1
1

3
2 2( , , ) (( ) )� � � � �� � � � , f x y x y21 1 1

1
3( , ) (( ) )� � �

�
� � .

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (3) è (6) íàõîäèì

~ ~
( ) ( )p pm m� ��3 30

1
2 30

3

�
, ~ ~ ~

( ) ( ) ( )p p pm m m� � �� �3 12 3 03 1 2 033� � . (10)

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (8)–(10) ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ~
( )p1 01 è ïîñëåäî-

âàòåëüíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ~
( )p1 10 , ~

( )p2 11 , ~
( )p2 02 , ~

( )pk 30 , ~
( )

pk 21
, ~

( )pk 12 è

~
( )pk 03 ( )3 3� � �k m êàê ôóíêöèé îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà p p� ~

( )2 20 . Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ p ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå óðàâíåíèå èç (4) èëè (5), êîòîðûå íå
áûëè çàäåéñòâîâàíû ïðè ïîëó÷åíèè ñîîòíîøåíèé (8)–(10). Íàïðèìåð, ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè â ðàâåíñòâî

� � � � �� � �( )~ ~ ~
( ) ( ) ( )2 3 01 2 3 21 2 21 1 3 30� � � �p p pm m m ,

ñëåäóþùåå èç (4), âûðàæåíèé äëÿ ~
( )pm� 3 21 , ~

( )pm� 2 21 è ~
( )pm� 3 30 êàê ôóíêöèé

îò p, íàéäåííûõ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (8)–(10),
ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ p. Çàòåì, èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè (7),
îïðåäåëÿåì ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ïî ôîðìóëàì

p p p p p p0 1 10 1 01 2 20 2 11 2 021� � � � � �
	




�
�

�~ ~ ~ ~ ~
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

� � � �
�



�
�

�

�
�

� (~ ~ ~ ~ )( ) ( ) ( ) ( )p p p pk

k

m

k k k30

3

3

21 12 03

1

;

136 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 2



p p p1 10 0 1 10( ) ( )
~� , p p p1 01 0 1 01( ) ( )

~� ,

p p p2 20 0 2 20( ) ( )
~� , p p p2 11 0 2 11( ) ( )

~� , p p p2 02 0 2 02( ) ( )
~� ;

p p pk k( ) ( )
~

30 0 30� , p p pk k( ) ( )
~

21 0 21� , p p pk k( ) ( )
~

12 0 12� ,

p p pk k( ) ( )
~

03 0 03� , 3 3� � �k m ;

p p p1 1 10 1 01� �( ) ( ) , p p p p2 2 20 2 11 2 02� � �( ) ( ) ( ) ,

p p p p pk k k k k� � � �( ) ( ) ( ) ( )30 21 12 03 , 3 3� � �k m , (11)

ãäå pk — ñòàöèîíàðíàÿ âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ â ñèñòåìå k çàÿâîê.

Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû M/E 2/3/m, ïðåäñòàâëÿþùèå âåðîÿò-

íîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïèâøåé çàÿâêè (îòíîñèòåëüíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîá-

íîñòü ñèñòåìû) Ps� , ñðåäíþþ äëèíó î÷åðåäè E( )Q è ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ

E( )W , íàõîäèì ïî ôîðìóëàì:

Ps� � � �1 3pm , E( ) ( )Q p k p

k

m

k� � �
�

�

�4

5

3

3 , E
E

P
( )

( )
W

Q
�

� �s

. (12)

ÑÈÑÒÅÌÀ M/E2/3/m Ñ ÏÎÐÎÃÎÂÎÉ ÑÒÐÀÒÅÃÈÅÉ
ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÎÒÁÐÀÑÛÂÀÍÈß ÇÀßÂÎÊ

Äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/E 2/3/m ðàññìîòðèì ñòðàòåãèþ ñëó÷àéíîãî îòáðàñû-

âàíèÿ çàÿâîê, îñóùåñòâëÿåìóþ ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè â ìîìåíò ïðè-

áûòèÿ çàÿâêè ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå ðàâíî n m� �{ , , , }1 2 3� (íå ó÷èòûâàÿ ïðè-

áûâøóþ), òî çàÿâêà ïðèíèìàåòñÿ íà îáñëóæèâàíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ � n (0 1� �� n ,

� m� �3 0) è ïîëó÷àåò îòêàç (îòáðàñûâàåòñÿ) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� � n . Îãðàíè÷èâàÿñü

ðàññìîòðåíèåì óïðîùåííîãî âàðèàíòà ýòîé ñòðàòåãèè, çàôèêñèðóåì ïîðîãîâîå çíà-

÷åíèå h ( )5 1� � �h m è ïðåäïîëîæèì, ÷òî � n �1 ïðè 1 1� � �n h è � �n �
( )0 1� �� äëÿ h n m� � �2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ h n m� � �2 , ãäå n � ÷èñëî

çàÿâîê â ñèñòåìå â ìîìåíò ïðèáûòèÿ çàÿâêè, èíòåíñèâíîñòü ïðîñòåéøåãî ïîòîêà

çàÿâîê, ïðèíèìàåìûõ íà îáñëóæèâàíèå, ðàâíà
~
� ��� .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé çàïèñûâà-

åòñÿ â âèäå

� � �� �p p0 2 1 01 0( ) ,

� � � � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �2 1 01 1 1 10 2 2 022 0p p p ,

� � � � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �2 3 02 2 02 1 2 11 2 3 03p p p ,

� � � �( ) ( ) ( )� � �3 02 3 03 1 3 12p p ,

� � � � �( ) ( ) ( )� � � �1 1 10 0 2 2 11 0p p p ,

� � � � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �2 01 2 20 1 10 2 3 21p p p ,

� � � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �1 2 2 11 1 01 2 3 12 1 2 202 2 0p p p p ; (13)

� � � � �� �( ) ( ) ( ) ( )� � � �3 01 30 1 30 2 1 21p p pk k k , 3 1� � �k h ;

� � � � � � �� �( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �2 3 21 2 21 1 21 1 30 2 1 12p p p pk k k k 0 , 3 1� � �k h ;

� � � � � � �� �( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �1 2 12 1 12 1 21 2 1 032 2 3p p p pk k k k 0 , 3 1� � �k h ;

� � � � ��( ) ( ) ( ) ( )� � � �3 02 03 1 03 1 12p p pk k k , 4 1� � �k h ; (14)
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� � � � �� �(
~

) ( ) ( ) ( )� � � �3 01 30 1 30 2 1 21p p ph h h ,

� � � � � �� �(
~

) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �2 3 21 2 21 1 21 1 30 2 1 12p p p ph h h h � 0,

� � � � � �� �(
~

) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �1 2 12 1 12 1 21 2 1 032 2 3p p p ph h h h � 0,

� � � � ��(
~

) ( ) ( ) ( )� � � �3 02 03 1 03 1 12p p ph h h ; (15)

� � � � �� �(
~

)
~

( ) ( ) ( )� � � �3 01 30 1 30 2 1 21p p pk k k , h k m� � � �1 2 ;

� � � � � �� �(
~

)
~

( ) ( ) ( ) (� � � � � �2 3 21 2 21 1 21 1 30 2 1 12p p p pk k k k ) � 0 , h k m� � � �1 2 ;

� � � � � �� �(
~

)
~

( ) ( ) ( ) (� � � � � �1 2 12 1 12 1 21 2 1 032 2 3p p p pk k k k ) � 0 , h k m� � � �1 2 ;

� � � � ��(
~

)
~

( ) ( ) ( )� � � �3 02 03 1 03 1 12p p pk k k , h k m� � � �1 2 ; (16)

� � �� �3 01 3 30 2 30� �p pm m( ) ( )
~

, (17)

� � � � �� � �( )
~

( ) ( ) ( )2 3 01 2 3 21 2 21 1 3 30� � � �p p pm m m , (18)

� � � � �� � �( )
~

( ) ( ) ( )� � � �1 2 3 12 2 12 1 3 212 2 0p p pm m m , (19)

� � � �� � �3 02 3 03 2 03 1 3 12� � �p p pm m m( ) ( ) ( )
~

; (20)

p p p p p p0 1 10 1 01 2 20 2 11 2 02� � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )

� � � � �
�

�

� ( )( ) ( ) ( ) ( )p p p pk k k k

k

m

30 21 12 03

3

3

1 . (21)

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (13) ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì (8), à èç óðàâíåíèé (14)

ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

~ (~
( ) ( )p f pk k03 03 1 12� � , ~ , ~ )( ) ( )p pk k� �2 12 1 21 , 4 � �k h ;

~ (~ , ~
( ) ( ) ( )p f p pk k k12 12 03 1 03� � , 4 1� � �k h ;

~ (~ , ~
( ) ( ) ( )p f p pk k k30 30 21 1 21� � , ~ )( )pk�1 12 , 3 1� � �k h ;

~ (~
( ) ( )p f pk k21 21 1 30� � , ~ )( )pk�2 30 , 4 � �k h. (22)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (15), íàõîäèì

~ (~ )~ ~
( ) ( ) ( )p p ph h h12 1 03 1 1 033� � � �� � � ,

~ ((~ )~ ~ ~
( ) ( ) ( ) (p p p ph h h h� �� � � � �1 03 1 12 1 1 12 2

1

3
2 1 2

�
� � � 1) ) ,

~ ((~ )~ ~ ~
( ) ( ) ( ) (p p p ph h h h30 1 21 1 1 21 1 12

1

3
2 2� � � � �� �� � � � ) ) ,

~ ((~ )~ ~ )( ) ( ) ( )p p ph h h� �� � �1 21 1 30 1 1 30
1

3
�

� � , (23)

ãäå ~
~

�
�

�
i

i

� , i �1 2, .

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (16), (17) è (20) ïîëó÷àåì
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~ (~
( ) ( )p g pk k03 03 1 12� � , ~

( )pk�2 12 , ~ )( )pk�1 21 , h k m� � � �2 3 ;

~ (~
( ) ( )p g pk k12 12 03� , ~ )( )pk�1 03 , h k m� � � �1 2 ;

~ (~ , ~
( ) ( ) ( )p g p pk k k30 30 21 1 21� � , ~ )( )pk�1 12 , h k m� � � �1 2 ;

~ (~
( ) ( )p g pk k21 21 1 30� � , ~ )( )pk�2 30 , h k m� � � �2 3 ; (24)

~
~

~
( ) ( )p pm m� ��3 30

1
2 30

3

�
, ~ ~ ~ ~

( ) ( ) ( )p p pm m m� � �� �3 12 3 03 1 2 033� � , (25)

ãäå

g x y z x y z03 1 1
1

3
2 1 2( , , ) ((~ ) ~ )� � � � �

�
� � � , g x y x y12 1 13( , ) (~ ) ~� � �� � � ,

g x y z x y z30 1 1
1

3
2 2( , , ) ((~ ) ~ )� � � � �� � � � , g x y x y21 1 1

1
3( , ) ((~ ) ~ )� � �

�
� � .

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (8), (22)–(25) ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ~
( )p1 01 è ïî-

ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àòü âûðàæåíèÿ äëÿ ~
( )p1 10 , ~

( )p2 11 , ~
( )p2 02 , ~

( )pk 30 , ~
( )pk 21 ,

~
( )pk 12 è ~

( )pk 03 ( )3 3� � �k m êàê ôóíêöèé îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà p p� ~
( )2 20 .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ p ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå èç óðàâíåíèé (18) èëè (19), êîòî-

ðûå íå áûëè çàäåéñòâîâàíû ïðè ïîëó÷åíèè ñîîòíîøåíèé (8), (22)–(25). Çàòåì,

èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè (21), îïðåäåëÿåì ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè è

ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè î÷åðåäè E( )Q , E( )W ïî ôîðìóëàì (11) è (12). Âû-

ðàæåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè îáñëóæèâàíèÿ ñ ó÷åòîì ïîòåðè ñëó÷àéíî

îòáðàñûâàåìûõ çàÿâîê ïðèíèìàåò âèä

Ps�
� �

�
� � �

�

3 1 2

1

0 1 2

2

( )

( )

p p p
. (26)

Ôîðìóëà (26) ïðåäñòàâëÿåò îòíîøåíèå ñðåäíåãî ÷èñëà îáñëóæåííûõ çàÿâîê çà

åäèíèöó âðåìåíè ê èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà ïðèáûâàþùèõ çàÿâîê.

ÑÈÑÒÅÌÀ M/E2/3/m Ñ ÃÈÑÒÅÐÅÇÈÑÍÎÉ ÑÒÐÀÒÅÃÈÅÉ
ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÎÒÁÐÀÑÛÂÀÍÈß ÇÀßÂÎÊ

Äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/E 2/3/m ðàññìîòðèì ãèñòåðåçèñíóþ ñòðàòåãèþ

ñëó÷àéíîãî îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê ñ äâóìÿ ïîðîãàìè: h1 è h2 (4 11 2� � � �h h m ,

h h2 1 3� � ) è ñ äâóìÿ ðåæèìàìè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ: îñíîâíûì è ðåæèìîì îò-

áðàñûâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � n �1 ïðè 1 1� �n h äëÿ îñíîâíîãî ðåæèìà,

� �n � ( )0 1� �� ïðè h n m2 2� � � , � m� �3 0 äëÿ ðåæèìà îòáðàñûâàíèÿ. Çäåñü

n � ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå â ìîìåíò ïðèáûòèÿ çàÿâêè (íå ó÷èòûâàÿ ïðèáûâ-

øóþ). Åñëè â ìîìåíò ïðèáûòèÿ çàÿâêè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå h n h1 2� � , òî ðå-

æèì íå èçìåíÿåòñÿ. Ðåæèì îòáðàñûâàíèÿ ôóíêöèîíèðóåò îò ìîìåíòà, êîãäà

÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå (íà îáñëóæèâàíèè è â î÷åðåäè) äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ

h2 , äî ìîìåíòà, êîãäà ÷èñëî çàÿâîê óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ h1.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû â îñíîâíîì ðåæèìå:

s0 � â ñèñòåìå íåò çàÿâîê; sk ij( ) � â ñèñòåìå k çàÿâîê ( )1 12� � �k h , i çàÿâîê ïðå-

áûâàþò íà ïåðâîé ôàçå îáñëóæèâàíèÿ, j çàÿâîê — íà âòîðîé (0 3� �i , 0 3� �j ,

1 3� � �i j ) . Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèÿõ s0 è

sk ij( ) îáîçíà÷èì p0 è pk ij( ) ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ~
( )sk 30 , ~

( )sk 21 , ~
( )sk 12 è

~
( )sk 03 ( )h k m1 1 3� � � � àíàëîãè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ðåæèìå îòáðàñûâà-

íèÿ, à ÷åðåç qk ( )30 , qk ( )21 , qk ( )12 è qk ( )03 ( )h k m1 1 3� � � � — ñòàöèîíàðíûå

âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

� � �� �p p0 2 1 01 0( ) ,

� � � � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �2 1 01 1 1 10 2 2 022 0p p p ,
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� � � � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �2 3 02 2 02 1 2 11 2 3 03p p p ,

� � � �( ) ( ) ( )� � �3 02 3 03 1 3 12p p ,

� � � � �( ) ( ) ( )� � � �1 1 10 0 2 2 11 0p p p ,

� � � � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �2 01 2 20 1 10 2 3 21p p p ,

� � � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �1 2 2 11 1 01 2 3 12 1 2 202 2 0p p p p ; (27)

� � � � �� �( ) ( ) ( ) ( )� � � �3 01 30 1 30 2 1 21p p pk k k , 3 1 1 21 1 2� � � � � � �k h h k h, ;

� � � � � � �� �( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �2 3 21 2 21 1 21 1 30 2 1 12p p p pk k k k 0 ,

3 1 1 21 1 2� � � � � � �k h h k h, ;

� � � � � � �� �( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �1 2 12 1 12 1 21 2 1 032 2 3p p p pk k k k 0 ,

3 11� � �k h , h k h1 21 2� � � � ;

� � � � ��( ) ( ) ( ) ( )� � � �3 02 03 1 03 1 12p p pk k k , 4 12� � �k h ; (28)

� � � � �� � �( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )� � � �3 1 30 1 30 2 1 21 1 211 1 1 1
p p p qh h h h � 0 ,

� � � � � �� �( ) (( ) ( ) ( )� � � � � �2 3 21 2 21 1 21 1 30 2 11 1 1 1
p p p ph h h h ( ) ( ) )12 1 121

0� ��qh ,

� � � � � ��( ) ( ) ( ) ( )� � � � �1 2 12 1 12 1 212 2
1 1 1

p p ph h h

� � �� �3 02 1 03 1 031 1
� ( )( ) ( )p qh h ; (29)

� � � �� �( ) ( ) ( )� � �3 01 1 30 2 302 2
p ph h , (30)

� � � � � �� � �( ) ( ) ( ) ( )� � � � �2 3 01 2 1 21 2 21 1 1 302 2 2
p p ph h h , (31)

� � � � � �� � �( ) ( ) ( ) ( )� � � � �1 2 1 12 2 12 1 1 212 2 0
2 2 2

p p ph h h ; (32)

� � � �� �(
~

) ( ) ( )� � �3 01 1 30 2 2 211 1
q qh h ,

� � � � � �� � �(
~

) ( ) ( ) ( )� � � � �2 3 2 01 2 1 21 1 1 30 2 2 121 1 1
q q qh h h ,

� � � � � �� � �(
~

) ( ) ( ) ( )� � � � �1 2 1 12 1 1 21 2 2 032 2 3 0
1 1 1

q q qh h h ,

� � � �� �(
~

) ( ) ( )� � �3 02 1 03 1 1 121 1
q qh h ; (33)

� � � � � �� �(
~

)
~

( ) ( ) ( ) (� � � � � �2 3 21 2 21 1 21 1 30 2 1 12q q q qk k k k ) � 0 ,

h k h1 22 1� � � � , h k m2 1 2� � � � ;

� � � � � �� �(
~

)
~

( ) ( ) ( ) (� � � � � �1 2 12 1 12 1 21 2 1 032 2 3q q q qk k k k ) � 0 ,

h k h1 22 1� � � � , h k m2 1 2� � � � ;

� � � � ��(
~

)
~

( ) ( ) ( )� � � �3 02 03 1 03 1 12q q qk k k ,

h k h1 22 1� � � � , h k m2 1 2� � � � ; (34)

� � � � �� � �(
~

)
~

( ) ( ) ( ) (� � � � �3 1 30 1 30 1 30 2 1 212 2 2 2
q q p qh h h h ) � 0 ,

� � � � � �� �(
~

)
~

( ) ( ) ( ) (� � � � � �2 31 2 21 1 21 1 21 12 2 2 2
q q p qh h h h 30 2 1 122 0

2) ( )� ��� qh ,

� � � � � �� �(
~

)
~

( ) ( ) ( ) (� � � � � �1 2 12 1 12 1 12 12 2
2 2 2 2

q q p qh h h h 21 2 1 033 0
2) ( )� ��� qh ,

� � � � � �� �(
~

)
~

( ) ( ) ( ) ( )� � � � �3 2 03 1 03 1 03 1 122 2 2 2
q q p qh h h h 0 ; (35)
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� � �� �3 01 3 30 2 30� �q qm m( ) ( )
~

, (36)

� � � � �� � �( )
~

( ) ( ) ( )2 3 01 2 3 21 2 21 1 3 30� � � �q q qm m m , (37)

� � � � �� � �( )
~

( ) ( ) ( )� � � �1 2 3 12 2 12 1 3 212 2 0q q qm m m , (38)

� � � �� � �3 02 3 03 2 03 1 3 12� � �q q qm m m( ) ( ) ( )
~

; (39)

p p p p p p0 1 10 1 01 2 20 2 11 2 02� � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �
�

�

� ( )( ) ( ) ( ) ( )p p p pk

k

h

k k k30

3

1

21 12 03

2

� � � � �
� �

�

� ( )( ) ( ) ( ) ( )q q q qk k k k

k h

m

30 21 12 03

1

3

1

1 . (40)

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ ~
( )

( )
q

q

p
k

k
30

30

0

� , ~
( )

( )
q

q

p
k

k
21

21

0

� , ~
( )

( )
q

q

p
k

k
12

12

0

� ,

~
( )

( )
q

q

p
k

k
03

03

0

� , h k m1 1 3� � � � ; ~
( )p p2 20 � , ~

( )q qh1 1 03� � , ~
( )q rh1 1 21� � , ñ ïî-

ìîùüþ óðàâíåíèé (27) ïîëó÷èì ðàâåíñòâà (8), à èç óðàâíåíèé (28) ïîëó÷àåì ðå-

êóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

~ (~
( ) ( )p f pk k03 03 1 12� � , ~ , ~ )( ) ( )p pk k� �2 12 1 21 , 4 1� �k h , h k h1 22 1� � � � ;

~ (~ , ~ )( ) ( ) ( )p f p pk k k12 12 03 1 03� � , 4 12� � �k h ;

~ (~
( ) ( )p f pk k30 30 21� , ~

( )pk�1 21 , ~ )( )pk�1 12 , 3 11� � �k h , h k h1 21 2� � � � ;

~ (~
( ) ( )p f pk k21 21 1 30� � , ~ )( )pk�2 30 , 4 1� �k h , h k h1 22 1� � � � . (41)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (29), (33), (34) è (30), íàõîäèì

~ (( )~ ~ ~
( ) ( ) ( )p p p ph h h h1 1 11 03 1 12 1 1 12

1

3
2 1 2� �� � � � �

�
� � �

1 21 3( ) )� �q ,

~ (~ )( )q qh1 1 12 1 3� � �� � , ~ ((~ )~ )( ) ( )q q rh h1 12 03 1 1 12
1

3
2 1 2� �� � � �

�
� � ,

~ ((~ ) ~ )( ) ( )q r qh h1 11 30 1 2 12
1

3
2 2� �� � � �� � � , ~

~
~

( ) ( )q qh h1 12 21
1

1 30
3

� ��
��

�
;

~ (~ , ~ , ~ )( ) ( ) ( ) ( )q g q q qk k k k03 03 1 12 2 12 1 21� � � � , h k h1 23� � � , h k m2 2 3� � � � ;

~ (~ , ~ )( ) ( ) ( )q g q qk k k12 12 03 1 03� � , h k h1 22 1� � � � , h k m2 1 2� � � � ;

~ (~ , ~ , ~ )( ) ( ) ( ) ( )q g q q qk k k k30 30 21 1 21 1 12� � � , h k h1 22 1� � � � , h k m2 1 2� � � � ;

~ (~ , ~ )( ) ( ) ( )q g q qk k k21 21 1 30 2 30� � � , h k h1 23� � � , h k m2 2 3� � � � ;

~ (( )~ ~ (~
( ) ( ) ( )p p p ph h h h1 1 1 130 1 21 1 1 21

1

3
2 2� � � � �� �� � � � 1 12 1 121( ) ( )

~ ))� �qh ,

~ (( )~ ~ )( ) ( ) ( )p p p rh h h1 1 11 21 1 30 1 1 30
1

3� �� � � �
�

� � � ,

~ ~
( ) ( )p ph h2 21 30

1

1
2 30

3
� ��

�

�

�
. (42)

Óðàâíåíèÿ (31) è (32) èñïîëüçóåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ q è r êàê ôóíêöèé ïàðà-

ìåòðà p.
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Óðàâíåíèÿ (35) ïîçâîëÿþò íàéòè

~ (~ )~ ~ ~ ~
( ) ( ) ( ) (q q q ph h h h2 2 2 212 1 03 1 1 03 1 1 03� � � �� �� � � � 3) ,

~ ((~ )~ ~ ~
( ) ( ) ( )q q qh h h2 2 21 03 1 12 1 1 12 1

1

3
2 1� �� � � � �

�
� � � � ~ ~ )( ) ( )p qh h2 21 12 212� � ,

~ ((~ )~ ~ ~ ~
( ) ( ) ( )q q q ph h h h2 2 2 230 1 21 1 1 21 1

1

3
2� � � � ��� � � � � ��1 21 1 122

2( ) ( )
~ )�qh ,

~ ((~ )~ ~ ~ ~
( ) ( ) ( )q q q ph h h h2 2 2 21 21 1 30 1 1 30 1

1
3� �� � � �

�
� � � �1 30( ) ) . (43)

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (36) è (39) íàõîäèì

~
~

~
( ) ( )q qm m� ��3 30

1
2 30

3

�
, ~ ~ ~ ~

( ) ( ) ( )q q qm m m� � �� �3 12 3 03 1 2 033� � . (44)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ p ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå óðàâíåíèå èç (37) èëè (38),

êîòîðûå íå áûëè çàäåéñòâîâàíû ïðè ïîëó÷åíèè ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøå-

íèé (8), (41)–(44).

Âû÷èñëèâ ~
( )p1 10 , ~

( )p1 01 , ~
( )p2 20 , ~

( )p2 11 , ~
( )p2 02 , ~

( )pk 30 , ~
( )pk 21 , ~

( )pk 12 , ~
( )pk 03

( )3 12� � �k h è ~
( )qk 30 , ~

( )qk 21 , ~
( )qk 12 , ~

( )qk 03 ( )h k m1 1 3� � � � , èñïîëüçóåì óñëî-

âèå íîðìèðîâêè (40) è îïðåäåëÿåì ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ïî ôîðìóëàì

1
1

0
1 10 1 01 2 20 2 11 2 02

p
p p p p p� � � � � � �~ ~ ~ ~ ~

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

� � � � �
�

�

� (~ ~ ~ ~ ) (~
( ) ( ) ( ) ( ) (p p p p qk

k

h

k k k k30

3

1

21 12 03 30

2

) ( ) ( ) ( )
~ ~ ~ )� � �

� �

�

� q q qk k k

k h

m

21 12 03

1

3

1

,

p p p1 10 0 1 10( ) ( )
~� , p p p1 01 0 1 01( ) ( )

~� ,

p p p2 20 0 2 20( ) ( )
~� , p p p2 11 0 2 11( ) ( )

~� , p p p2 02 0 2 02( ) ( )
~� ;

p p pk k( ) ( )
~

30 0 30� , p p pk k( ) ( )
~

21 0 21� ,

p p pk k( ) ( )
~

12 0 12� , p p pk k( ) ( )
~

03 0 03� , 3 12� � �k h ;

q p qk k( ) ( )
~

30 0 30� , q p qk k( ) ( )
~

21 0 21� , q p qk k( ) ( )
~

12 0 12� ,

q p qk k( ) ( )
~

03 0 03� , h k m1 1 3� � � � ;

p p p1 1 10 1 01� �( ) ( ) , p p p p2 2 20 2 11 2 02� � �( ) ( ) ( ) ;

p p p p pk k k k k� � � �( ) ( ) ( ) ( )30 21 12 03 , 3 1� �k h ;

p p p p p q q qk k k k k k k k� � � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (30 21 12 03 30 21 12) ( )� qk 03 ,

h k h1 21 1� � � � ;

p q q q qk k k k k� � � �( ) ( ) ( ) ( )30 21 12 03 , h k m2 3� � � ,

ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (12) è (26).

ÏÐÈÌÅÐÛ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èçó÷àåìûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ: M/E 2/3/m — ñèñ-

òåìà 1, M/E 2/3/m ñ ïîðîãîâîé ñòðàòåãèåé îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê — ñèñòåìà 2,

M/E 2/3/m ñ ãèñòåðåçèñíîé ñòðàòåãèåé îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê — ñèñòåìà 3.
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Äëÿ âñåõ ñèñòåì ïîëîæèì � �
11

5
, �1 1� , �2 2� , m � 30 . Ïóñòü � � 0 8, äëÿ

ñèñòåì ñ îòáðàñûâàíèåì çàÿâîê, h �10 äëÿ ñèñòåìû 2; h1 5� , h2 10� äëÿ ñèñòåìû 3.

Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå
âû÷èñëåíèé: p � 2 8397891, äëÿ ñèñòåì 1 è 2, q p� �1762 6508223 620 6767253, , ,
r p� � �40650 6682864 143151632498, , , p � 2,8397807 äëÿ ñèñòåìû 3.

Çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé pk è ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê
ñèñòåì 1–3, íàéäåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åí-
íûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1 è 2. Â öåëÿõ ïðîâåðêè íàéäåí-
íûõ çíà÷åíèé â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû òàêæå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ
èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé èçó÷àåìûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, ïîñòðîåííûõ ñ ïðè-
âëå÷åíèåì èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ GPSS World [10, 11] (çíà÷åíèå âðåìåíè
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Ò à á ë è ö à 1 . Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìàõ 1, 2, 3

k

Çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé

Ñèñòåìà 1 Ñèñòåìà 2 Ñèñòåìà 3

Aíàëèòè÷åñêèé

ìåòîä
GPSS World

Aíàëèòè÷åñêèé

ìåòîä
GPSS World

Aíàëèòè÷åñêèé

ìåòîä
GPSS World

0 0,0003718 0,0003690 0,0046475 0,0046937 0,0065451 0,0065176

1 0,0012677 0,0012655 0,0158447 0,0159103 0,0223141 0,0221934

2 0,0022356 0,0022407 0,0279424 0,0279344 0,0393512 0,0392150

3 0,0028596 0,0028710 0,0357421 0,0358872 0,0503346 0,0500952

4 0,0033687 0,0033664 0,0421063 0,0420468 0,0592782 0,0590472

5 0,0038643 0,0038866 0,0483004 0,0483449 0,0678376 0,0678943

6 0,0043925 0,0043778 0,0549023 0,0549268 0,0763351 0,0763595

7 0,0049771 0,0050369 0,0622032 0,0622650 0,0804879 0,0806314

8 0,0056333 0,0057032 0,0702716 0,0702991 0,0802692 0,0802828

9 0,0063736 0,0064304 0,0785496 0,0786224 0,0758206 0,0759420

10 0,0072102 0,0072604 0,0851141 0,0852581 0,0677364 0,0680337

11 0,0081563 0,0082217 0,0728891 0,0727306 0,0576159 0,0576970

12 0,0092263 0,0092235 0,0621187 0,0619221 0,0489700 0,0489956

13 0,0104367 0,0103952 0,0528377 0,0528104 0,0416089 0,0415515

14 0,0118058 0,0117802 0,0449090 0,0449135 0,0353502 0,0352902

15 0,0133545 0,0133544 0,0381584 0,0380369 0,0300314 0,0299448

16 0,0151064 0,0151007 0,0324187 0,0324290 0,0255125 0,0254516

17 0,0170881 0,0170966 0,0275411 0,0275915 0,0216734 0,0216396

18 0,0193298 0,0194358 0,0233968 0,0232761 0,0184119 0,0183894

19 0,0218655 0,0219131 0,0198761 0,0197608 0,0156412 0,0156676

20 0,0247339 0,0247589 0,0168851 0,0168896 0,0132875 0,0133403

21 0,0279786 0,0280233 0,0143442 0,0143295 0,0112879 0,0113239

22 0,0316489 0,0317223 0,0121856 0,0120905 0,0095893 0,0096095

23 0,0358007 0,0356343 0,0103519 0,0103858 0,0081462 0,0081420

24 0,0404972 0,0404747 0,0087941 0,0087654 0,0069204 0,0069195

25 0,0458097 0,0456111 0,0074707 0,0074662 0,0058790 0,0058977

26 0,0518191 0,0516767 0,0063465 0,0063719 0,0049943 0,0050328

27 0,0586169 0,0585509 0,0053914 0,0054271 0,0042427 0,0042455

28 0,0663064 0,0662775 0,0045801 0,0046013 0,0036042 0,0036145

29 0,0750023 0,0750995 0,0038908 0,0039280 0,0030618 0,0030822

30 0,0847907 0,0848442 0,0033043 0,0033484 0,0026003 0,0026252

31 0,0948181 0,0947907 0,0027880 0,0028050 0,0021940 0,0021992

32 0,1005607 0,1005137 0,0022647 0,0023009 0,0017822 0,0013127

33 0,0926928 0,0926930 0,0016330 0,0016307 0,0012850 0,0018156



ìîäåëèðîâàíèÿ t �107). Ïðè ñðàâíåíèè çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàå-

ìûõ ñèñòåì, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ GPSS World äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âðå-

ìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ t , âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå t �107 ñîîòâåòñòâóåò ïðàêòè÷åñêè

äîñòèãíóòîìó ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñïîëüçîâàíû áèáëèîòå÷íûå ãåíåðàòîðû

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ¹ 10 äëÿ ñèñòåì 1 è 3 è ¹ 99 — äëÿ ñèñòåìû 2.

Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 2, âèäèì, ÷òî óïðàâëåíèå

èíòåíñèâíîñòüþ âõîäÿùåãî ïîòîêà ïóòåì ñëó÷àéíîãî îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê ïî-

çâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü ñðåäíþþ äëèíó î÷åðåäè ïðè íåçíà÷èòåëüíîì

ñíèæåíèè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñèñòåìû. Óìåíüøåíèå ñðåäíåé äëèíû î÷åðå-

äè â ñèñòåìàõ 2 è 3 ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé 1 ñîñòàâëÿåò 64,0% è 69,4%

ñîîòâåòñòâåííî ïðè ñíèæåíèè îòíîñèòåëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè íà 2,3% è

3,3%. Èñïîëüçîâàíèå ãèñòåðåçèñíîé ñòðàòåãèè â öåëÿõ óìåíüøåíèÿ äëèíû î÷åðå-

äè áîëåå ýôôåêòèâíî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîðîãîâîé ñòðàòåãèåé. Òàê, óìåíüøåíèå

ñðåäíåé äëèíû î÷åðåäè â ñèñòåìå 3 ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé 2 ñîñòàâëÿåò 14,8%

ïðè ñíèæåíèè îòíîñèòåëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè âñåãî íà 1,0%.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïîñòðîåí
ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ñòðóêòóðû ýòîé ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè íàëè÷èÿ òðåõ
èëè ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ â áîëüøèíñòâå åå óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå íàìè ðå-
êóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ñëóæàò äëÿ ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû,
÷òî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì èëè èòå-
ðàöèîííûì êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì. Ïðÿìûå ìåòîäû ïðåäïîëàãàþò âûïîëíåíèå
ïðåîáðàçîâàíèé ïîäãîòîâèòåëüíîãî õàðàêòåðà íàä ìàòðèöåé ñèñòåìû, è òîëüêî
íà âòîðîì ýòàïå âû÷èñëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿ. Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ è âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ìíîãîêðàòíî äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò
íàéäåíî ðåøåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå, â îòëè÷èå îò âû-

âåäåííûõ â [9] äëÿ ñèñòåìû M/E 2/2/m, ñîäåðæàò âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð

p p� ~
( )2 20 , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íà êîíå÷íîé ñòàäèè âû÷èñëåíèé. Ââåäåíèå

ýòîãî ïàðàìåòðà îáóñëîâëåíî áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ïåðâûõ óðàâíåíèé

ñèñòåìû äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé òðåõêàíàëüíîé ñèñòåìû îáñëóæèâà-

íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóõêàíàëüíîé. Ïðè ïîëó÷åíèè ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøå-

íèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè âû÷èñëåíèè ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñèñòåìû

M/E 2/3/m ñ ãèñòåðåçèñíîé ñòðàòåãèåé ñëó÷àéíîãî îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê, âîçíèê-

ëà íåîáõîäèìîñòü äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçîâàòü äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåò-

ðà (q è r). Â ñëó÷àå äâóõêàíàëüíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàëñÿ îäèí ïàðàìåòð.
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Ò à á ë è ö à 2 . Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì 1, 2, 3

Íîìåð
ñèñòåìû

Ìåòîä
Çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê

E( )Q E( )W Ps�

1
Àíàëèòè÷åñêèé 22,7266015 11,3856408 0,9073072

GPSS World 22,721 11,384 0,9071715

2
Àíàëèòè÷åñêèé 8,1749360 4,1902326 0,8867956

GPSS World 8,173 4,189 0,8869153

3
Àíàëèòè÷åñêèé 6,9619718 3,6055138 0,8776926

GPSS World 6,969 3,610 0,8775801
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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä äîñë³äæåííÿ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ
M/E2/3/m: ñòàíäàðòíî¿ ñèñòåìè òà ñèñòåì ç ïîðîãîâîþ ³ ã³ñòåðåçèñíîþ ñòðà-
òåã³ÿìè âèïàäêîâîãî â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü ç ìåòîþ óïðàâë³ííÿ âõ³äíèì ïî-
òîêîì. Îòðèìàíî ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòàö³îíàðíîãî
ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ òà ñòàö³îíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê. Ïî-
áóäîâàí³ àëãîðèòìè ïåðåâ³ðåíî íà ïðèêëàäàõ ç âèêîðèñòàííÿì ³ì³òàö³éíèõ
ìîäåëåé, ñòâîðåíèõ çà äîïîìîãîþ ³íñòðóìåíòàëüíèõ çàñîá³â GPSS World.
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âõ³äíèé ïîò³ê, åðëàíã³âñüêèé ðîçïîä³ë ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ, âèïàäêîâå
â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü, ìåòîä ô³êòèâíèõ ôàç, ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ.

Yu.V. Zhernovyi, K.Yu. Zhernovyi
DETERMINATION OF STEADY-STATE CHARACTERISTICS OF THREE-CHANNEL
QUEUEING SYSTEMS WITH ERLANGIAN SERVICE TIMES

Abstract. We propose a method to analyze M/E2/3/m queueing systems:
standard system and systems with the threshold and hysteretic strategies of
random dropping of customers in order to control the input flow. We obtain
recurrence relations to compute the stationary distribution of the number of
customers and the steady-state characteristics. The developed algorithms are
tested on the examples using simulation models constructed with the assistance
of the GPSS World tools.

Keywords: three-channel queueing system, Poisson input, Erlangian service times,
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