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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ìàðêîâñêèå ìíîãîêàíàëüíûå ñèñòåìû ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíîé ïîâòîðíîé ïîïûòêîé íà÷àòü îáñëóæèâàíèå. Äëÿ ñèñ-
òåì íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà è ïðåäëîæåíû
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ ïîäñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñ èñïîëü-
çîâàíèåì öåïíûõ äðîáåé è ÿâíûõ âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ ôîðìóë.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîâòîðíûå âûçîâû, ñòàöèîíàð-
íûé ðåæèì.

Ðàçâèòèå òåëåêîììóíèêàöèîííûõ è êîìïüþòåðíûõ ñåòåé òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ

íîâûõ ìîäåëåé â ðàìêàõ òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðûå áîëåå ïîë-

íî ìîäåëèðóþò ðåàëüíûå ïðîöåññû. Èìåííî ïîýòîìó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü

ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðûå ó÷èòûâàþò ôåíîìåí ïîâòîðíûõ

âûçîâîâ è, òàêèì îáðàçîì, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøîãî êîëè-

÷åñòâà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ áåç ïîòåðè òî÷íîñòè â ðàñ÷åòàõ. Äëÿ ñèñòåìû ìàñ-

ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè õàðàêòåðíî òî, ÷òî òðåáîâàíèÿ,

êîòîðûå ïîñòóïèëè â ñèñòåìó ïðè çàíÿòîñòè âñåõ êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ, âîç-

âðàùàþòñÿ â íåå ïîñëå íåêîòîðîãî âðåìåíè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèÿ, êîòî-

ðûå íå ïîëó÷èëè äîñòóïà ê îáñëóæèâàþùèì ïðèáîðàì â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ

â ñèñòåìó, íàõîäÿòñÿ íà îðáèòå [1]. Âñå òðåáîâàíèÿ íà îðáèòå ðàâíîïðàâíû,

íåóïîðÿäî÷åíû è ÷åðåç ñëó÷àéíîå âðåìÿ (öèêë îðáèòû) íåçàâèñèìî îäíî îò

äðóãîãî îáðàùàþòñÿ ê îáñëóæèâàþùèì ïðèáîðàì ñèñòåìû, ÷òîáû ïîëó÷èòü

îáñëóæèâàíèå.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé òàêèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðà-

ôèÿõ [2, 3]. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ñèñòåì ñ ïîâòîðíûìè âûçî-

âàìè õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé (íàïðè-

ìåð, [3]). Ñ åãî ïîìîùüþ óäàëîñü ïîëó÷èòü ðÿä ñîäåðæàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, êî-

òîðûå ñîñòàâèëè îñíîâó òåîðèè òàêèõ ñèñòåì íà ïåðâîì ýòàïå. Â äàëüíåéøåì ïðè

ðåøåíèè çàäà÷ âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïîÿâèëàñü íåîáõîäè-

ìîñòü èçó÷åíèÿ ñèñòåìû ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè, ó êîòîðûõ ëîêàëüíûå õàðàêòå-

ðèñòèêè ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ çàâèñÿò îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè

âõîäíîãî ïîòîêà îò ÷èñëà òðåáîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ íà îðáèòå (â «î÷åðåäè» ïî-

âòîðíûõ âûçîâîâ). Íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî ïîâòîðíûõ ïîïûòîê íà-

÷àòü îáñëóæèâàíèå ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [4]. Â ýòèõ

óñëîâèÿõ ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé íå

èñïîëüçóåòñÿ. Äëÿ èçó÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ â ñòàöèîíàð-

íîì ðåæèìå ðàçâèâàåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíûé ïîäõîä. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñíà-

÷àëà èçó÷àåòñÿ óñå÷åííàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà, à çàòåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

èñïîëüçóþòñÿ â ïðîöåññå àíàëèçà èñõîäíîé ñèñòåìû.

Îñíîâíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîé ñòàòüå, ÿâëÿåòñÿ äâó-

ìåðíîé öåïüþ Ìàðêîâà Q t Q t Q t( ) ( ( ), ( ))� 1 2 , t � 0 , ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå S Q c( ) , , ..., , ,� �{ } { }0 1 0 1 � . Êîìïîíåíòà Q t1 ( ) óêàçûâàåò

íà êîëè÷åñòâî çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â ìîìåíò âðåìåíè t ; Q t2 ( ) ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó

èñòî÷íèêîâ ïîâòîðíûõ âûçîâîâ.
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Äàííàÿ öåïü Ìàðêîâà ìîäåëèðóåò ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ â ñëåäóþùåé ñèñ-

òåìå. Íà âõîä ïîñòóïàþò òðåáîâàíèÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ. Åñëè â ìîìåíò ïîñòóï-

ëåíèÿ åñòü õîòÿ áû îäèí ñâîáîäíûé ïðèáîð, òî òðåáîâàíèå ñðàçó æå ïîñòóïàåò íà

îáñëóæèâàíèå è çàòåì ïîêèäàåò ñèñòåìó. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ – ïîêàçàòåëüíî

ðàñïðåäåëåííàÿ ñ ïàðàìåòðîì � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Åñëè âñå ïðèáîðû çàíÿòû,

òî òðåáîâàíèå ñòàíîâèòñÿ èñòî÷íèêîì ïîâòîðíîãî âûçîâà è ïûòàåòñÿ î÷åðåäíîé

ðàç ïîëó÷èòü îáñëóæèâàíèå ÷åðåç ñëó÷àéíîå âðåìÿ, êîòîðîå èìååò ïîêàçàòåëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì � . Òðåáîâàíèå, êîòîðîå ïðè ïîâòîðíîì îáðàùåíèè

îáíàðóæèâàåò ïðèáîðû çàíÿòûìè, ïîêèäàåò ñèñòåìó è íå ïîëó÷àåò îáñëóæèâà-

íèÿ. Èíòåíñèâíîñòü âõîäíîãî ïîòîêà ðàâíà � j , j � 0 1, , ... , è çàâèñèò îò ÷èñëà j

èñòî÷íèêîâ ïîâòîðíûõ âûçîâîâ.

Ïðîöåññû, ïîäîáíûå öåïè Q t Q t Q t( ) ( ( ), ( ))� 1 2 , ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè èçó-

÷àëèñü â [4]. Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ïî ñòðóêòóðå èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ

ðàññìàòðèâàåìûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ áëèçîê ê ïðîöåññó îáñëóæèâàíèÿ â ìîäå-

ëè Ñ.Í. Ñòåïàíîâà – ñèñòåìû ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè è íàñòîé÷èâûìè òðåáîâà-

íèÿìè (ñì. [5]). Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñèñòåìå

îáîçíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìîþ ìîäåëü áóäåì ïðåäñòàâëÿòü M M c/ / / . Ñèìâîë

 íà ïîñëåäíåé ïîçèöèè îçíà÷àåò îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé íà ÷èñëî èñòî÷íèêîâ

ïîâòîðíûõ âûçîâîâ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü � � �j , , � 0, j � 0 1, , ... , ÷òî

âñåãäà ó÷èòûâàåòñÿ íà ïðàêòèêå. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî òðåáîâàíèÿ áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëè íåâûðîæäåííûå.

Âûÿñíèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà äëÿ Q t( ).

Ëåììà 1. Åñëè ïàðàìåòðû ìîäåëè íå âûðîæäåíû è lim
n

nn
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� �1� �, òî äëÿ

ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ Q t( ), t � 0, ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì è ýðãîäè-

÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ åäèíñòâåííûì ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðå-

æèìà, â êà÷åñòâå òåñò-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ðàññìîòðèì
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� �1� � äëÿ yij âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Òâèäè [3, ñ. 97].

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ Q t( ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, ýðãîäè÷åñêèì è åãî ïðå-

äåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ åäèíñòâåííûì ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëå-

íèåì. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñóòü íàñòîÿùåé ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ôîðìóë è ýôôåêòèâíûõ

àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñèñòåìû M M c/ / /  .

Îáîçíà÷èì � ij
, ( , ) ( )i j S Q� , ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñèñòåìû.

Äëÿ êàæäîãî j � 0 1, , ... ïîñòðîèì ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
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ðàâåíñòâå ïîòîêîâ âåðîÿòíîñòåé ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè S Qj ( ) â ñòàöèîíàðíîì

ðåæèìå [6, ñ. 49], ïîëó÷àåì
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Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ñèñòåìû (3)–(6) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
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Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïðîèçâîëüíîì ÷èñëå èñòî÷íèêîâ ïîâòîðíûõ âûçîâîâ

íàéòè ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíûì. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò îäíîêàíàëüíûå ñèñòåìû, êîòîðûå èññëåäîâà-

íû â ðàáîòå [7]. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàññìîòðèì óñå÷åííóþ ìîäåëü M M c N/ / / , êî-

òîðàÿ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ìåñò äëÿ ïîâòîðíûõ âûçîâîâ N . Ïðè óñëîâèè, ÷òî

âñå ïðèáîðû çàíÿòû è ñôîðìèðîâàíî N èñòî÷íèêîâ ïîâòîðíûõ âûçîâîâ, íîâûå

òðåáîâàíèÿ ïðè ïîñòóïëåíèè ïîëíîñòüþ òåðÿþòñÿ ñèñòåìîé.

Ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ äëÿ óñå÷åííîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ äâóìåðíîé
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öåïüþ Ìàðêîâà Q t Q t Q tN N N( ) ( ( ), ( ))�
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òèêè a i j i j( , )( , )� � , ( , ), ( , ) ( )i j i j S Q N� � � , öåïè Q tN ( ) ñîâïàäàþò ñ (1) äëÿ

i c j N� � �0 1 1 0 1, , ..., , , , ..., è ñîâïàäàþò ñ (2) äëÿ i c j N� � �, , , ...,0 1 1 . Â ñëó÷àå

i c j N� �, èìååì

a

c i j c N

N i j
c N i j
N
( , )( , )

( , ) ( , ),

( , ) (
� �

�

� � � �
� � �

�
�

ïðè

ïðè

1

c N

c N i j c N

, ),

( ) ( , ) ( , ),

�
� � � � �

1

0

� � ïðè

â îñòàëüíûõ ñëó àÿõ� .

	



�

�
�

Ïîñêîëüêó ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ïðîöåññà êîíå÷íî, òî äëÿ íåãî âñåãäà ñó-

ùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì è ÷åðåç � ij
N , ( , ) ( )i j S Q N� , áóäåì îáîçíà÷àòü

ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ � ij
N , i c� 0 1, , ..., , j N� �0 1 1, , ..., , ñïðàâåäëèâû óðàâíå-

íèÿ (3)–(6):

� � � � � � � �j cj
N

j
N

j
N

cj
Nj j j� � � � � � �

� � �
( ) ( ) ( )1 1 1

0 1 1 1 1
� , j N� �0 1 1, , ..., ; (7)

( )� � � � �j j
N

j
Nj� �

0 1
, j N� �0 1 1, , ..., ; (8)

( ) ( ) ( )� � � � � � � � ��j ij
N

j i j
N

i j
N

i j
i j i j� � � � � � �

� � � �1 1 1 1
1 1 N ,

i c� �1 2 1, , ..., , j N� �0 1 1, , ..., ;

(9)

( ) ( )� � � � � � � � ��j cj
N

j c j
N

j cj
N

c j
Nc j j� � � � � � �

� � � � �1 1 1 1 1
1 ( )j

cj
N�
�

1
1

�� ,

j N� �0 1 1, , ..., ,
(10)

à äëÿ �
iN
N , i c� 0 1, , ..., , èìååì

( )� � � � �N N
N

N
NN� �

0 1
; (11)

( ) ( )� � � � � � � �N iN
N

N i N
N

i N
Ni N i� � � � �

� �1 1
1 , i c� �1 2 1, , ..., ; (12)

( )c N
cN
N

N c N
N

N cN
N� � � � � � �� � �

� � �1 1 1
. (13)

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ìàòðèöû, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ïàðà-

ìåòðîâ ñèñòåìû D d
ik i k

c�
�

|| ||
, 0

, ãäå d
00

1� , d
k0

0� , d f
ik i k

N�
�1

, i c�1 2, , ..., ,

k c� 0 1, , ..., . Íàéäåì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå � ij
N , ( , ) ( )i j S Q N� , â

âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå.

Îòíîñèòåëüíî ìàòðèö F j j( ), , ,� 0 1 � , è D äîêàæåì ñëåäóþùèé âñïîìîãà-

òåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2. Åñëè ïàðàìåòðû ìîäåëè íå âûðîæäåíû, òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

F j j� �1 0 1( ), , ,� , è D �1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì F j j( ), , ,� 0 1 � , â ñëåäóþùåì âèäå:

F j F j I F j( ) ( )(
~

( ))� �0 , j � 0 1, ,� , (14)
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ãäå F j f
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, j � 0 1, ,� , — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè

f i jii
j
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0 � � �� � �, i c� �0 1, ..., , f ccc

j
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0 � �� � ;
~

( ) ||
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F j f
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j
i k
c�

�0
, j � 0 1, ,� , —

ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè
~
f

i jii
j j
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�
� �1
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� � �
, i c� �1 1, ..., ,
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j
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j j

j
�

�
�

�1

� �

� �
,

~ ( )
f

i

i jii
j

j
�

�
�

� �1

1 �

� � �
, i c� �0 1, ..., ,

~
f

j

cck
j

j

�
�

�

� �
, k c� �0 2, ..., , îñòàëüíûå ýëå-

ìåíòû ðàâíû íóëþ.

Èñïîëüçîâàâ ñëåäñòâèå 5.6.16 èç [8], ïðåäñòàâèì îáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ (14)

â âèäå

( ( )) ( ( )(
~

( ))) (
~

( )) ( ( ))F j F j I F j I F j F j� � � �� � � � �1 0 1 1 0 1

(15)

� �

�



� (
~

( )) ( ( ))F j F jk

k

0 1

0

, j � 0 1, ,�

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

| ( )| ( ) ( )F j f c i jii
j

i

c

j j

i

c
0 0

0 0

1

0� � � � � �
� �

�

� �� � � � � ,

èìååì F j0 ( ) , j � 0 1, ,� , — íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû. Òàêèì îáðàçîì, èç (14)

è (15) ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíûå ìàòðèöû F j j� �1 0 1( ), , ,� , ñóùåñòâóþò.

Äëÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû D îïðåäåëèòåëü | |D f
ii
N

i

c

� �
�

�

�

� 1
0

1

� � �( ) !1 0c cc � , ÷òî äîêàçûâàåò åå îáðàòèìîñòü. Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ âåêòîðà ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé � � � �j
N

j
N

j
N

cj
N( ) ( ) ( ) ( )( , , ..., )�

0 1
T

ñïðàâåäëèâ òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Åñëè ïàðàìåòðû ìîäåëè íå âûðîæäåíû, òî ñòàöèîíàðíûå âåðîÿò-

íîñòè � ij
N Ni j S Q( ) , ( , ) ( )� , ïðåäñòàâèìû â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå

� �j
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j
N N( ) ( )� �

00
, j N� 0, ,� ,
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�
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11( ) ( )N
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�
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�
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0
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�
�
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�
��

1
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0

0
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1
1

0
!

( )
� T

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïîëíèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (11), (12) ðàâåíñòâîì

� �
0 0N
N

N
N� è çàïèøåì åå â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå:

D e
N
N

N
N� �� 0 0

.
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Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü �
N
N ÷åðåç �

0 N
N :

� �
N
N

N
ND e� �1

0 0
. (16)

Åñëè â óðàâíåíèè (7) çàìåíèòü j íà j�1 , òî (10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

( )� � �� �c cj
N

(17)

� � � � � � � � �
� � �

( ) ( ) ( )� � � �� �� ��j c j
N

j
N

j
N

j
Nj j j j

1 1 1 2 1 0
1 1 � j

c j
N��
�2

,

j N� �0 1 1, , ..., .

Çàïèøåì òåïåðü ñèñòåìû (8), (9) è (17) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå:

F j j Bj
N

j
N( ) ( )� � �� �
�

1
1

, j N� �0 1 1, , ..., . (18)

Ó÷èòûâàÿ (16), íàõîäèì ðåøåíèå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (18)

�
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N
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j
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!
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Äëÿ j � 0 èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû èìååì
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N N
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N
NN W k D e�
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�
��! ( ) . (19)

Èñïîëüçóÿ (19), ìîæíî çàïèñàòü âåðîÿòíîñòü �
0 N
N ÷åðåç �

00
N :
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Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè íàõîäèì
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1( )N
j
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�
�

�

�
�

 

!

"
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�

�

� � .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì äîêàçàííîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè-

÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ìîäåëè M M c/ / / .
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Òåîðåìà 2. Åñëè ïàðàìåòðû ìîäåëè íå âûðîæäåíû è lim
n

nn
�

� �1� �, òî ñòà-

öèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè � ij i j S Q, ( , ) ( )� , ñèñòåìû òèïà M M c/ / /  îïðåäåëÿ-

þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîöåññû îáñëóæèâàíèÿ Q t( ) è Q tN ( ) ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññà-

ìè ìèãðàöèè. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3, ðàçä. 2, òåîðåìû 2.3

è 2.4] ïðè N �  ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè � ij
N óñå÷åííîé ìîäåëè

M M c N/ / / ïðèáëèæàþò ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè � ij ìîäåëè M M c/ / /  è

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim lim
N

j
N

N

j

N
j
N

� �
� �

�

�

�

�
00 00

� , (22)

êîòîðûé îáîçíà÷èì � j
, j � 0 1, ,� Èç (22) èìååì � �j j� �

00
, j � 0 1, ,�

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôîðìóëû (20)–(22) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ

ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñèñòåìû òèïà M M c/ / /  . Êðîìå òîãî, ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæíîñòü íàéòè ÿâíûå çàìêíóòûå âûðàæåíèÿ äëÿ

ýòèõ âåðîÿòíîñòåé â ñëó÷àå c �1 è c � 2 .

Êðîìå âåêòîðíî-ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé,

èçëîæåííîãî â òåîðåìå 1, ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ

îäíîêàíàëüíûõ ñèñòåì áåç óðåçàíèÿ èçíà÷àëüíîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 3 [7]. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2, òî äëÿ ïðîöåññà îáñëó-

æèâàíèÿ Q t( ) , t � 0 , ñèñòåìû òèïà M M/ / /1  ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì

è ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Â ñëó÷àå äâóêàíàëüíîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ïðåäñòàâèì ñòàöè-

îíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì öåïíûõ äðîáåé. Ââåäåì ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ.
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— Äëÿ áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè
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— Äëÿ êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè
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j N� èìååì
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1 .

Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2, òî ñòàöèîíàðíûå âåðîÿò-

íîñòè � ij i j S Q, ( , ) ( )� , ñèñòåìû òèïà M M/ / /2  èìåþò âèä
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå íàéäåì ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè � ij
N , i � 0 1 2, , ,

j N� 0 1, , ..., , óñå÷åííîé ìîäåëè M M N/ / /2 . Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (8), (11),
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ïðåäñòàâèì �
1 j
N ÷åðåç �

0 j
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�

1 0j
N j

j
Nj
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�

, j N� 0 1, , ..., . (29)

Óðàâíåíèå (29) äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåïèñàòü (9) â âèäå
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à óðàâíåíèå (12) äëÿ i �1 — â âèäå
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Ðåçóëüòàò (32) çàïèøåì â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

� � � �N N
N

N N
N
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (34) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøå-
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Ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (35) ðàçäåëèì íà �
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N , à â óðàâíåíèè (33)
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Íà îñíîâàíèè àðãóìåíòîâ, ïðèâåäåííûõ â òåîðåìå 2, â ôîðìóëàõ (40)–(44)

ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè N �  è ïîëó÷àåì (25)–(28). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäîâàíû ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíîé

ïîâòîðíîé ïîïûòêîé íà÷àòü îáñëóæèâàíèå. Ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû è

ÿâíûå çàìêíóòûå ôîðìóëû äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ÷åðåç ïàðàìåòðû

ñèñòåì, ÷òî ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì èññëåäîâàòü èõ õàðàêòåðèñòèêè è ðåøàòü

îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è.
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Î.Â. Ïðèùåïà, ª.Î. Ëåáºäºâ
ÏÐÎ ÎÄÍÓ ÁÀÃÀÒÎÊÀÍÀËÜÍÓ ÑÈÑÒÅÌÓ ÌÀÑÎÂÎÃÎ ÎÁÑËÓÃÎÂÓÂÀÍÍß
Ç ÏÎÂÒÎÐÍÈÌÈ ÂÈÊËÈÊÀÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ìàðêîâñüê³ áàãàòîêàíàëüí³ ñèñòåìè ìàñîâîãî îáñëóãî-
âóâàííÿ ç îäí³ºþ ïîâòîðíîþ ñïðîáîþ ïî÷àòè îáñëóãîâóâàííÿ. Äëÿ ñèñòåì
çíàéäåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ñòàö³îíàðíîãî ðåæèìó ³ çàïðîïîíîâàíî åôåêòèâí³
àëãîðèòìè äëÿ ï³äðàõóíêó ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé ç âèêîðèñòàííÿì ëàí-
öþãîâèõ äðîá³â òà ÿâíèõ âåêòîðíî-ìàòðè÷íèõ ôîðìóë.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñòîõàñòè÷íà ñèñòåìà, ïîâòîðí³ âèêëèêè, ñòàö³îíàðíèé ðåæèì.

O.V. Pryshchepa, E.O. Lebedev
ON A MULTI-CHANNEL QUEUEING SYSTEM WITH RETRIAL CALLS

Abstract. The paper deals with Markov multi-channel queueing systems with
a single retrial attempt to begin a service process. The authors establish the
conditions of the existence of stationary mode and propose efficient algorithms
for calculation of the stationary probabilities with the use of the continued
fractions and explicit vector-matrix formulas.

Keywords: stochastic system, retrial calls, stationary mode.
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