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Àííîòàöèÿ. Ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî èñ-
ñëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü, óñòîé÷èâîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
óñòîé÷èâîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì â öåëîì ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñ-
êèõ ñèñòåì ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû ñ ìàðêîâñêèìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè è âîçìó-
ùåíèÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, àñèìïòîòè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü, óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñ-
òè, óñòîé÷èâîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îäíè èç ïåðâûõ èññëåäîâàíèé óñòîé÷èâîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì â ðàçëè÷-

íûõ ïîñòàíîâêàõ ïðîâîäèëèñü â ðàáîòàõ [1–4]. Îäíàêî îñîáåííî çíà÷èìû ðà-

áîòû [5, 6], â êîòîðûõ ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïðåäóñìàòðèâàþùèé èñïîëüçîâàíèå

äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ êëàñ-

ñè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ÷òî ïðèâåëî ê ïîëó÷åíèþ ðÿäà õàðàêòåðíûõ

ñâîéñòâ âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì. Ýòî ïîçâîëèëî ïðèìåíÿòü ìåòîä ôóíêöèé Ëÿ-

ïóíîâà, ðàíåå èñïîëüçîâàâøèéñÿ òîëüêî äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ óðàâíåíèé.

Â [6] ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàðêîâñêèìè ïàðà-

ìåòðàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì ñ ðàçðûâíûìè

ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè. Â [7] èçó÷åíà óñòîé÷èâîñòü äåòåðìèíèðîâàííûõ ðàç-

íîñòíûõ è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì ìàðêîâñêèõ ïàðàìåòðîâ è èìïóëüñíûõ

ìàðêîâñêèõ ïåðåêëþ÷åíèé.

Ðåçóëüòàòû ðàáîò [6, 7] îáîáùåíû â [8, 9]. Â íèõ ðàññìîòðåíî ñòîõàñòè÷åñ-

êîå äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå ñ ìàðêîâñêèìè ïàðàìåòðàìè, îáóñëîâëèâàþùèìè

âíóòðåííåå èçìåíåíèå ñòðóêòóðû ñèñòåìû ïî È.ß. Êàöó [6], ñ ó÷åòîì èìïóëüñíûõ

âîçìóùåíèé òèïà öåïè Ìàðêîâà ïî Å.Ô. Öàðüêîâó [7]. Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå

ñèñòåì òàêîãî òèïà ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü îïðåäåëåííûå ðåçóëüòàòû â äðóãèõ ïî-

ñòàíîâêàõ çàäà÷. Íàïðèìåð, â [10, 11] èññëåäîâàíà ïðîáëåìà ñòàáèëèçàöèè äëÿ

ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû ñ èìïóëüñíûìè

ìàðêîâñêèìè âîçìóùåíèÿìè, à â [12–16] — óñòîé÷èâîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñ-

òåì ñ ìàðêîâñêèìè ïàðàìåòðàìè è ïåðåêëþ÷åíèÿìè â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷åíà óñòîé÷èâîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû ñ êîíå÷íûì ïîñëåäåéñòâèåì è ìàðêîâñêèìè ïåðå-

êëþ÷åíèÿìè, ïðåáûâàþùèõ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ âîçìóùåíèé, èñòî÷íè-

êîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå ( , , , , )� F F FF P� � � �{ }t t t0 0 ðàññìîòðèì ñòîõàñ-

òè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

dx t t a t t x dt b t t x dw tt t( ) ( ) ( , ( ), ) ( , ( ), ) ( )� � �� � � , t t S	 �
[ , ) \0 , (1)
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ñ ìàðêîâñêèìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè

�x t g t t xt t k k k tk k
( )| ( , ( ), , )� �  � � , t S t nk n	 � 	{ }, N , lim

n
nt

�

� �
, (2)

è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x t t t y ht
m

0 0 0 0 0� 	 �  � 	 � 	� � � � �( ) ([ , ], ), ( ) ,D D R Y H . (3)

Çäåñü �( ),t t t� 0 , — ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â èçìåðèìîì ïðî-

ñòðàíñòâå Y ; � k , k � 0, — öåïü Ìàðêîâà ñî çíà÷åíèÿìè â èçìåðèìîì ïðîñòðà-

íñòâå H ; x x tt � �( )� , � �	 [ , ]t t0 0 , � � 0; w t t t( ), � 0 , — ñòàíäàðòíûé îäíî-

ìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ [17–19]; �( ),t t t� 0 , — îãðàíè÷åííûé ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ 1 ïðè êàæäîì çàäàííîì t t� 0 ñëó÷àéíûé ïðîöåññ; �( )t , �( ), ( )t w t ,

t t� 0 , è � k , k � 0, — Ft -èçìåðèìûå è íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè; D �

� D R([ , ], )t t m
0 0� — ïðîñòðàíñòâî Ñêîðîõîäà íåïðåðûâíûõ ñïðàâà ôóíêöèé,

èìåþùèõ ëåâîñòîðîííèå ïðåäåëû [4, 20] ñ íîðìîé

| | | | | ( )|� � �
� �

�
 � �

sup
t t0 0

. (4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåðèìûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ îòîáðàæåíèÿ

a t m:[ , )0 �
 � � �Y D R , b t m:[ , )0 �
 � � �Y D R è g t m:[ , )0 �
 � � � �Y H D R

óäîâëåòâîðÿþò ïî ïîñëåäíåìó àðãóìåíòó óñëîâèþ Ëèïøèöà ðàâíîìåðíî ïî âñåì

äðóãèì àðãóìåíòàì

| ( , , ) ( , , )| | ( , , ) ( , , )|a t y a t y b t y b t y� � � �1 2
2

1 2
2 �  �

�  �  �| ( , , , ) ( , , , )| | | | | ,g t y h g t y h L L� � � �1 2
2

1 2
2 0 (5)

� �t t0 , y	Y , h	H , � �1 2, 	D,

è óñëîâèþ

| ( , , )| | ( , , )| | ( , , , )| , ,a t y b t y g t y h c t t y h0 0 0 0� � � � 
 � � 	 	Y H , (6)

êðîìå òîãî, � � �
T

sup
y

T

b t y dt
	 	

� � �

Y D,

| ( , , )|
�

� 2

0

. (7)

Ïîíÿòíî, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèé (5)–(7) ñ íîðìîé (4) ãàðàíòèðóåò

ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)–(3) [14, 20].

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ïàðàìåòðà � â óðàâíåíèè (1) áóäåì ó÷èòû-

âàòü îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ [6, 7].

I. Ïóñòü ïàðàìåòð �( ),t t t� 0 , — öåïü Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿ-

íèé Y : , , ,� { }y y yN1 2 � è ãåíåðàòîðîì Q.

Â ìîìåíò s èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ïàðàìåòðà � ñèñòåìû ( y yi j� ) ïðîèñõî-

äèò ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå ôàçîâîãî âåêòîðà xs, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíà ïåðå-

õîäíàÿ âåðîÿòíîñòü Pij s A( , , )� :

P P Dij s s i js A x A x s y s y A( , , ): / , ( ) , ( ) ,� � � �� 	 �  � � 	{ }0 .

II. Â ìîìåíò èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû y yi j� ôàçîâûé âåêòîð èçìåíÿåòñÿ ïî

äåòåðìèíèðîâàííîìó çàêîíó x s x sij( ) ( ( ))� � 0 , i j� .
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III. ×èñòî ðàçðûâíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ �( )t , t t� 0 , äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

âåðîÿòíîñòåé

P{ }� 	 	 	 � 
 	 
 	 	( ) [ , ]| ( ) ( , , ) ( )t t t p t t o t� 	 � � � � �� � � � � ,

P{� 
( )s � , t s t t t p t t o t� � � � �  �� � �| ( ) ( , ) ( )� 
 
} 1 ,

à â ìîìåíòû ñêà÷êà � ôàçîâûé âåêòîð èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî.

Ìîæíî äîêàçàòü [21], ÷òî ïàðà { }x tt , ( )� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôåëëåðîâñêèé

ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, è ðàññìîòðåòü îïåðàòîð Ëÿïóíîâà íà èçìåðèìûõ ôóíêöèÿõ

v t y h t( , , , , ) : [ , )� � 0
1 1�
 � � � � �Y H D R R , çàäàííûé ðàâåíñòâîì [18]

Lv t y h
t

v t t t t
t o y h

t( , , , , ): lim [ ( , ( )
, ,

( )� � �
�

� � �
�� �

� �
1

E { , ( ), , ( ))� �t t x t tt t� � �� �� }

v t y h( , , , , )]� � , (8)

ãäå E E
y h
t

tv v t y t h x t
, ,

( ) : / ( ) , ( ) , , ( )
�

� � � � �� � � � �{ }, � �( ):t k� , t t tk k� � �1,

k � 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèîíàëîì Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî äëÿ ñèñòåìû ñëó÷àé-

íîé ñòðóêòóðû (1)–(3) íàçîâåì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ v t y h( , , , , )� � , äëÿ êî-

òîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

— ïðè âñåõ k y h� 	 	 	0, , ,Y H D� îïðåäåëåí îïåðàòîð Ëÿïóíîâà (8);

— ïðè r � 
 v r v t y h
y h

r

( ) ( , , , , )
, ,

|| ||

� � 

	 	

�

inf
Y H

�

� � ; (9)

— ïðè r � 0 v r v t y h
y h

r

( ) sup ( , , , , )
, ,

|| ||

� �
	 	

�
Y H

�

� � 0 .

Çäåñü v r( ) è v r( ) íåïðåðûâíû è ìîíîòîííû.

Çàìå÷àíèå 1. Íå íàðóøèâ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ

x � 0 ñèñòåìû (1)–(3), ò.å. âûïîëíåíèå (6) ïðè c � 0.

Ïîñêîëüêó ñèëüíîå ðåøåíèå x t( ), t t� 0 , óðàâíåíèÿ (1) îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3), òî äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü åãî

x t y h x t t y ht ( , , , , ): ( , , , , , )0 0� � � � �� � ,  � �� � 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìó ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (1)–(3) íàçîâåì:

— óñòîé÷èâîé ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì, åñëè � � �� �1 20 0, ìîæíî óêàçàòü

òàêîå �� 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâà | | | |� �� ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

P sup
t t

tx t y h
�

�
�
�
�

�
�
�
�

0

0 1 2| | ( , , , , )| |� � � � � 	y Y , h	H , � 	D;

— àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâîé â öåëîì, åñëè îíà óñòîé÷èâà

ïî âåðîÿòíîñòè è äëÿ ëþáîãî �� 0 ñóùåñòâóåò òàêîå �1 0� , ÷òî èç íåðàâåíñòâà

| | | |� �� 1 ñëåäóåò

lim | | ( , , , , )| |
T t T

tx t y h
�
 �

�
�
�
�

�
�
�

�P sup 0 0� � � � 	y Y , h	H , � 	D è T t� �0 0;

— p-óñòîé÷èâîé (ïðè íåêîòîðîì p� 0) â öåëîì, åñëè � �� 0 ìîæíî óêàçàòü

òàêîå �2 0� , ÷òî èç íåðàâåíñòâà | | | |� �� 2 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

E{ }| | ( , , , , )| |x t y ht
p

0 � � �� � 	y Y , h	H , � 	D è t t� �0 0;
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— àñèìïòîòè÷åñêè p-óñòîé÷èâîé (ïðè íåêîòîðîì p� 0) â öåëîì, åñëè îíà

p-óñòîé÷èâà è ñóùåñòâóåò òàêîå �3 0� , ÷òî èç íåðàâåíñòâà | | | |� �� 3 ñëåäóåò

lim | | ( , , , , )| |
, ,t y h

t
px t y h

�
 	 	 	
�sup { }

Y H D

E

�

� �0 0

ïðè âñåõ t t� �0 0 (çàìåòèì, ÷òî ïðè p � 2 áóäåì èìåòü óñòîé÷èâîñòü â ñðåä-

íåì êâàäðàòè÷åñêîì (l.i.m));

— ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì â öåëîì, åñëè ñó-

ùåñòâóåò òàêîå �4 0� , ÷òî èç íåðàâåíñòâà | | | |� �� 4 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

E{ }| | ( , , , , )| | | | | |
( )

x t y h Met
t t

0
2 20� � ��  

ïðè íåêîòîðûõ M � 0,  � 0 è äëÿ âñåõ y	Y , h	H , � 	D, t t� �0 0.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïîíàäîáèòñÿ îöåíêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(3) íà

èíòåðâàëàõ [ , )t tk k�1 [12].

Ëåììà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5)–(7) ïðè âñåõ k � 0 äëÿ ñèëüíîãî ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1)–(3) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

E Esup { }
t t t

t k

k k

x L x t
� � �

�
�
�

�
�
�

� � �
1

2 215 1 4| | | | ( )[ ( ) 2 2
1c t tk k( )]�  �

� � �exp{ }5 1 42
1

2L L t tk k( )( ) . (10)

Çàìå÷àíèå 2. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî c � 0 (ñì. çàìå÷àíèå 1),

à òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

k
k t t t t

t t

k
0

0 0 1

10
�

	 � �

	

�
�
�

sup{ } äëÿ

0 ïðè

N : ,

[ , ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü

1) 0 0 01�  � � ��| | , ,t t kk k � � ;

2) âûïîëíåíî óñëîâèå Ëèïøèöà (5);

3) ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî

v t y hk ( , , , , )� � è a t y h kk ( , , , , ),� � � 0, òàêèå, ÷òî â ñèëó ñèñòåìû èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

Lv t y h a t y hk k( , , , , ) ( , , , , )� � � ��  . (11)

Òîãäà ñèëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (1), (3) ñ ìàðêîâñêè-

ìè âîçìóùåíèÿìè òèïà öåïè Ìàðêîâà (2) àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè

óñòîé÷èâî â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Ftk
ìèíèìàëüíóþ �-àëãåáðó, îòíîñèòåëüíî êî-

òîðîé èçìåðèìû �( )t ïðè âñåõ t t tk	[ , ]0 è � n ïðè n k� . Òîãäà óñëîâíîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå [18]

E{ }v t t x tk k k k t k tk k� � � � ��
�1 1 1 1 11

( , ( ), , , ( )) /� � � F

�
�

�
�

� � � �lim [ ( , ( ), ( ), ,
t t

k k k k t
k k

kt
v t t t x

1
1

1
1 1 1 1

�
E{ � � �( ))tk� 1 }

v t t t x tk k k k t kk
( , ( ), ( ), , ( ))]� � � . (12)
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Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà Ëÿïóíîâà Lv t y hk ( , , , , )� � èç ðàâåíñòâà (12) ïîëó-

÷àåì, ó÷èòûâàÿ (11), íåðàâåíñòâî

E{ }v t t x tk k k k t k tk k� � � � ��
�1 1 1 1 11

( , ( ), , , ( )) /� � � F

� �v t t x t v t t x tk k k k t k k k k k tk k
( , ( ), , , ( )) ( , ( ), , , (� � � � � �L k tv x

k
)) (| | | | )� . (13)

Èç ëåììû 1 è ñâîéñòâ ôóíêöèè v ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå óñëîâíîãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (13).

Òåïåðü íà îñíîâàíèè (12) çàïèøåì îïåðàòîð Ëÿïóíîâà Lv t tk k k( , ( ),�

� �k t kx t
k

, , ( )) âäîëü ðåøåíèé (1)–(3)

Lv t t x t v t tk k k k t k k k k kk
( , ( ), , , ( )) ( , ( ),� � � � �� � � � �E{ 1 1 1 1 11

, , ( )) /x tt k tk k� � � F }

 � v t t x t a t t x tk k k k t k k k k k tk k
( , ( ), , , ( )) ( , ( ), , , (� � � � � � k )) � 0. (14)

Òîãäà ïðè k � 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E{ }v t t x t v tk k k k t k t k kk k� � � � ��
�1 1 1 1 11

( , ( ), , , ( )) / (� � � F , ( ), , , ( )))� � �t x tk k t kk
,

à çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí v t t x tk k k k t kk
( , ( ), , , ( ))� � �

ïðè k 	 N îáðàçóåò ñóïåðìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî Ftk
.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà (14),

ñóììèðóÿ ïî k îò n k� 0 äî N ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, èìååì

E E{ } {v t t x t v tN N N N t N n nN� � � � ��
1 1 1 1 11

( , ( ), , , ( )) ( ,� � � �( ), , , ( ))t x tn n t nn
� � } �

� �
�
�E{ }Lv t t x tk k k k t k

k n

N

k
( , ( ), , , ( ))� � �

�  �
�
�E{ }a t t x tk k k k t k

k n

N

k
( , ( ), , , ( ))� � � 0. (15)

Çàòåì ïîëó÷àåì

P P

N

{sup } {sup sup
t t

t
n t

x t y h

k n� 	
� �

� 0 0 1

0 1| | ( , , , , )| |� � �
� � �

� �
t t

t

k n

x t y h

0

0 1| | ( , , , , )| |� � � }

� � �
	

� 
P

N

{sup }
n

tx t y h
k n

| | ( , , , , )| |
0 1 0 1� � �

�
	

�  �  �  � 
�

P

N

{sup
n

k n k n k n k n t
v t t x

k n0 0 0 0
0

1 1 1 1( , ( ), ,� �
1

,

� �( )) ( )t vk n0 1 1�  � } � ��1 0. (16)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè sup| | | |x rtk
� , òî íà îñíîâàíèè (9) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

íåðàâåíñòâî

sup inf
k k

k k k k t k
k k y

h

v t t x t
k

� � 	
	

�
0 0

( , ( ), , , ( ))
, ,

, |

� � �
Y

H | ||

( , , , , ) ( )

�

� �

�

�

r

kv t y h v r .

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñó-

ïåðìàðòèíãàëîâ [17] äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè (16):

P

N

{sup
n

k n k n k n k n tv t t x
k n

	
�  �  �  �  � 0 0 0 0 0

1 1 1 1( , ( ), ,� �
1 0 1 1, ( )) ( )� �t vk n�  � �}

� �
1

1 1
0v

v t y h
v

v
k

( )
( , , , , )

(| | | | )

( )�
� �

�

�
. (17)
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C ó÷åòîì (16) íåðàâåíñòâî (17) ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

P{sup }
t t

tx t y h
�

� �
0

0 1 2| | ( , , , , )| |� � � � � � �� �1 20 0, ,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèñòåìà (1)–(3) óñòîé÷èâà ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.

Èç íåðàâåíñòâà (15) ñëåäóåò îöåíêà

E{ }v t t x t v t y hN N N N t N kN� � � � ��
�1 1 1 1 11 0

( , ( ), , , ( )) ( , ,� � � , , )� � 

 �
�
�E{ }a t t x t v t y hk k k k t k

k k

N

kk
( , ( ), , , ( )) ( , , , , )� � � � �

0

0

� � 	 	 	N k y h0 , , ,Y H D� . (18)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }ak , k � 0, îáðàçóåò ôóíêöèîíàëû Ëÿ-

ïóíîâà–Êðàñîâñêîãî, ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ñòðîãî ìîíîòîííûå ôóíêöèè

a r( ) è a r( ) òàêèå, ÷òî

a a t y h ak(| | | | ) ( , , , , ) (| | | | )� � � �� � � 	k N , y	Y , h	H , � 	D, a a( ) ( )0 0 0� � .

Òàêèì îáðàçîì, èç ñõîäèìîñòè ðÿäà â (18) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

E

k k

ta x t y h
k

�




�
0

0{ }(| | ( , , , , )| | )� � � �t0 0, y	Y , h	H , � 	D.

Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè a r( ) è ðàâåíñòâà a( )0 0� èìååì

lim | | ( , , , , )| |
k

tx t y h
k�


�0 0� � . (19)

Èç (19) ñëåäóåò ñòðåìëåíèå ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

v x t y htk
(| | ( , , , , )| | )0 � � ïðè k � 
 äëÿ âñåõ t0 0� , y	Y , h	H , � 	D.

Çíà÷èò, èç ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî [7] çàêëþ÷àåì, ÷òî íå-

îòðèöàòåëüíûé ñóïåðìàðòèíãàë v t t x tk k k k t kk
( , ( ), , , ( ))� � � ïðè k � �
 ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè âñåõ ðåàëèçàöèÿõ ïðîöåññà � è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � k .

Äàëåå íåîòðèöàòåëüíûé îãðàíè÷åííûé ñâåðõó ñóïåðìàðòèíãàë èìååò ïðåäåë

ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà [17]. Òîãäà èñïîëüçóÿ (10), ïîëó÷àåì

lim | | ( , , , , )| |
T t T

tx t y h
�
 �

�
�
�
�

�
�
�

�P sup 0 0� � �

äëÿ âñåõ y	Y , h	H , � 	D è T t� �0 0, ÷òî ïîäòâåðæäàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ

ñòîõàñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)–(3).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2 òåîðåìû 1, à â ñèëó ñèñòåìû

(1)–(3) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî { }v kk , � 0

èìååò ìåñòî Lv t y hk ( , , , , )� � � 0 � 	k N , y	Y , h	H è � 	D.

Òîãäà èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà (1)–(3) óñòîé÷èâà ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1–3 òåîðåìû 1 è ôóíêöèîíàëû Ëÿïó-

íîâà–Êðàñîâñêîãî { }vk , { }ak , k � 0, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

c v t y h ck1
2

2
2| | | | ( , , , , ) | | | |� � � �� � , (20)

c a t y h ck2
2

4
2| | | | ( , , , , ) | | | |� � � �� � (21)

ïðè íåêîòîðûõ ci � 0, i �1 4, , äëÿ âñåõ k � 0, y	Y , h	H , � 	D.

Òîãäà ñèñòåìà ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (1)–(3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà
â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì â öåëîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçîâàâ íåðàâåíñòâî (14) ïðè n k� 0 , íà îñíîâàíèè

(20) ëåãêî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

E E{ } {| | | | ( , ( ), , , (x
c

v t t xt N N N N tN N� �
� � � � �1 1

2

1
1 1 1 1

1
� � � t N � �1 ))}

� �
1

1

2

1

2
0 0 0 0 0 0c

v t t x t
c

c
k k k k t kk

E{ }( , ( ), , , ( )) | | | |� � � �

äëÿ âñåõ N k� 0 , k N0 	 , � 	D è íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà { }� �( ),tk k0 0
. Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E{ }| | ( , , , , )| |x t y ht 0
2 0� � � �� � � ,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (1)–(3) óñòîé÷èâà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì.

Äàëåå, èñïîëüçîâàâ íåðàâåíñòâà (15), (20) è (21), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

E E{ } {| | | | ( , ( ), , ,x
c

a t t xt

k k

N

k k

N

k k k k tN k�
� �
� ��

1

0 0

2

3

1
� � �( ))tk } �

� �
1

3

2

3

2
0 0 0 0 0 0c

v t t x t
c

c
k k k k t kk

E{ }( , ( ), , , ( )) | | | |� � � � ,

ãàðàíòèðóþùåå ñõîäèìîñòü ðÿäà, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ E{ }| | | |xtN� 1

2 äëÿ

ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ xtk0
� � è íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà { }� �( ),tk k0 0
. Òàêèì îáðàçîì,

lim | | ( , , , , )| |
, ,k y h

tx t y h
k�
 	 	 	

�sup { }
Y H D

E

�

� �0
2 0 ïðè âñåõ t0 0� ,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 3. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî (20), òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå — äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (1)–(3) óñòîé÷èâà
â l.i.m. â öåëîì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
�1 0� , ÷òî

| |t tk k�  �1 1� � �k 0. (22)

Òîãäà ñèñòåìà (1)–(3) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà â l.i.m. â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè (10) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî
èç îïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â l.i.m. â öåëîì âûïîëíÿåòñÿ

� 	x m
R , t S	 , ïîñêîëüêó äëÿ t t tk k	 �[ , )1 , k n� , èç îïðåäåëåíèÿ k0 ñëåäóåò íå-

ðàâåíñòâî
e e e

t t t tk k k
   �

  ( ) ( )0 0 1�
.

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç òåîðåìû 1 è äîêàçàííûì ðàíåå ðàâåíñòâîì

E{ }v t t x tk k k k t k tk k� � � � ��
�1 1 1 1 11

( , ( ), , , ( )) /� � � F

� �v t t x t v t t x tk k k k t k k k k k tk k
( , ( ), , , ( )) ( , ( ), , , (� � � � � �L k )) (23)

äëÿ ëþáûõ k � 0 è íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé xt0
, � �( ),t0 0 .

Èç óñëîâèé òåîðåìû 4 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

Lv t y h a t y h c
c

c
v tk k k( , , , , ) ( , , , , ) | | | | ( ,� � � � ��  �  � 3

2 3

2

y h, , , )� � .

Òîãäà èç (23) ëåãêî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

E E{ { }}v t t x tk k k k t k tk k� � � � ��
�1 1 1 1 11

( , ( ), , , ( )) /� � � F

� 
�

�
  

!

"
##1 3

2

c

c
v t t x tk k k k t kk

E{ }( , ( ), , , ( ))� � � .
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Åñëè k0 1� , òî èç ïîñëåäíåé îöåíêè � �k k0 ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

E E{ { }}v t t x tk k k k t k tk k
( , ( ), , , ( )) /� � � F �

� 
�

�
  

!

"
##



1 3

2

0

0 0 0 0 0 0

c

c
v t t x t

k k

k k k k t kk
E{ ( , ( ), , , (� � � ))}.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ óñëîâèå òåîðåìû 3, ïîëó÷àåì

E E{ } {| | ( , , , , )| | ( , ( ), , , (x t y h
c

v t t xt k k k k tk k0
2

1

1
� � � � �� tk ))} �

� 
�

�
  

!

"
##


c

c

c

c
x

k k

tk
2

1

3

2

21
0

| | | | .

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü c c2 3� . Òîãäà 1 0 13

2


�

�
  

!

"
##	

c

c
( , ).

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì (10), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 4. �

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû ñ ìàðêîâñêè-
ìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè è âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ óñòîé÷èâîñòè â ðàçëè÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñìûñëàõ, à èìåííî: óñòîé÷èâîñ-
òè ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì, àñèìïòîòè÷åñêîé ñòîõàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
â öåëîì, óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì â öåëîì, àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì â öåëîì, ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì â öåëîì.
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Abstract. The authors use Lyapunov–Krasovsky functionals to investigate the
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square, exponential stability in the mean square in the whole of stochastic
dynamic systems of random structure with Markov switchings and perturbation.
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