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ÐÅØÅÍÈß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÇÀÄÀ× ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ
ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÌÎÄÅËÈ
Ñ ABC-ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Àííîòàöèÿ. Äëÿ ãåîôèëüòðàöèîííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ äðîáíîé
ïðîèçâîäíîé Àòàíãàíà–Áàëåàíó ïîëó÷åíû çàìêíóòûå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-
äà÷ òåîðèè ôèëüòðàöèè â îäíîðîäíîì è ñëîèñòîì ìàññèâàõ êîíå÷íîé ìîù-
íîñòè. Ïðèâåäåíû ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè è îáðàòíîé çàäà÷è äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé ôèëüòðàöèîí-
íîé äèíàìèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ
äèíàìèêà ôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, ãåîïîðèñòûå ñðåäû, íåêëàññè÷åñêèå
ìîäåëè, óðàâíåíèå ôèëüòðàöèè ñ ABC-äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, êðàåâûå çàäà-
÷è, çàìêíóòûå ðåøåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ

â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ ñóùåñòâåííîãî îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ [1]

àêòóàëüíû äëÿ ãåîèíôîðìàòèêè, ãåîìàòåìàòèêè, à òàêæå ãåîýêîëîãèè, â ÷àñò-

íîñòè ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ îõðàíû ïîäçåìíûõ âîä îò çàãðÿçíåíèÿ ïðîìûø-

ëåííûìè ëèáî áûòîâûìè ñòîêàìè. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè óêàçàííûõ

ïðîöåññîâ ýôôåêòèâåí ïîäõîä, áàçèðóþùèéñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ôîðìàëèçìà

èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà [2–5]. Èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷-

íûõ àñïåêòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîôèëüòðàöèîííîé

äèíàìèêè ïîñâÿùåíî ìíîãî ïóáëèêàöèé, äàæå êðàòêèé îáçîð êîòîðûõ íåâîç-

ìîæåí ââèäó îãðàíè÷åííîãî îáúåìà íàñòîÿùåé ðàáîòû. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî

ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè ðàññìàòðèâàëèñü ãåîôèëüòðàöèîííûå ìàòåìàòè÷åñêèå

ìîäåëè è ïîñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ íà îñíîâå ïîíÿòèé

äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ â ñìûñëå Êàïóòî è Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ [2–8], Õèëüôåðà

[9–13], Õèëüôåðà–Ïðàáõàêàðà [14], Êàïóòî–Ôàáðèöèî [15, 16] è äð.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ðàáîòàõ À. Àòàíãàíà è Ä. Áàëåàíó [17, 18] ââåäåíû íî-

âûå ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà (â ñìûñëå Êàïóòî è â ñìûñëå Ðèìàíà) ñ íå-

ñèíãóëÿðíûìè ÿäðàìè â âèäå ôóíêöèé Ìèòòàã–Ëåôôëåðà è èçó÷åí ðÿä èõ

ñâîéñòâ. ×òî êàñàåòñÿ îáëàñòè âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé ýòèõ îáúåêòîâ, òî èíòå-

ðåñíà ïîïûòêà ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ íà îñíîâå ìîäåëåé ñ óïîìÿíóòûìè íåêëàñ-

ñè÷åñêèìè äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöè-

àëüíîé ôèëüòðàöèîííîé äèíàìèêè â ãåîïîðèñòûõ ñðåäàõ â óñëîâèÿõ âðåìåííîé

íåðàâíîâåñíîñòè. Ïðîèçâîäíóþ äðîáíîãî ïîðÿäêà Àòàíãàíà–Áàëåàíó â ñìûñëå

Êàïóòî â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ABC-äðîáíîé ïðîèçâîäíîé.

Ïðèâåäåì åå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.

Ñîãëàñíî [17, 18] ABC-äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà � ïî ïåðåìåííîé t îò

ôóíêöèè f t( ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
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( )0 1� �� , 
( )z — ãàììà-ôóíêöèÿ, E z� ( ) —

ôóíêöèÿ Ìèòòàã–Ëåôôëåðà [19]. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ABC-äðîáíîé ïðîèçâîäíîé [17, 18]:

L D f t a
s L f t s f

s b

ABC
t[ ( )]

[ ( )] ( )�
�

� �

�
�

�
�

	

�1 0
, (2)

ãäå L — îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, s — ïàðàìåòð óêàçàííîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåðàâíîâåñíîé âî âðåìåíè äðîá-

íî-äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîôèëüòðàöèîííîé äèíàìèêè èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñ-

êàÿ ìîäåëü ïðîöåññà, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèè ABC-äðîáíîé ïðîèçâîäíîé. Â ðàì-

êàõ óêàçàííîé ìîäåëè ïîëó÷åíû çàìêíóòûå ðåøåíèÿ ðÿäà êðàåâûõ çàäà÷ íåêëàñ-

ñè÷åñêîé òåîðèè ôèëüòðàöèè â ãåîïîðèñòûõ ñåðåäàõ, âêëþ÷àÿ çàäà÷ó

ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ îáîáùåííîãî

óðàâíåíèÿ ãåîôèëüòðàöèîííîé äèíàìèêè.

ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÃÅÎÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
Ñ ABC-ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ È ÇÀÄÀ×À ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ ÄËß ÌÀÑÑÈÂÀ
ÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÌÎÙÍÎÑÒÈ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ôèëüòðàöèîííûé çàêîí Äàðñè [20]
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ãäå ux — ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè, p x t( , ) — äàâëåíèå, k — êîýôôèöèåíò ôè-

ëüòðàöèè, � — âÿçêîñòü æèäêîñòè.

Îáùåïðèíÿòîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ôèëüòðàöèîííîãî ïîòîêà




	




�

u

x

p

t
fx � * , (4)

ãäå � * — êîýôôèöèåíò óïðóãîåìêîñòè ïëàñòà [21], f — ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà,

çàïèøåì â ñëåäóþùåì (îáîáùåííîì íà ñëó÷àé ó÷åòà ýôôåêòîâ âðåìåííîé íå-

ðàâíîâåñíîñòè ïðîöåññà) âèäå:
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Çäåñü ABC
tD � — îïåðàòîð ABC-äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà � ïî ïåðåìåí-

íîé t, îïðåäåëåííûé ñîãëàñíî (1). (Îòìåòèì, ÷òî èç (5) ïðè � �1 ïîëó÷àåì

ñîîòíîøåíèå (4).) Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (3), èìååì

óðàâíåíèå íåêëàññè÷åñêîé òåîðèè ôèëüòðàöèè â ãåîïîðèñòîé ñåðåäå âèäà
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k

*
— êîýôôèöèåíò ïüåçîïðîâîäíîñòè [20, 21].

Çàìåòèì, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïðè � �1 èç óðàâíåíèÿ (6) ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå

äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ïðèíÿòîå â êëàññè÷åñêîé ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãåîôèëüòðàöèè [20, 21].
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Â ðàìêàõ áàçèðóþùåéñÿ íà óðàâíåíèè (6) ìîäåëè ïðîñòåéøàÿ êðàåâàÿ çàäà-

÷à òåîðèè ôèëüòðàöèè äëÿ ìàññèâà êîíå÷íîé ìîùíîñòè l ñ ïðîíèöàåìûìè ãðàíÿ-

ìè ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à îòûñêàíèÿ â îáëàñòè � � � � �{ }( , ) : ,x t x l t0 0 ðå-

øåíèÿ óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ ïðè ñëåäóþùèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ:

p t p l t t( , ) , ( , ) ( )0 0 0 0� � � , (7)

p x x( , ) ( )0 � � ( )0 � �x l , (8)

ãäå �( )x — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé â ìàññèâå.

Ïðèâåäåì êðàòêîå èçëîæåíèå ìåòîäèêè ïîëó÷åíèÿ çàìêíóòîãî ðåøåíèÿ êðà-

åâîé çàäà÷è (6)–(8).

Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå èíòåãðàëüíîå ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ôóíêöèè p x t( , ) ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé [22]. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå èçî-

áðàæåíèé ïî Ôóðüå ðàññìàòðèâàåìàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à çàïèøåòñÿ â âèäå
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Ïðèìåíÿÿ ê (9) èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåííîé ïåðå-

ìåííîé, ñ ó÷åòîì (10) è ñîîòíîøåíèÿ (2) èìååì
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Âîçâðàùàÿñü â ñîîòíîøåíèÿõ (11) ê îðèãèíàëàì ïî ïåðåìåííîé t, ñ ó÷åòîì

èçâåñòíûõ [23] ñîîòíîøåíèé
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öèè Ìèòòàã–Ëåôôëåðà [23]) ïîëó÷àåì
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Äàëåå, âîçâðàùàÿñü â îáëàñòü îðèãèíàëîâ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé,

ïîëó÷àåì ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â âèäå
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 , (13)

ãäå p tn ( ) ( )n N� äàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (12).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ (8) ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:

���� 	 �( ) ( , )x f x 0 0 ( )0� �x l , � �( ) ( )0 0� �l .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïðè � �1èç ñîîòíîøåíèÿ (12) ïîëó÷àåì

p t e e f dn n
t t

n

t
n n( ) ( )

( )� 	� � �
�� � �	 	 �

0

( )n N� . (14)

Ñîîòíîøåíèÿ (13), (14) äàþò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è

â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè óïðóãîãî ðåæèìà ôèëüòðàöèè [20, 21].

ÇÀÄÀ×À ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÃÅÎÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÉ
ÄÈÍÀÌÈÊÈ Â ÒÐÅÕÑËÎÉÍÎÉ ÑÐÅÄÅ Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÁÎÊÎÂÎÃÎ ÏÐÈÒÎÊÀ

Äàëåå â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãåîôèëüòðàöèè ïîëó-

÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è î äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêå íàïîðîâ ïðè ôè-

ëüòðàöèè èç âîäîåìîâ ñ ïîñòîÿííûìè óðîâíÿìè â òðåõñëîéíîé ãåîïîðèñòîé

ñðåäå. Ñîãëàñíî ôèëüòðàöèîííîé ñõåìå èç [24] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåõñëîé-

íàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç ñèëüíî ïðîíèöàåìûõ âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîåâ ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè ôèëüòðàöèè k k1 2, (è ìîùíîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî m m1 2, ), êîòî-

ðûå ðàçäåëåíû ñëàáî ïðîíèöàåìîé ïðîñëîéêîé ìîùíîñòè m ñ êîýôôèöèåíòîì

ôèëüòðàöèè k. Òîãäà çàäà÷à î äèíàìèêå íàïîðîâ h x t( , ) è H x t( , ) ñîîòâåòñòâåí-

íî â âåðõíåì è íèæíåì ñëîÿõ ãåîìàññèâà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé

êðàåâîé çàäà÷è:
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~

0 0 1� � , h l t H l t H( , ) ( , )
~

� � 2 , (17)

h x h x( , ) ( )( )0
0
1� , H x h x( , ) ( )( )0

0
2� , (18)

ãäå l — ðàññòîÿíèå ìåæäó âîäîåìàìè;
~
H i ( , )i �1 2 — çàäàííûå ïîñòîÿííûå íà-

ïîðû íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ôèëüòðàöèè; f x t( , ) — èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íè-

êà; h xi
0
( ) ( ) ( , )i �1 2 — ôóíêöèè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé íàïîðîâ â ñëîÿõ;

a
k m

i
i i

i

�
�

, b
k

m
i

i

�
�

( , )i �1 2 ; �1 — êîýôôèöèåíò âîäîîòäà÷è â âåðõíåì ñëîå;

�2 — êîýôôèöèåíò óïðóãîåìêîñòè íèæíåãî ñëîÿ; ABC
tD � — îïåðàòîð

ABC-äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà � ïî ïåðåìåííîé t.

Ïåðåõîäÿ îò çàäà÷è (15)–(18) ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å ñ îäíîðîäíûìè ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê
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h h x1 � � �( ), h H x2 � � �( ), �( )
~ ~

x
x

l
H

x

l
H� �

�

�
�

�

�
� 	1 1 2 , (19)

ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó

ABC
tD h x t a

h

x
b h h f x t�

1 1

2
1

2 1 1 2( , ) ( ) ( , )�



� � 	 , (20)

ABC
tD h x t a

h

x
b h h�

2 2

2
2

2 2 1 2( , ) ( )�



	 � , (21)

h t h l ti i( , ) ( , )0 0� � ( , )i �1 2 , (22)

h x xi i( , ) ( )0 � � ( , )i �1 2 , (23)

ãäå

� �i
ix h x x( ) ( ) ( )( )� �

0
( , )i �1 2 . (24)

Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå èíòåãðàëüíîå ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ôóíêöèé hi ( , )i �1 2 ïî ïåðåìåííîé x:

h t h x t x dxi i n

l

n
( ) ( , )sin ( )� � 


0



�

n
n

l
n N i� � �

�

�
�

�

�
�, , ,1 2 .

Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé ïî Ôóðüå êðàåâàÿ çàäà÷à (20)–(24) çàïèñû-

âàåòñÿ â âèäå

ABC
t n nD h t b a h t b h t f t

n n n

� 
1 1 1
2

1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � 	 	 	 , (25)

ABC
t nD h t b a h t b h t

n n n

� 
2 2 2
2

2 2 1( ) ( ) ( ) ( )� � 	 	 , (26)

hi n
i

n
( ) ( )0 �  ( , ; )i n N� �1 2 , (27)

ãäå

 � 
n
i

i n

l

x x dx( ) ( )sin ( )� �
0

( , ; )i n N� �1 2 .

Óìíîæàÿ (25) íà íåîïðåäåëåííóþ äåéñòâèòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ r � 0 è ñêëà-

äûâàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ (26), íàõîäèì

ABC
t nD rh t h t b r b a

b r b a
n n

� 




[ ( ) ( )] [ ( )]
(

1 2 1 2 2
2 2 1 1	 � � 	

� 	 n

nb r b a
h t h t

n n

2

1 2 2
2 1 2

)

( )
( ) ( )

� 	
	

�

�
�
�

�

�
�
�
	




	rf tn ( ), ( ( ) , )b r b a n Nn1 2 2
2 0� 	 � �
 . (28)

Ïîëîæèâ
b r b a

b r b a
rn

n

2 1 1
2

1 2 2
2

� 	

� 	
�

( )

( )






( )n N� , ïîëó÷èì äëÿ îïðåäåëåíèÿ r êâàäðàò-

íîå óðàâíåíèå b r b b a a r bn1
2

1 2 1 2
2

2 0	 � 	 � � �[ ( ) ]
 . Îòñþäà èìååì
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r
b b a a

b

n n n

1 2

2 1 1 2
2

12,
( ) ( )

�
� � �  
 !

( )b1 0� , (29)

ãäå ! n nb b a a b b� � 	 � 	 �[ ( ) ]1 2 1 2
2 2

1 24 0
 ( )n N� .

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó

� i
n

i
nt r h t h t

n n

( ) ( )( ) ( ) ( )� 	1 2 ( , ; )i n N� �1 2 , (30)

èç (28) ïîëó÷àåì äëÿ îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé � i
n t( ) ( ) ( , ; )i n N� �1 2

ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé

ABC
t i

n
i
n

i
n

i
n

nD t t r f t�� � �( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )� � ( , ; )i n N� �1 2 , (31)

ãäå îáîçíà÷åíî � 
i
n

i
n

nb r b a( ) ( ) ( )� � 	1 2 2
2 , ( , ; )i n N� �1 2 .

Ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ (31) ñîãëàñíî (27), (30) ïðèíèìà-

þò âèä

� �i
n

i
n( ) ( )( )0 � ( , ; )i n N� �1 2 , (32)

ãäå

�  i
n

i
n

n nr( ) ( ) ( ) ( )� 	1 2 ( , ; )i n N� �1 2 . (33)

Àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó ðàíåå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ (31),

(32) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

�
�

�

�

� � �
�

i
n

i
n i

n
n i

n i nt
a

r f t a E c t( )

( )

( ) ( ) ( , )( ) ( ) (�
�

	 �
1

{ ) 	

	 � � � �Q r E c t t f di n
i

n i n
n

t

� � � �
� �� � � �( , ) ( )

,
( , )[ ( ) ]( ) ( )1

0

� } ( , ; )i n N� �1 2 , (34)

ãäå

c
b

a

i n i
n

i
n�
�

�

�

�

( , )
( )

( )
�

�
, Q b ci n i n

� � �
( , ) ( , )� � ( , ; )i n N� �1 2

è âåëè÷èíû � i
n( ) ( , ; )i n N� �1 2 îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèé (33).

Âûðàæàÿ èç ñèñòåìû (30) ôóíêöèè h t i n Nin
( ) ( , ; )� �1 2 ÷åðåç ôóíêöèè

� i
n t( ) ( ) ( , ; )i n N� �1 2 è ïåðåõîäÿ â îáëàñòü îðèãèíàëîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî

ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì (19) ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé

êðàåâîé çàäà÷è â âèäå

h x t x
l r r

t t
n n

n

n n( , ) ( ) [ ( ) ( )]
( ) ( )

( ) ( )� 	
�

�
�

�

�� � �
2 1

1 21
1 2

sin ( )
 nx ,

H x t x
l r r

r t r
n n

n

n n n( , ) ( ) [ ( )
( ) ( )

( ) ( ) (� 	
�

�
�

�

�� �
2 1

1 21
1 2 2

) ( ) ( )]sin ( )� 

1
n

nt x ,

ãäå r ti
n

i
n( ) ( ), ( )� ( , ; )i n N� �1 2 äàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (29), (34).

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòûõ, íî ãðîìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

äëÿ âûïîëíåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (18) íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü ñëåäóþùèì
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ñîîòíîøåíèÿì, íàêëàäûâàåìûì â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèè h xi
0
( ) ( )

( , )i �1 2 è ôóíêöèþ èñòî÷íèêà f :

h H
0

2
10( ) ( )

~
� , h l H

0
2

2
( ) ( )

~
� , h x h x

a

b

d h x

dx
0
1

0
2 2

2

2
0

2

2

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

� � ( )0� �x l ,

d h

dx

d h l

dx

2
0

2

2

2
0

2

2

0( ) ( )( ) ( )
� ,

f x
b

d

dx
a a

d h x

dx
a b b a h( , )

( )
( ) (

( )
( )0

1

2

2

2 1 2

2
0

2

2 1 2 1 2 0
2� � 	 x)

�

�

�
�

�

�

�
�

( )0� �x l .

ÇÀÄÀ×À Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Â îáëàñòè � � � � � �{ }( , ) : ,x t x t T0 1 0 ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà-

÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ôèëüòðàöèè ñ ABC-äðîáíîé ïðîèçâîäíîé:

ABC
t xxD p x t p x t f x t� �( , ) ( , ) ( , )� 	 , (35)

p t p t p t t Tx x( , ) , ( , ) ( , ) ( )1 0 0 1 0� � � � , (36)

p x x( , ) ( )0 0 0 1� � � , (37)

ãäå � � �const 0, f — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà.

Çàäà÷à (35)–(37) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì çàäà÷è Ñàìàðñêîãî–Èîíêèíà [25] äëÿ

äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ABC-äðîáíîé ïðîèçâîäíîé. Äëÿ

åå ðåøåíèÿ äàëåå èñïîëüçóåì ïîõîä, ïðåäëîæåííûé â [25, 26] äëÿ êëàññè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò âèä

�� 	 � � �X x X x x( ) ( ) ( )
2 0 0 1 ,

X X X( ) , ( ) ( )1 0 0 1� � � � .

Êàê èçâåñòíî [27], ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äàííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è


 �n n� 2 ( )n N� . Ñîîòâåòñòâóþùèå óêàçàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñî-

áñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

� � 
 � 
0 1 22 1 4 1 4( ) ( ), ( ) ( )cos ( ), ( ) sin (x x x x x x xn n n n� � � � � ) ( ).n N� .(38)

Ñèñòåìà ôóíêöèé (38) ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ [27, 28], â êîòîðûõ ïîêàçàíî,

÷òî îíà çàìêíóòà, ìèíèìàëüíà è îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2 0 1( , ). Ñèñòåìà (38) íå

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé è äëÿ íåå â ðàáîòå [28] âûïèñàíà ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è

ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

� � 
0 11( ) , ( ) cos ( )x x xn n� � , � 
2n nx x x( ) sin ( )� ( )n N� . (39)

Ñèñòåìû (38), (39) îáðàçóþò áèîðòîãîíàëüíóþ íà èíòåðâàëå ( , )0 1 ñèñòåìó

ôóíêöèé, ëþáóþ ôóíêöèþ èç L2 0 1( , ) ìîæíî ðàçëîæèòü â áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä.

Â ÷àñòíîñòè ôóíêöèè p x t f x t( , ), ( , ) ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû âèäà

p x t p t x p t xkn kn

nk

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )� 	
�

�

�
��0 0

11

2

� � , (40)
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f x t f t x f t xkn kn

nk

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )� 	
�

�

�
��0 0

11

2

� � , (41)

ãäå

p t p x t x0 0( ) ( ( , ), ( ))� � , f t f x t x0 0( ) ( ( , ), ( ))� � ,

p t p x t xkn kn( ) ( ( , ), ( ))� � , f t f x t xkn kn( ) ( ( , ), ( ))� � ( , ; )k n N� �1 2 ,

( , )f g — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2 0 1( , ).

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (40), (41) â óðàâíåíèå (35) è íà÷àëüíîå óñëîâèå

(37), ïîëó÷àåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé p t p tkn0 ( ), ( ) ( , )k �1 2

ñëåäóþùèå çàäà÷è:

ABC
tD p t f t�

0 0( ) ( )� , p0 0 0( ) � , (42)

ABC
t n n n nD p t p t f t� �
1

2
1 1( ) ( ) ( )	 � , p n1 0 0( ) � ( )n N� , (43)

ABC
t n n n n n nD p t p t f t p t� �
 �
2

2
2 2 12( ) ( ) ( ) ( )	 � 	 , p n2 0 0( ) � ( )n N� . (44)

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ f x( , )0 0� ( )0 1� �x ðå-

øåíèÿ çàäà÷ (42)–(44) çàïèøóòñÿ â âèäå

p t
a

f t
b

t f d

t

0 0
1

0

0

1
( ) ( )

( )
( ) ( )� 	 �

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�

� �

�
� � �



,

(45)

p t
a

f t q E c t tn

n

n
n n

1 2 1
1

( ) ( ) [ ( ) ]( )( )
,

( )�
	

	 � � �

�

� � � �
�

�

� � � � ��

�
"
#
$

%$

&
'
$

($

1
1

0

f dn

t

( ) , (46)

p t
a

f t p tn

n
n n n2 2 2 1

1
2( ) ( ) ( )�

	
	 	

"
#
%� �


�


	 � � � 	�q E c t t f pn n
n n n� � � �

� �� � � �
 �( )
,

( )[ ( ) ]( ) [ ( ) ( )1
2 12 ]d

t

�

0

�
&
'
$

($
, (47)

ãäå

c
b

a

n n

n

�
�

�

� 


�


( ) �
	

2

2
, q

a b

a

n

n

�
� �

� �


( ) �
	 2

, a
B

�
�

�
�

�

( )

1
, b�

�

�
�

�1
( )n N� .

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (35)–(37) äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(40), ãäå ôóíêöèè p t p tkn0 ( ), ( ) ( , )k �1 2 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (45)–(47).

Ïðè ýòîì íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì

ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå p x t C( , ) ( )� � . Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñõî-

äèìîñòè ðÿäà (40) äëÿ ôóíêöèè p. Ïóñòü f Cxx� � �� : : ( ){ }� � � , ïðè÷åì

f t f tx x( , ) ( , )0 1� . Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â [29], èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

| ( )| /f t Fkn n� 
2 ( , ; ; ( , ] )k n N t T� � �1 2 0 , (48)

ãäå F � 0 — íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî, íàïðè-

ìåð, [23] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
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| ( )|,
( )

( )
t E c t

M

c

n

n

�
� � �

�

�

� � �1 1 ( )n N� , (49)

òî èç ñîîòíîøåíèÿ (46) ñ ó÷åòîì (48) è (49) ïîëó÷àåì

| ( )|p t
a

F F G
n

n n n n

1 2 2

1

4

1

4

1
�

	
	

�

�

�
�

�

�

�
�
�

� �
 
 
 

( ; ( , ] )n N t T� � 0 , (50)

ãäå M F G1 1 1, , — ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Àíàëîãè÷íî èç (47) ñ ó÷åòîì (48), (49) èìååì

| ( )| | ( )| | ( )|p t
a

f t p tn

n

n n n2 2 2 1
1

2�
	

	 	
�

�
�

� �

�


	 � � � 	�q E c t t f pn n
n n n� � � �

� �� � � �
( )
,

( )[ ( ) ]( ) [| ( )| |1
2 12 ( )| ]� �d

t

0

�
�

�

�
�
�

� 	 	 	
�

�

�
�

�

�

�
�
�

1

2

2

2

1

3

3

4

4

5

2

4
 
 
 
 
 
n n n n n n

F G F F G
( ; ( , ])n N t T� � 0 . (51)

(Çäåñü F F F G2 3 4 2 0, , , � �const .)

Ñ ó÷åòîì îöåíîê (50), (51) çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿäû èç (40) (â ñèëó ìàæîðàíòíî-

ãî ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â îáëàñòè

� � �� )[ , ] [ , ]0 1 T äëÿ ëþáîãî �� 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ p x t( , ) íåïðåðûâíà:

p C� ( )� . Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ è íåïðåðûâíîñòü íà � ôóíêöèé

p p D px xx
ABC

t, , .�

ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ Ñ ABC-ÄÐÎÁÍÎÉ
ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè � � � � � �{( , ) : , }x t x l t T0 0 çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé

÷àñòè F x0 ( ) íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ôèëüòðàöèè

ABC
t xxD p x t p x t F x� ( , ) ( , ) ( )� 	 0 , ( , )x t ��, (52)

è åãî ðåøåíèÿ p x t( , ), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

p t p l t t T( , ) , ( , ) [ , ]0 0 0 0� � � , (53)

p x F x x l( , ) ( ) [ , ]0 01� � , (54)

p x t dt F x x l

T

( , ) ( ) [ , ]

0

2 0� � � . (55)

Çäåñü F x F x1 2( ), ( ) — çàäàííûå ôóíêöèè, 0 1� �� .

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (52)–(55) áóäåì ïîíèìàòü ïàðó ôóíêöèé ( ( , ) ,p x t

F x0 ( )) òàêèõ, ÷òî p x t C( , ) ( )� � , F x C l0 0( ) [ , ]� , p x txx ( , ) , ABC
tD p x t C� ( , ) ( )� � ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (52) â îáëàñòè � è óñëîâèÿì (53)–(55).

Ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî èíòåãðàëüíîãî ñèíóñ-ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ôóðüå ôóíêöèè p x t( , ) ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé x
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p t p x t x dxn n

l

( ) ( , )sin ( )� � 


0

, 

�

n
n

l
� ( )n N� ,

ïîëó÷àåì èç (52)–(55)

ABC
t n n nD p t p t F

n

� 
( ) ( )	 �2
0 , (56)

p Fn n
( )0 1� , (57)

p t dt Fn

T

n
( )

0

2� � ,
(58)

ãäå

F F x x dxj j n

l

n
� � ( )sin ( )


0

( , , ; )j n N� �0 1 2 .

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (56), (57), êàê è ðàíåå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì èí-

òåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé t. Îïóñòèâ ïðîìåæóòî÷íûå

âûêëàäêè, óêàçàííûå ðåøåíèÿ çàïèøåì â âèäå

p t
a

F a F E c t q F t En

n

n n
n n n

( ) [ ( )( ) ( )
,�

	
	 � 	

1

2 0 1 0

�

� � �
�

�
�

� �



	 �1 ( )],( )c tn
�

� (59)

ãäå

c
b

a

n n

n

�
�

�







( ) �
	

2

2
, q b cn n

� � �
( ) ( )� � ( )n N� . (60)

Âîçâðàùàÿñü â îáëàñòü îðèãèíàëîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïîëó÷àåì

p x t
l

p t xn

n

n( , ) ( )sin ( )�
�

�

�
2

1


 , (61)

ãäå p tn ( ) ( )n N� äàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (59), (60). Ïðè ýòîì ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (54) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå

ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé: F x F x0 1 0( ) ( )	 �� � ( )0� �x l , F F l1 10 0( ) ( )� � .

Èíòåãðèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (59) ïî ïåðåìåííîé t â ïðåäåëàõ îò 0 äî T , èç (58)

íàõîäèì

F
a F a TF E c T

T q T E
n

n nn
n

n0

2
2 1 2

1
�

	 � �

	

( ) ( )

[

,
( )

( )
,

� � � �
�

�
�

�




� �
�

	 �2 ( )]( )c Tn
( )n N� . (62)

Òîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ F x0 ( ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

F x
l

F x
n

n

n0 0

1

2
( ) sin ( )�

�

�

� 
 , (63)

ãäå F
n0 ( )n N� îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (62).

Ñ ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ ôóíêöèé E z� ( ), E z� �, ( ) ïðè arg z � �

[23] èç ñîîòíîøåíèé (59), (62) ïîëó÷àåì îöåíêè, ðàâíîìåðíûå ïî n:

| | (| | | | )F C F F
n n n0 1 1 2� 	 , ( )C1 0� ,

| ( )| (| | | | )p t
C

F Fn

n
n n

� 	2

2 0 1



( )C2 0� .
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Ïðè F F C l1 2
4 0, [ , ]� èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ è àáñîëþòíàÿ ñõî-

äèìîñòü ðÿäîâ (61), (63), ò.å. F x C l0 0( ) [ , ]� , p x t C( , ) ( )� � .

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé p x tx ( , ), p x txx ( , ),
ABC

tD p x t C� ( , ) ( )� � . Èç îäíîçíà÷íîñòè ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé (59), (62) çàäà÷è

(56)–(58) ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (52)–(55).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàìêàõ ãåîôèëüòðàöèîííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îñíîâàííîé íà óðàâíå-

íèè äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ABC-äðîáíîé ïðîèçâîäíîé [17], â ðàáîòå ïîëó÷åíû

çàìêíóòûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ äðîáíî-äèôôå-

ðåíöèàëüíóþ äèíàìèêó ôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ãåîïîðèñòûõ ìàññèâàõ

êîíå÷íîé ìîùíîñòè. Ðàññìîòðåíû çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïîëåé ôèëüòðàöèîííûõ

äàâëåíèé â îäíîðîäíîì è ñëîèñòîì ìàññèâàõ, ôèëüòðàöèîííàÿ çàäà÷à ñ íåëî-

êàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ íåêëàññè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ãåîôèëüòðàöèè.
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Â.Ì. Áóëàâàöüêèé
ÐÎÇÂ’ßÇÊÈ ÄÅßÊÈÕ ÇÀÄÀ× ÄÐÎÁÎÂÎ-ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÉÍÎ¯ Ô²ËÜÒÐÀÖ²ÉÍÎ¯ ÄÈÍÀÌ²ÊÈ
ÍÀ ÎÑÍÎÂ² ÌÎÄÅË² Ç ABC-ÄÐÎÁÎÂÎÞ ÏÎÕ²ÄÍÎÞ

Àíîòàö³ÿ. Äëÿ ãåîô³ëüòðàö³éíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ç äðîáîâîþ ïîõ³äíîþ
Àòàíãàíà–Áàëåàíó îäåðæàíî çàìêíåí³ ðîçâ’ÿçêè êðàéîâèõ çàäà÷ òåîð³¿
ô³ëüòðàö³¿ â îäíîð³äíîìó òà øàðóâàòîìó ìàñèâàõ ñê³í÷åííî¿ ïîòóæíîñò³.
Íàâåäåíî ïîñòàíîâêè ³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ç íåëîêàëüíèìè ãðàíè÷íèìè óìî-
âàìè òà îáåðíåíî¿ çàäà÷³ äðîáîâî-äèôåðåíö³éíî¿ ô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ, äðîáîâî-äèôåðåíö³éíà äèíàì³êà
ô³ëüòðàö³éíèõ ïðîöåñ³â, ãåîïîðèñò³ ñåðåäîâèùà, íåêëàñè÷í³ ìîäåë³, ð³âíÿííÿ
ô³ëüòðàö³¿ ç ABC-äðîáîâîþ ïîõ³äíîþ, êðàéîâ³ çàäà÷³, çàìêíåí³ ðîçâ’ÿçêè.

V.M. Bulavatsky
SOLUTIONS OF SOME PROBLEMS OF FRACTIONAL-DIFFERENTIAL FILTRATION DYNAM-
ICS BASED ON MODELS WITH ABC-FRACTIONAL DERIVATIVE

Abstract. For geofiltration mathematical model with Atangana–Baleanu
fractional derivative, closed solutions of boundary-value problems of filtration
theory in homogeneous and layered arrays of finite size are obtained. Problems
with nonlocal boundary conditions and the inverse problem of fractional
differential filtration dynamics are formulated and solved.

Keywords: mathematical modeling, fractional-differential dynamics of filtration
processes, geoporous media, non-classical models, equation of filtration with
ABC-fractional derivative, boundary-value problems, closed form solutions.
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