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II. ÑËÓ×ÀÉ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ ÇÀÄÀÍÍÎÃÎ ÆÅËÀÅÌÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈß

Àííîòàöèÿ. Ðåøåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííîé âåê-
òîð-ôóíêöèåé ñìåùåíèé òî÷åê òðåõìåðíîãî óïðóãîãî òåëà â öåëÿõ ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ åå ê äèñêðåòíî çàäàííûì çíà÷åíèÿì. Çàäà÷è
ðåøàþòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé íà ãåîìåòðèþ òåëà è ïðè äèñêðåòíî îïðåäåëåí-
íûõ íàáëþäåíèÿõ çà åãî íà÷àëüíî-êðàåâûì ñîñòîÿíèåì. Â êà÷åñòâå óïðàâëÿ-
þùèõ ôàêòîðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ îáúåìíî-, ïîâåðõíîñòíî- è íà÷àëüíî-ðàñ-
ïðåäåëåííûå âíåøíåäèíàìè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ. Âûïîëíåíà îöåíêà òî÷íîñòè
è îäíîçíà÷íîñòè óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû,
ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè, ïñåâäîèíâåðñèÿ, óïðàâëåíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé àâòîðà [1] â îáëàñòè

äèíàìèêè òðåõìåðíûõ óïðóãèõ òåë, ôóíêöèîíèðóþùèõ â óñëîâèÿõ íåïîëíîòû

èíôîðìàöèè îá èõ íà÷àëüíî-ïîâåðõíîñòíîì ñîñòîÿíèè. Â ðàáîòàõ [2, 3] ðåøå-

íû çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìèêè òàêèõ òåë ïðè óñëî-

âèè âûðîæäåííîñòè èõ ïî îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå äëÿ ñëó÷àåâ,

êîãäà çà íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì âíóòðåííèõ è òåêóùåì ñîñòîÿíèåì ïîâåðõíî-

ñòíûõ òî÷åê òåëà ïðîâîäÿòñÿ äèñêðåòíî è íåïðåðûâíî îïðåäåëåííûå íàáëþäå-

íèÿ, ñ êîòîðûìè ïîñòðîåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîãëàñóåòñÿ ïî ñðåäíå-

êâàäðàòè÷åñêîìó êðèòåðèþ.

Â ðàáîòàõ [4, 5] ðåøåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûìè òåëàìè ïî

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ èõ ñîñòîÿíèÿ ê íàïåðåä çàäàííîìó. Ðàñ-

ñìîòðåíû ñëó÷àè óïðàâëåíèÿ îáúåìíî-, ïîâåðõíîñòíî- è íà÷àëüíî-ðàñïðåäåëåí-

íûìè âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè, âçÿòûìè ïî îäíîìó, ïî äâà è ïî

òðè. Â [1] ýòè ïðîáëåìû ðåøåíû äëÿ òðåõìåðíûõ óïðóãèõ òåë ñ ïðîèçâîëüíîé

ãåîìåòðèåé èõ ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó êðèòåðèþ ó÷è-

òûâàþòñÿ íåïðåðûâíî çàäàííîå æåëàåìîå ñîñòîÿíèå è íåïðåðûâíî îïðåäåëåííûå

íàáëþäåíèÿ çà ãðàíè÷íî-ïîâåðõíîñòíûì ñîñòîÿíèåì òåëà. Ýòî íîâûå,

èíòåðåñíûå è íå ðåøåííûå ðàíåå çàäà÷è ìåõàíèêè òâåðäîãî äåôîðìèðóåìîãî

òåëà, èìåþùèå âàæíóþ ïðàêòè÷åñêóþ íàïðàâëåííîñòü.

Åùå áîëåå ñëîæíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé ðàññìàòðèâàå-

ìûõ òåë äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èíôîðìàöèÿ îá èõ íà÷àëüíî-ïîâåðõíîñòíîì è æåëàå-

ìîì ñîñòîÿíèÿõ çàäàíà äèñêðåòíî, à óïðàâëåíèå âûïîëíÿåòñÿ êàê äèñêðåòíî, òàê

è íåïðåðûâíî îïðåäåëåííûìè âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè óïðàâëÿþùèìè ôàêòîðà-

ìè — íà÷àëüíûìè, ïîâåðõíîñòíûìè è îáúåìíûìè. Ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé íàçâàí-

íûõ çàäà÷ è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ïóáëèêàöèÿ. Çäåñü ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ êàê óïðàâëÿþùèõ âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé, òàê è ïîëÿ äè-

íàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé òî÷åê òåëà, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêè ñîãëàñîâàííîãî ñ

æåëàåìûì, à òàêæå äàíû îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé è èññëåäîâàíû

óñëîâèÿ èõ îäíîçíà÷íîñòè.
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÏÐÎÁËÅÌÛ ÅÅ ÐÅØÅÍÈß

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííî îïðåäåëåííîå óïðóãîå òåëî, âíóòðåííÿÿ îá-

ëàñòü S 0 êîòîðîãî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x1, x2 , x3 îãðàíè÷åíà

ïîâåðõíîñòüþ � [1–3].

Îáîçíà÷èì u u u u� col( , , )1 2 3 âåêòîð-ôóíêöèþ äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé òî÷-

êè x x x x� ( , , )1 2 3 â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíûõ îñåé Ox1, Ox2 , Ox3 , à ÷åðåç

f f f f� col( , , )1 2 3

— ñâÿçàííóþ ñ íåé âåêòîð-ôóíêöèþ îáúìíî-ðàñïðåäåëåííûõ âíåøíåäèíàìè-

÷åñêèõ ôàêòîðîâ; äèíàìèêó ñìåùåíèÿ òî÷åê òåëà îïèøåì ñèñòåìîé óðàâíåíèé

Ëÿìå [6]
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ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì, â êîòîðîì s x t� ( , ) ,

� � � � � � � � �s x t x x x t( , ) ( , , , )
1 2 3

, � — óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü, à � è � — êîíñòàí-

òû Ëÿìå, õàðàêòåðèçóþùèå óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà òåëà.

Äëÿ óäîáñòâà ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå çàäà÷ äèôôåðåíöèàëüíóþ ìî-

äåëü (1) çàìåíèì ñëåäóþùèì èíòåãðàëüíûì ýêâèâàëåíòîì [1–3]:
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ãäå ïðè ìíèìîì i p p p p, ( , , )� 1 2 3 èìååì

D p q s s e lp x x q t t( , , ) ( , , )( ) ( )�  � ��  � � diag 1 3 ,

G s s
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì òåëà è òåêóùèì ñîñòîÿíèåì åãî

ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé ïðîâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå íàáëþäåíèÿ:
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ãäå Lr t
0 ( )� ( , )r R�1 0 è L x�

� ( )� ( , )� �1 R� — ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðà-

òîðû, à U
rl
0 ( , ; , )l L r R� �1 10 0 è U

l�
� ( , ; , )l L R� �1 1� �� — çàäàííûå çíà÷åíèÿ.

Äèñêðåòíî ñîîòíîøåíèåì

L u s Ui s s s S S T i
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ïðè çàäàííûõ Li s( )� ( , )i I�1 è U
il

( , ; , )l L i I� �1 1 îïðåäåëèì æåëàåìîå ñîñòîÿ-

íèå òåëà.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïàêåòà óïðàâëÿþùèõ âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ

ôàêòîðîâ, ò.å. îáúåìíî-ðàñïðåäåëåííûõ âîçìóùåíèé f s( ) , íà÷àëüíî-ïîâåðõíî-

ñòíûõ âîçäåéñòâèé U xr
0 ( ) ( , ; )r R x S� �1 0 0 è U s�

� ( ) ( , ; )� � � �1 R s� � ��� �� , âû-

áðàííàÿ êîìáèíàöèÿ êîòîðûõ ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó êðèòåðèþ âûïîëíÿåò

ñîîòíîøåíèå (5), ðàññìàòðèâàåìîå ñîâìåñòíî ñ íàáëþäåíèÿìè (3), (4).

Ïðè íàëè÷èè íàçâàííûõ âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ (êàê èçâåñòíûõ, òàê

è óïðàâëÿþùèõ) âåêòîð-ôóíêöèþ äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé òî÷åê òåëà

ïðåäñòàâèì ñóììîé

u s u s u s u s( ) ( ) ( ) ( )� � �� 0 � , (6)

ñëàãàåìûå êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò îáúåìíûì, íà÷àëüíûì è ïîâåðõíîñòíûì

âíåøíåäèíàìè÷åñêèì âîçìóùåíèÿì.
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Çäåñü f s0 ( ) ( ( , ])s S� � ��0 0 è f s� ( ) ( ( \ ) ( , ])s S R S T� � �� 3
0 0 — «ôèêòèâ-

íûå» âíåøíåäèíàìè÷åñêèå âîçìóùàþùèå ôàêòîðû, èñïîëüçóåìûå äàëåå äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ (èìèòàöèè) äåéñòâèé íà÷àëüíûõ è ïîâåðõíîñòíî-îïðåäåëåííûõ

âîçäåéñòâèé íà òåëî, à

u u sm m0 0
0� ( ) ( ; , )s S m Mm

0 0
01� � ,

u u sm m� �
�� ( ) ( ; , )s S m Mm

� �
�� �1 .

Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåííàÿ ñîãëàñíî (6), (9), (10) èëè (6), (11), (12) âåê-

òîð-ôóíêöèÿ u s( ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) òî÷íî [7] ïðè ëþáûõ f s0 ( ) ,

f s� ( ) , f f m Mm0 0 01� �col( , , ) , f f m Mm� � �� �col( , , )1 , òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ïîñëåäíèõ áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü íà÷àëüíî-ïîâåðõíîñòíûå íàáëþäå-

íèÿ (3), (4) è ñîîòíîøåíèå (5), êîòîðûå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïî ñðåäíåêâàäðà-

òè÷åñêîìó êðèòåðèþ.
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ÇÀÄÀ×È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÎÉ ÓÏÐÓÃÈÕ ÒÅË Ñ Ó×ÅÒÎÌ
ÎÁÚÅÌÍÎ-ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÂÍÅØÍÅÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÉ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷. Ðàññìîòðèì áëîê çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé (1) ïðè âû-

âîäå âåêòîð-ôóíêöèè u s( ) äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé òî÷åê ñèñòåìû â îêðå-

ñòíîñòü ñîñòîÿíèÿ U il ( , ; , )l L i I� �1 1 òàê, ÷òîáû

� � min
( )u s

(13)
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2 .

Îáÿçàòåëüíûì ýëåìåíòîì ïàêåòà âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåé-

ñòâèé áóäåì ñ÷èòàòü îáúåìíî-ðàñïðåäåëåííîå âíåøíåäèíàìè÷åñêîå âîçäåé-

ñòâèå f s( ) , îïðåäåëåííîå íåïðåðûâíî èëè âåêòîðîì

f f s m Mm� �col( ( ), , )1

åãî çíà÷åíèé â òî÷êàõ s S m Mm
T� �
0

1( , ) .

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè äîïîëíèòåëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ óïðàâëÿþ-

ùèõ âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé U xr
0 ( ) ( , ; )r R x S� �1 0 0 è U s�

� ( )

( , ; [ , ])� � � �1 0R s T� � , êîòîðûå îïðåäåëèì ñîãëàñíî (3), (4) ñ ó÷åòîì ïðåäâà-

ðèòåëüíî íàéäåííîé âåêòîð-ôóíêöèè u s( ) . Íå èñïîëüçóåìûå â óïðàâëåíèè

íà÷àëüíî-ïîâåðõíîñòíûå âíåøíåäèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ áóäåì ñ÷èòàòü

èçâåñòíûìè. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèÿ u s( ) äîïîëíèòåëü-
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Óïðàâëåíèå îáúåìíî-ðàñïðåäåëåííûìè âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè âîçäåé-
ñòâèÿìè. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è (1)–(5) ñ ó÷åòîì óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíèåì

òðåõìåðíîãî óïðóãîãî òåëà S 0 ñ èñïîëüçîâàíèåì (êàê óïðàâëÿþùåãî) îáúåì-

íî-ðàñïðåäåëåííîãî âíåøíåäèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ. Ïðîàíàëèçèðóåì òàêæå

ñëó÷àé, êîãäà ýòî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíî ôóíêöèåé

f s( ) è äèñêðåòíî — âåêòîðîì f åãî çíà÷åíèé. Ïðè èçâåñòíûõ íà÷àëüíî-ïîâåðõ-

íîñòíûõ íàáëþäåíèÿõ (3), (4) çà òåëîì ïîòðåáóåì, ÷òîáû

� � ��� � �0 min
( )u s

(16)

ïðè � ��0 , , îïðåäåëåííûõ â (14), (15).

Ïðåäñòàâëÿÿ âåêòîð-ôóíêöèþ u s( ) ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà ñîîòíî-

øåíèÿìè (6), (9), (10) èëè (6), (11), (12), îò çàäà÷è (16) ëåãêî ïåðåõîäèì [7] ê çà-

äà÷å îïðåäåëåíèÿ óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóþùåé âåêòîð-ôóíêöèè

f s f s s S( ) (( ( )( ))� �col 0
0 , ( ( ) ( ))f s s S�

�� , ( ( ) ( )))f s s S�
0
�

èëè âåêòîðà

f f f f� col( , , )0 � ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì (ðåçóëüòàòîì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îáðàùåíèÿ)

ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåì
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A s f s ds U( ) ( )

( )�
� � (17)

è

Af U� . (18)

Çäåñü ñèìâîëîì ( )� îáîçíà÷åíî èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïîäûí-

òåãðàëüíîé ôóíêöèè,

U U U U� col( , , )0 � ,

A Aij i j
i j� �

�
[ ]

,
,

1
3

, A s A sij i j
i j

( ) [ ( )]
,
,� �

�
1
3

ïðè

U U l L r R
rl0
0

0 01 1� � �col(( , , , , ) ,

U U l L R
l�

�
� �� � �col(( , , , , )

�
�1 1 ,

U U i Ii� �col( , ), 1 ;

A s L G s s l L rj j r t j t

x xl

1
0

00
0

1 1( ) (( ( ) ( ) , , ), , � �  � ��

�

col � R0 ) ,

A s L G s s l L Rj j x j
s sl

2 1 1( ) (( ( ) ( ) , , ), , ) � �  � �
�

col � � ��
� ��

,

A s L G s s i Ij j i s j
s si

3 1( ) (( ( ) ( ) , , ) � �  �
�

col � ,

A L G s m M l Lj r t jm jt

x xl

1
0

0
0

1 1� � � ��

�

col str(( ( ( ) ( ) , , ), ,� 	 0 01), , )r R� ,

A L G s m M l Lj x jm
s s

j
l

2 1 1� � � �
�

col str(( ( ( ) ( ) , , ), , ),� � 	�
��

� �1, )R� ,

A L G s m M i Ij i s jm
s s

j
i

3 1 1� � � �
�

col str(( ( ( ) ( ) , , ), , )� 	 ,

 �s S1
0 ,  �s S2

� ,  �s S T
3 0

è 	1
0

m ms� , M M1 0� , 	 2m ms� � , M M2 � � ,

	 3m ms� , M M3 � .

Ðåøåíèåì (18), ïðè êîòîðîì

|| || minAf U
f

� � ,

íàõîäèì [7] óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóþùèé âåêòîð f ñ êîìïîíåíòàìè

f A P U AT
0 1 0� � �� ( )
 
 ,

f A P U AT
� �� � ��

2
( )
 
 , (19)

f A P U AT� � ��
3

( )
 
,

ãäå ïðè ïðîèçâîëüíûõ 3 0M -, 3M � - è 3M -ìåðíûõ âåêòîðàõ 
 
 
0 , ,� òîæäåñò-

âåííî ðàâíûõ íóëþ, åñëè det A AT � 0 , èìååì
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� col( , , )0 � ,

A A ji ji� �col( , , )1 3 , P AAT� ,

à

�2
0� � � � � �min( )

( )u s

T TU U U PP U� � �� . (20)

Àíàëîãè÷íî èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (17) òàêîãî, ÷òî

|| ( ) ( ) || min

( )
( )

A s f s ds U
f s�

� � �2 ,

íàõîäèì [7] êîìïîíåíòû

f s A s P U A sT
0 1 0( ) ( ) ( ) ( )� � ��


 


f s A s P U A sT
� �( ) ( ) ( ) ( )� � ��

2 
 
 (21)

f s A s P U A sT( ) ( ) ( ) ( )� � ��
3 
 


íåïðåðûâíî îïðåäåëåííîé óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóùåé âåêòîð-ôóíêöèè f s( ) ,

ïðè êîòîðîé ñ òî÷íîñòüþ

�2
0� � � � � �min( )

( )u s

T TU U U PP U� � �� (22)

ðåøàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à. Çäåñü, êàê è âûøå, 
 0 ( )s ( )s S� 0 , 
 � ( )s

( )s S� � , 
( )s ( )s S T�
0

— ïðîèçâîëüíûå èíòåãðèðóåìûå â îáëàñòè èçìåíåíèÿ

ñâîèõ àðãóìåíòîâ ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíûå íóëþ, åñëè

lim det [ ( ) ( )]
,
,

N

T
i j i j

i j N
A s A s

�� �
� �

1
0

ïðè

A s A s ji ji( ) ( ( ), ,� �col 1 3 ( , )i �1 3 ),

P A s A s ds A s A s ds A s A s

S

T

S

T

S

T

T

� � �� � �1 1 2 2 3 3
0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (
�

)ds,

A A s s ds A s s ds A s s ds

S S S T


 
 
 
� � �� � �1 0 2 3
0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
�

� .

Óïðàâëåíèå ñ ó÷åòîì íà÷àëüíî-ïîâåðõíîñòíûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé óïðàâëåíèÿ òðåõìåðíûì óïðóãèì òåëîì, ïîëàãàÿ, ÷òî ñîñòîÿ-

íèåU i ( , )i I�1 òî÷åê òåëà äîñòèãàåòñÿ ñîâìåñòíûì äåéñòâèåì îáúåìíî-ðàñïðåäå-

ëåííûõ âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ óïðàâëÿþùèõ ôàêòîðîâ f è f s( ) , äîïîëíåííûõ

íà÷àëüíûìè U xr
0 ( ) ( , )r R�1 0 , ïîâåðõíîñòíûìèU s�

� ( ) ( , )� �1 R� è íà÷àëüíî-ïî-

âåðõíîñòíûìèU xr
0 ( ) ( , )r R�1 0 ,U s�

� ( ) ( , )� �1 R� âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè óïðàâ-

ëÿþùèìè ôàêòîðàìè.

Çàäà÷à 1. Ïðîáëåìà óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé (1) — (5) ðåøàåòñÿ ïðè èçâåñòíîì

íàáëþäåíèè U
l�

� ( , , , )l L R� �1 1� �� îáúåìíî- è íà÷àëüíî-ðàñïðåäåëåííûìè

âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè.
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Â ýòîì ñëó÷àå â ðàçðåøàþùèõ ñèñòåìàõ (17), (18) äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïðàâëÿ-

þùå-ìîäåëèðóþùèõ âåêòîðà f è âåêòîð-ôóíêöèè f s( ) áóäóò îòñóòñòâîâàòü ïåð-

âûå 3 0 0R L óðàâíåíèÿ èëè (÷òî ýêâèâàëåíòíî) áëîêè U 0 , A j1 , A sj1 ( ) ( , )j �1 3 âåê-

òîðà U , ìàòðèöû A è ìàòðè÷íîé ôóíêöèè A s( ) . Â ðåçóëüòàòå óïðîùàþòñÿ âûðà-

æåíèÿ (19), (21) äëÿ âåêòîðîâ f 0 , f � , f è âåêòîð-ôóíêöèé f s0 ( ) , f s� ( ) , f s( ) .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñëåäíèõ ñîãëàñíî (3) îïðåäåëèì óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè

U xr
0 ( ) ( , )r R�1 0 . Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿ-

ìè (20), (22), çàïèñàííûìè ñ ó÷åòîì óïîìÿíóòûõ èçìåíåíèé â îïðåäåëåíèè

âåêòîðà U , ìàòðèöû A è ìàòðè÷íîé ôóíêöèè A s( ) .

Çàäà÷à 2. Óïðàâëåíèå ñèñòåìîé (1)–(5) âûïîëíÿåòñÿ ïðè íàáëþäàåìîì ñî-

ãëàñíî (3) íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè èññëåäóåìîãî òåëà îáúåìíî- è ïîâåðõíîñòíî-ðàñ-

ïðåäåëåííûìè âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè óïðàâëÿþùèìè ôóíêöèÿìè f s( ) èU s�
� ( ).

Êàê è âûøå, óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóþùèå âåêòîð f è âåêòîð-ôóíêöèþ f s( )

îïðåäåëèì ïîñëå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îáðàùåíèÿ ñèñòåì (17), (18), â êîòîðûõ

òåïåðü áóäóò îòñóòñòâîâàòü 3R L� � óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íåíàáëþäàåìî-

ìó çäåñü âåêòîðó U � . Àíàëîãè÷íûå èçìåíåíèÿ èìåþò ìåñòî è ïðè îïðåäåëåíèè

ìàòðèöû A , ìàòðè÷íîé ôóíêöèè A s( ) , à òàêæå ïðè íàéäåííûõ ÷åðåç íèõ ñîîòíî-

øåíèÿìè (19), (21) âåêòîðàõ f 0 , f � , f è âåêòîð-ôóíêöèÿõ f s0 ( ) , f s� ( ) , f s( ) , ìî-

äåëèðóþùèõ íà÷àëüíî-, ïîâåðõíîñòíî- è îáúåìíî-ðàñïðåäåëåííûå óïðàâëÿþùèå

âîçäåéñòâèÿ. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåêòîðîâ è âåêòîð-ôóíêöèé ñîîòíîøåíèÿìè (6)–(12)

îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ u s( ), à ÷åðåç íåå ñîãëàñíî (4) íàéäåì è ïîâåðõíî-

ñòíî-ðàñïðåäåëåííîå óïðàâëåíèå U s�
� ( ) ( , , [ , ])� � � �1 0R s T� � .

Çàäà÷à 3. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå âåêòîð-ôóíêöèè u s( ) ñîñòîÿ-

íèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óïðóãîãî òåëà ê çíà÷åíèÿì U i ( , )i I�1 , îïðåäåëåííûì

â (5), âûïîëíèì êîìïëåêñíî, âîçäåéñòâóÿ íà íåãî íà÷àëüíî-, ïîâåðõíîñòíî- è

îáúåìíî-ðàñïðåäåëåííûìè âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè óïðàâëÿþùèìè ôàêòîðàìè

îäíîâðåìåííî.

Îòñóòñòâèå íàáëþäåíèé (3), (4), à ñëåäîâàòåëüíî è ñîñòàâëÿþùèõ U 0 , U �

â (17), (18), ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì A Ai i� 3 , A s A si i( ) ( )� 3 äëÿ i �1 3, .

Àíàëîãè÷íî óïðîùàþòñÿ è âûðàæåíèÿ (19), (21) äëÿ óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóþ-

ùèõ âåêòîðîâ f 0 , f � , f è âåêòîð-ôóíêöèé f s0 ( ), f s� ( ), f s( ). Óïðàâëÿþùèå

âíåøíåäèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ U xr
0 ( ) ( , )r R�1 0 è U s�

� ( ) ( , )� �1 R� , êàê è

âûøå, ïîëó÷èì èç (3), (4) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ ñîîòíîøåíèé (6)–(12), ÷òî è

ðåøèò çàäà÷ó. Òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëèì ñîãëàñíî (20), (22)

ñ ó÷åòîì íàçâàííûõ çäåñü óïðîùåíèé â ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèÿõ (17), (18).

Óïðàâëåíèå â óñòàíîâèâøåìñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ðåæèìå. Ïîñòà-

íîâêè è ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷ ïî óïðàâëåíèþ òðåõìåðíûì óïðóãèì òå-

ëîì S 0 áóäóò áîëåå ïðîñòûìè, åñëè âëèÿíèåì íà÷àëüíî- è ïîâåðõíî-

ñòíî-îïðåäåëåííûõ âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé u s( ) íà ïîëå îáúåìíî-

äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé â îáëàñòè S 0 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíè-

ÿõ (17), (18) ìîæíî íå ó÷èòûâàòü âåêòîðûU 0 è U � , ÷òî, êàê è âûøå, óïðîñòèò ñòðóê-

òóðó ìàòðèöû A, à òàêæå ìàòðè÷íîé ôóíêöèè A s( ) . Ïðè îòñóòñòâèè íà÷àëüíî-ïîâåðõ-

íîñòíûõ âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé îêàæóòñÿ íåíóæíûìè âåêòîðû f 0 , f � ,

à ñëåäîâàòåëüíî, è âåêòîð-ôóíêöèè f s0 ( ) , f s� ( ), êîòîðûå èõ ìîäåëèðóþò, à òàêæå ðå-

çóëüòàò òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ — ôóíêöèè u s0 ( ) è u s� ( ) â ñîîòíîøåíèè (6).
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Ïðåäñòàâèì âàðèàíòû ïîñòàíîâîê çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûì òåëîì

è ñòðóêòóðó ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóþ-

ùèõ âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ f è f s( ) .

Çàäà÷à 4. Èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà ðàññìàòðèâàåìîãî óïðóãîãî òåëà, êîãäà íà-

÷àëüíûìè âîçìóùåíèÿìè Y xr
0 ( ) ( , )r R�1 0 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à óïðàâëÿþùèì

ôàêòîðîì áóäåì ñ÷èòàòü îáúåìíî-ðàñïðåäåëåííîå âíåøíåäèíàìè÷åñêîå âîçäåé-

ñòâèå, îïðåäåëåííîå ôóíêöèåé f s( ) èëè âåêòîðîì f åå çíà÷åíèé òàê, ÷òîáû

� ��� � min
( )u s

.

Óïðàâëÿþùå-ìîäåëèðóþùèé âåêòîð f f f� col( , )� , êàê è âåêòîð-ôóíêöèþ

f s f s f s( ) ( ( ), ( ))� col � , ïîëó÷èì ïîñëå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îáðàùåíèÿ ñèñòåì

(17), (18), â êîòîðûõ òåïåðü

A Aij i j
i j� �

�
[ ]

,
,

2
3

, A s A sij i j
i j

( ) [ ( )]
,
,� �

�
2
3

,

U U U� col( , )� , U s U s U s( ) ( ( ), ( ))� col � .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿìè (19), (21) ïðè

A1 0� , A A Ai i i� col( , )2 3 , i � 2 3, ,

A s1 0( ) � , A s A s A si i i( ) ( ( ), ( ))� col 2 3 , i � 2 3, ,

îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðû f f� , è âåêòîð-ôóíêöèè f s f s� ( ), ( ) òàêèå, ÷òî

min( )
( )u s

T TU U U PP U� ��� � � � .

Åñëè â óïðàâëåíèè èñïîëüçóþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå âíåøíåäèíàìè÷åñêèå âîç-

ìóùàþùèå ôàêòîðû U s�
� ( ) ( , )� �1 R� , êîòîðûå â äîïîëíåíèå ê f , f s( ) îïðåäå-

ëèì ñîãëàñíî (6)–(12), òî ðåøåíèåì (17), (18) ïðè

� � min
( )u s

áóäóò âåêòîðû f � , f è âåêòîð-ôóíêöèè f s� ( ) , f s( ) , îïðåäåëåííûå ñîîòíîøå-

íèÿìè (19), (21), â êîòîðûõ ïðè îòñóòñòâèè U � èìååì A A22 23� � A s22 ( ) �
� �A s23 0( ) . Ïðè ýòîì, êàê è âûøå,

min
( )u s

T TU U U PP U� � � � . (23)

Çàäà÷à 5. Ðàññìîòðèì âàðèàíò óïðàâëåíèÿ òåëîì S 0 , êîãäà ïðè íàáëþäàå-

ìîì ñîãëàñíî (3) íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè òåëà ïîâåðõíîñòíî-ðàñïðåäåëåííûìè

âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè âîçäåéñòâèÿìè (4) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Óïðàëÿþùå-ìîäåëèðóþùèå âåêòîð f f f� col( , )0 è âåêòîð-ôóíêöèþ

f s f s f s( ) ( ( ), ( ))� col 0 òàêèå, ÷òî

� �� �0 min
( )u s

,

ïîëó÷èì èç (19), (21) ïîñëå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îáðàùåíèÿ ñèñòåì (17),

(18), ãäå

A
A A

A A
�

�

�
		




�
��

11 13

31 33

, U
U

U
�

�

�
		




�
��

0 ,
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A s
A s A s

A s A s
( )

( ) ( )

( ) ( )
�

�

�
		




�
��

11 13

31 33

, U s
U s

U s
( )

( )

( )
�

�

�
		




�
��

0 .

Åñëè â óïðàâëåíèè ðàññìàòðèâàåìûì òåëîì âìåñòå ñ îáúåìíî-ðàñïðåäåëåííû-

ìè âîçìóùåíèÿìè f è f s( ) èñïîëüçóþòñÿ íà÷àëüíî-îïðåäåëåííûå âíåøíåäèíàìè-

÷åñêèå âîçìóùåíèÿU xr
0 ( ) ( , )r R�1 0 , òî äîïîëíèòåëüíî ê ñêàçàííîìó â óðàâíåíè-

ÿõ (17), (18) ïðè îòñóòñòâèè U 0 èìååì A A A s A s11 13 11 13 0� � � �( ) ( ) .

Ïðè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì îáðàùåíèè íàçâàííûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàå-

ìàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ �2 è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (23).

Çàäà÷à 6. Ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ òåëîì S 0 áóäåò áîëåå ïðîñòûì äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëüíî-ïîâåðõíîñòíûìè âîçìóùåíèÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Óïðàâëÿþùèå îáúåìíî-ðàñïðåäåëåííûå âíåøíåäèíàìè÷åñêèå âîçìóùàþ-

ùèå ôàêòîðû f è f s( ) , ïðè êîòîðûõ

� � min
( )u s

,

ïîëó÷èì ïîñëå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îáðàùåíèÿ óðàâíåíèé

A f U33 � ,

A s f s ds U

S T

33

0

( ) ( ) �� .

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

f A U A A� � �� �
33 33 33
 
,

f s A P U s A P AT T( ) ( )� � �� �
33 33


 


ïðè

P A s A s dsT

S T

� � 33 33

0

( ) ( ) , A A s s ds

S T


 
� � 33

0

( ) ( ) ,

ïðîèçâîëüíîì 3M -ìåðíîì âåêòîðå 
 è èíòåãðèðóåìîé â îáëàñòè S T
0

âåê-

òîð-ôóíêöèè 
( )s , òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ, åñëè ñîîòâåòñòâåííî

detA AT
33 33 0�

è

lim [ ( ) ( )]
,
,

N

T
i j i j

i j N
A s A s

�� �
� �det

33 33 1
0.

Êàê è âûøå, èìååò ìåñòî îöåíêà òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è, îïðåäåëåííàÿ â (23).

ÇÀÄÀ×È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÎÉ ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÃÎ ÓÏÐÓÃÎÃÎ ÒÅËÀ
ÏÐÈ ÈÇÂÅÑÒÍÛÕ ÎÁÚÅÌÍÎ-ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÂÍÅØÍÅÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ
ÂÎÇÌÓÙÅÍÈßÕ

Èçëîæèì ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ òåëîì S 0 äëÿ ñëó-

÷àÿ, êîãäà îáúåìíî-ðàñïðåäåëåííîå âíåøíåäèíàìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå f s( )

èçâåñòíî, à óïðàâëåíèå âûïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíî- è ïîâåðõíîñòíî-îïðåäåëåííû-

ìè âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè óïðàâëÿþùèìè ôàêòîðàìè U xr
0 ( ) ( , )r R�1 0 , U s�

� ( )

( , )� �1 R� . Êàê è âûøå, âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé U xr
0 ( ) ( , )r R�1 0 , U s�

� ( )

( , )� �1 R� ïîëó÷èì èç ñîîòíîøåíèé (6)–(12), çàïèñàííûõ ñ ó÷åòîì

ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îïðåäåëåííûõ âåêòîðîâ f è âåêòîð-ôóíêöèè f s( ).

110 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 5



Ïîëàãàÿ

U U L u sr t t

x xl

0 0
0

0
0

� � �
�

� � �col(( ( ) ( ) , l L�1 0, , r R�1 0, ) ,

�U U L u sx s sl
�

�
�� � �

� � �0 col(( ( ) ( )� , l L�1, � , � �1, )R� ,

�U U L u si s s si
� � �

� � �col(( ( ) ( ) , i I�1, ) ,

ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà f è âåêòîð-ôóíêöèè f s( ) çà-

ïèøåì â âèäå

Af U�
~

, (24)

A s f s ds U( ) ( )
~

( )

�
�
� , (25)

ãäå
~

U
U

U
� �

�
	



�
��

�

� , A
A A

A A
�

�

�
		




�
��

21 22

31 32

, A s
A s A s

A s A s
( )

( ) ( )

( ) ( )
�

�

�
		




�
��

21 22

31 32

ïðè óïðàâëåíèè ôóíêöèÿìè U xr
0 ( ) ( , )r R�1 0 òàêîì, ÷òî

�2 � min
( )u s

�� ;

~
U

U

U
�

�

�
	




�
��

�

0 , A
A A

A A
�

�

�
		




�
��

11 12

31 32

, A s
A s A s

A s A s
( )

( ) ( )

( ) ( )
�

�

�
		




�
��

11 12

31 32

ïðè óïðàâëåíèè ôóíêöèÿìè U s�
� ( ) ( , )� �1 R� òàêîì, ÷òî

�2
0� min

( )u s
� ;

è, íàêîíåö,
~

U U� � , A A A� ( , )31 32 , A s A s A s( ) ( ( ) ( ))� 31 32

ïðè ñîâìåñòíîì óïðàâëåíèè ôóíêöèÿìè U xr
0 ( ) ( , )r R�1 0 è U s�

� ( ) ( , )� �1 R� ,

äëÿ êîòîðîãî �2 � min
( )u s

� .

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îáðàùåíèå óðàâíåíèé (24), (25) ïîçâîëÿåò óñïåøíî

ðåøèòü ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è òàê, ÷òî ïðè

P AAT� , P A s A s dsT�
�
� ( ) ( )

( )

òî÷íîñòü èõ ðåøåíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé

�2 � � �~ ~ ~ ~
U U U PP UT T .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåøåíà ñëîæíåéøàÿ çàäà÷à ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðó-
ãîñòè ïî óïðàâëåíèþ òðåõìåðíûì óïðóãèì îáúåêòîì â öåëÿõ ïðèáëèæåíèÿ ëè-
íåéíî ïðåîáðàçîâàííîãî âåêòîðà óïðóãî-äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé åãî òî÷åê ê
äèñêðåòíî çàäàííûì çíà÷åíèÿì. Çàäà÷à ðåøåíà áåç îãðàíè÷åíèé íà ôîðìó è
ðàçìåðû òåëà, áåç îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî è êà÷åñòâî èíôîðìàöèè î íà÷àëü-
íîì ñîñòîÿíèè âíóòðåííèõ òî÷åê òåëà è òåêóùåì ñîñòîÿíèè åãî ïîâåðõíîñòè.

Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà óïðàâëåíèå ïîëåì óïðóãî-äèíàìè÷åñêèõ ñìåùå-
íèé òåëà âûïîëíÿåòñÿ ðàçíûìè êîìáèíàöèÿìè òðåõ âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ óïðàâ-
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ëÿþùèõ ôàêòîðîâ — îáúåìíî-îïðåäåëåííûõ, ïîâåðõíîñòíûõ è íà÷àëüíûõ âîç-
ìóùåíèé. Íàçâàííûé ïàêåò óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé íà òåëî ïî ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêîìó êðèòåðèþ òðåõìåðíîå ïîëå óïðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé òî÷åê
òåëà, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðîñòðàíñòâåííûì óðàâíåíèÿì Ëÿìå, ñîãëàñîâûâàåò ñ
äîñòóïíûìè äëÿ äèñêðåòíîãî íàáëþäåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè è âåê-
òîðîì æåëàåìûõ ñîñòîÿíèé îòäåëüíûõ òî÷åê òåëà. Äëÿ êàæäîé çàäà÷è äàíà îöåí-
êà òî÷íîñòè òàêîãî ñîãëàñîâàíèÿ, çàïèñàíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîñòè ïîëó÷åííûõ
ðåøåíèé, èíæåíåðíî ïðîñòûõ è äîñòóïíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.
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²I. ÂÈÏÀÄÎÊ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ ÇÀÄÀÍÎÃÎ ÁÀÆÀÍÎÃÎ ÑÒÀÍÓ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷³ êåðóâàííÿ ë³í³éíî ïåðåòâîðåíîþ âåêòîð-
ôóíêö³ºþ çì³ùåíü òî÷îê òðèâèì³ðíîãî ïðóæíîãî ò³ëà ç ìåòîþ ñåðåäíüî-
êâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåííÿ ¿¿ äî äèñêðåòíî çàäàíèõ çíà÷åíü. Çàäà÷³ ðîçâ’ÿ-
çóþòñÿ áåç îáìåæåíü íà ãåîìåòð³þ ò³ëà ³ ïðè äèñêðåòíî âèçíà÷åíèõ ñïîñòå-
ðåæåííÿõ çà éîãî ïî÷àòêîâî-êðàéîâèì ñòàíîì. ßê êåðóâàëüí³ ôàêòîðè ðîç-
ãëÿíóòî îá'ºìíî-, ïîâåðõíåâî- ³ ïî÷àòêîâî-ðîçïîä³ëåí³ çîâí³øíüîäèíàì³÷í³
çáóðåííÿ. Ïðîâåäåíî îö³íþâàííÿ òî÷íîñò³ òà îäíîçíà÷íîñò³ êåðóâàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïðîñòîðîâî ðîçïîä³ëåí³ äèíàì³÷í³ ñèñòåìè, ïðîñòîðîâ³ çà-
äà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ïñåâäî³íâåðñ³ÿ, êåðóâàííÿ.

V.A. Stoyan
PROBLEMS OF CONTROL OF THE DYNAMICS OF INCOMPLETELY
DEFINED THREE-DIMENSIONAL ELASTIC BODIES.
II. THE CASE OF DISCRETELY DEFINED DESIRED STATE

Abstract. The author solves the problems of control of linearly transformed
vector function of displacement points of three-dimensional elastic body with the
purpose of root-mean-square approximation to its discretely defined values. The
problems are solved without constraints on the body geometry and under
discretely defined observations of its initial-boundary state. Space, superficial,
and initially distributed outward perturbations are considered as control factors.
The evaluation of accuracy and uniqueness of control is conducted.

Keywords: spatially distributed dynamical systems, spatial problems of elasticity
theory, pseudoinversion, control.
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