
ÓÄÊ 519.6+004.02

Ë.Ï. ÂÀÊÀË, À.À. ÊÀËÅÍ×ÓÊ-ÏÎÐÕÀÍÎÂÀ, Å.Ñ. ÂÀÊÀË

ÏÎÂÛØÅÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ×ÅÁÛØÅÂÑÊÎÉ ÑÅÃÌÅÍÒÍÎÉ
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Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ÷åáûøåâñêîé ñåãìåíòíîé àïïðîêñèìà-
öèè ñî ñâîáîäíûìè óçëàìè. Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé íà
ïîäûíòåðâàëàõ èñïîëüçîâàíû ðàöèîíàëüíûå äðîáè. Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëü-
íûõ óçëîâ ïðèìåíåí àëãîðèòì äèôôåðåíöèàëüíîé ýâîëþöèè. Ïðèâåäåíû
÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïî ñåãìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ñ îïòèìàëü-
íûìè óçëàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷åáûøåâñêàÿ ñåãìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, çàäà÷à ìíîãî-
ìåðíîé íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè, ðàöèîíàëüíûå äðîáè, îïòèìàëüíûå óçëû,
àëãîðèòì äèôôåðåíöèàëüíîé ýâîëþöèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñóùåñòâóåò ìíîãî íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ æåëàòåëüíî ïîëó-

÷èòü äîñòàòî÷íî ìàëóþ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ íà âñåì ïðîìåæóòêå çàäà-

íèÿ ôóíêöèè, ïðè ýòîì àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêàÿ,

à ìîæåò áûòü è ðàçðûâíîé. Òàêèìè çàäà÷àìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, çàäà÷è ïðè-

áëèæåíèÿ ôóíêöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ òåðìîïðåîáðàçîâàòåëåé [1], ãåîìåòðè÷åñêî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ îáúåêòîâ ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè

ãðàíèöàìè [2], ñæàòèÿ ÷èñëåííîé èíôîðìàöèè [3, 4], ñêîðîñòíîãî è âûñîêî-

òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ ïðèìåíåíèÿ

â ñèñòåìàõ ñâÿçè è êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå [5], â êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíî ïðè-

ìåíÿòü ñåãìåíòíóþ àïïðîêñèìàöèþ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ èñõîäíûé ïðîìåæóòîê ïðè-

áëèæåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ðÿä ïîäûíòåðâàëîâ (ñåãìåíòîâ), íà êàæäîì èç êîòî-

ðûõ ôóíêöèþ àïïðîêñèìèðóþò íåêîòîðûì àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì ñ íå-

áîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ (ìíîãî÷ëåíîì, äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé

è äð.), ïðè ýòîì íåïðåðûâíîñòü àïïðîêñèìèðóþùåé êóñî÷íîé ôóíêöèè â óçëàõ

ðàçáèåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ. Ñåãìåíòíûå ïðèáëèæåíèÿ îáúåäèíÿþò

ïîëîæèòåëüíûå ñâîéñòâà íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé îäíèì âûðàæåíèåì (íåáîëü-

øîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ) è ïðèáëèæåíèé ñïëàéíàìè, à èìåííî ÷èñëåííóþ

óñòîé÷èâîñòü, çàâèñèìîñòü îò ñâîéñòâ ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè ëèøü â «ìà-

ëîì» [1].

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü êóñî÷íûå àïïðîê-

ñèìàíòû ñî çâåíüÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ íàèëó÷øèìè ÷åáûøåâñêèìè (ðàâíîìåðíû-

ìè) ïðèáëèæåíèÿìè. Â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ñåãìåíòîâ çàäàíî, íî îáðàçóþùèå ïî-

êðûòèå ïðîìåæóòêà àïïðîêñèìàöèè ñåãìåíòû íå ôèêñèðóþòñÿ, ìèíèìàëüíàÿ ïî-

ãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè îïòèìàëüíûõ óçëîâ

ðàçáèåíèÿ.

Äëÿ ÷åáûøåâñêîé ñåãìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè ñ íåôèêñèðîâàííûìè (ñâîáîä-

íûìè) óçëàìè ðàçðàáîòàí ðÿä àëãîðèòìîâ [6–12], â êîòîðûõ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ íà

ïîäûíòåðâàëàõ èñïîëüçóþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ìíîãî÷ëåíû. Â öåëÿõ ïîâûøå-

íèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðåøåíèÿ áîëåå øèðîêîãî êðóãà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ó÷åòîì

îñîáåííîñòåé àïïðîêñèìèðóåìûõ ôóíêöèé öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ñåãìåí-

òíûå ïðèáëèæåíèÿ íåëèíåéíûìè âûðàæåíèÿìè, â ÷àñòíîñòè ðàöèîíàëüíûìè

äðîáÿìè. Îìåòèì, ÷òî â ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìàõ âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíûõ

èëè áëèçêèõ ê íèì óçëîâ, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøàòü òðàíñ-
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öåíäåíòíûå óðàâíåíèÿ, ñèñòåìû òàêèõ óðàâíåíèé èëè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, ÷òî ñîçäàåò îïðåäåëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ñëîæíîñòè. Ïîýòîìó

àêòóàëüíà çàäà÷à ðàçðàáîòêè íîâûõ ýôôåêòèâíûõ è áîëåå ïðîñòûõ â ðåàëèçàöèè

àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ óçëîâ äëÿ ñåãìåíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ

íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ÷åáûøåâñêîé ñåãìåíòíîé àïïðîê-

ñèìàöèè ôóíêöèé ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè, â êîòîðîì äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòè-

ìàëüíûõ óçëîâ èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíîé ýâîëþöèè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü f x( ) — íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [ , ]� � ôóíêöèÿ, �n — êëàññ íåñîêðàòè-

ìûõ è íåïðåðûâíûõ íà [ , ]� � äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé r xl n l, ( )� âèäà

r x a x b xl n l i
i

i

l

i
i

i

n l

, ( ) /�
� �

�

� � �
0 0

, 0 � �l n, (1)

ãäå n — ïîðÿäîê r xl n l, ( )� . Òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò êëàññà �n íåïðåðûâåí íà

[ , ]� � , òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü b0 1� .

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ R xl n l, ( )� íàçûâàåòñÿ íàèëó÷øèì ÷åáûøåâñêèì

âçâåøåííûì äðîáíî-ðàöèîíàëüíûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ôóíêöèè f x( ) íà ïðîìå-

æóòêå [ , ]� � , åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ìèíèìàêñà:

min max | ( )[ ( ) ( )] | max
, [ , ]

,
r x

l n l
xl n l n

w x f x r x
� �� �

�
�

� �
� � [ , ]

,| ( )[ ( ) ( )] |
� �

w x f x R xl n l� � , (2)

ãäå w x( ) 	 0 — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ âàæíîå çíà÷åíèå ïðè áîëüøèõ êî-

ëåáàíèÿõ f x( ) íà [ , ]� � .

Ïóñòü çàäàíû ïîðÿäîê ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé n è êîëè÷åñòâî ñåãìåíòîâ k 
1,

íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ïðîìåæóòîê àïïðîêñèìàöèè [ , ]� � . Îáîçíà÷èì T ñîâî-

êóïíîñòü ðàçáèåíèé � � �� � � � � �
{ }t t tk0 1 1� îòðåçêà [ , ]� � íà k 
1 ñåãìåí-

òîâ [ , ]t tj j�1 ( j k� 
1 1, , k � 1) è Ln — ôóíêöèþ âèäà

L f w x f x R xn
x

l n l( , [ , ]) max | ( )[ ( ) ( )] |
[ , ]

,� �
� �

� �
�

� .

Ïðè ñåãìåíòíîì ïðèáëèæåíèè àïïðîêñèìèðóþùàÿ êóñî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñîñòî-

èò èç (k 
1)-ãî çâåíà (êóñêà), ãäå êàæäîå çâåíî ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ÷åáûøåâñêèì

ïðèáëèæåíèåì äëÿ ôóíêöèè f x( ) â êëàññå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé �n íà ñîîòâåò-

ñòâóþùåì ñåãìåíòå [ , ]t tj j�1 , j k� 
1 1, , ò.å. àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ðàç-

ðûâíà â óçëàõ ðàçáèåíèÿ (ñåãìåíòàöèè), íî íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòàõ.

Ïîãðåøíîñòü ñåãìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè � îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

� �
� � 


�max ( , [ , ])
1 1

1
j k

n j jL f t t .

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàçáèåíèå � � �� � � � � �
{ }t t tk0 1 1� íàçûâàåòñÿ ðàçáè-

åíèåì ñ ðàâíûìè óêëîíåíèÿìè, åñëè

L f t t L f t tn j j n j j( , [ , ]) ( , [ , ])� 
�1 1 , j k�1, . (3)

Ïðèáëèæåíèå, äëÿ ïîãðåøíîñòåé êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3), íàçûâà-

þò ïðèáëèæåíèåì ñ áàëàíñíîé ïîãðåøíîñòüþ [6] èëè áàëàíñíûì [13].
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Îïðåäåëåíèå 3. Ðàçáèåíèå � � �� � �



�� � � � � �{ }t t tk0 1 1� íàçûâàåòñÿ

îïòèìàëüíûì, à åãî âíóòðåííèå óçëû t tk1
� �, ,� — îïòèìàëüíûìè óçëàìè, åñëè

max ( , [ , ]) max ( , [ , )]
0

1
0

1
� �

�



�

� �

�

j k
n j j

j k
n j jL f t t L f t t (4)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � � �� � � � � � �
{ }t t t Tk0 1 1� .

Çàäà÷à ñåãìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè îïòèìàëü-

íîãî ðàçáèåíèÿ �� è çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè � äëÿ ýòîãî ðàçáè-

åíèÿ [9, 11].

Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [ , ]� � ôóíêöèè f x( ) îïòèìàëüíîå ðàçáè-

åíèå ñóùåñòâóåò, õîòÿ ìîæåò áûòü è íååäèíñòâåííûì [14]. Äîêàçàíî, ÷òî êàæäîå

ðàçáèåíèå c ðàâíûìè óêëîíåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è âñåãäà ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå, èìåþùåå ðàâíûå óêëîíåíèÿ (3) [14]. Òàêèì îáðàçîì,

ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ ðàâåíñòâ (3) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì

óñëîâèåì åãî îïòèìàëüíîñòè.

Íà ïîèñêå ðàçáèåíèÿ ñ ðàâíûìè óêëîíåíèÿìè îñíîâàíî áîëüøèíñòâî àëãî-

ðèòìîâ ñåãìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè (ñì. ââåäåíèå). Íàïðèìåð, â àëãîðèòìå êóñî÷-

íî-ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé [7] ñîîòíîøåíèÿ (4) ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ êàê ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ óçëîâ

t tk1, ,� è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ìåòîäîì Íüþòîíà, ñõîäèìîñòü

êîòîðîãî íàïðÿìóþ çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî âûáîðà óçëîâ.

Çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ ñ ðàâíûìè óêëîíåíèÿìè ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê çàäà÷ó ìíîãîìåðíîé íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè





( , , ) ,

( , [ , ]) ( , [ , ])

t t

L f t t L f t t

k

n j j n j j

1

1 1 0

� �

� � �
 �

min

, , ,

( , [ , ]) ( , [ , ]) , , ,

j k

L f t t L f t t j kn j j n j j

�

� � � �� 


1

0 11 1 

 � � � � � � �
0 1 0 1, , , ,� � � �t t t tk k�

(5)

ãäå  ��
� �


 �max | ( , [ , ( , [ , ]) |
1

1 1
j k

n j j n j jL f t t L f t t]) [15]. Äëÿ ÷åáûøåâñêîãî ñåã-

ìåíòíîãî äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) íà îòðåçêå [ , ]� �

ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, â êîòîðîì îïòèìàëüíûå óçëû t tr1, ,� íàõîäÿòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ àëãîðèòìà äèôôåðåíöèàëüíîé ýâîëþöèè êàê ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìè-

çàöèè (5). Àëãîðèòì äèôôåðåíöèàëüíîé ýâîëþöèè (ÄÝ) [16] ïðåäíàçíà÷åí äëÿ

íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà íåäèôôåðåíöèðîâàííûõ, íåëèíåéíûõ

ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ýòî îäèí èç ëó÷øèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèò-

ìîâ, êîòîðûé ñòàáèëüíî íàõîäèò îïòèìóì ôóíêöèè çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

Êðîìå òîãî, îí ïðîñò â ðåàëèçàöèè è èñïîëüçîâàíèè (ñîäåðæèò ìàëî ïàðàìåò-

ðîâ, òðåáóþùèõ ïîäáîðà).

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÓÇËÎÂ È ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÓÞÙÅÃÎ ÑÅÃÌÅÍÒÍÎÃÎ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß
ÄÐÎÁÍÎ-ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ

Àëãîðèòì ÄÝ îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå ýâîëþöèîííûõ, ìîäåëèðóþùèõ áàçîâûå

ïðîöåññû áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè: îòáîð, ñêðåùèâàíèå è ìóòàöèþ. Ýâîëþöè-

îííûé ïðîöåññ â àëãîðèòìå îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå ãåíåðè-

ðóåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ (ïîêîëåíèå ïîïóëÿöèè),

ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé âîçìîæíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Äàëåå ôîð-

ìèðóåòñÿ íîâîå ïîêîëåíèå. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ñòàðîãî ïîêîëåíèÿ, íàçûâàå-

ìîãî áàçîâûì (target vector), ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõ äðóãèõ ñëó÷àéíûõ âåêòî-
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ðîâ è îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ èõ êîîðäèíàò ãåíåðèðóåòñÿ ìóòàíòíûé

âåêòîð (mutant vector). Íàä ýòèì âåêòîðîì âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ ñêðåùèâà-

íèÿ, â õîäå êîòîðîé íåêîòîðûå åãî êîîðäèíàòû çàìåùàþòñÿ êîîðäèíàòàìè áà-

çîâîãî âåêòîðà. Ïîëó÷åííûé ïîñëå ñêðåùèâàíèÿ âåêòîð íàçûâàåòñÿ ïðîáíûì

(trial vector). Ëó÷øèé èç äâóõ âåêòîðîâ: áàçîâîãî è ïðîáíîãî, ïî çíà÷åíèþ öå-

ëåâîé ôóíêöèè âêëþ÷àåòñÿ â íîâîå ïîêîëåíèå. Ñ ðîñòîì ÷èñëà ïîêîëåíèé ðå-

øåíèÿ ñõîäÿòñÿ â íåêîòîðóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, ÿâëÿþùóþñÿ ãëî-

áàëüíûì îïòèìóìîì. Óñëîâèÿìè îêîí÷àíèÿ àëãîðèòìà ìîãóò áûòü, íàïðèìåð,

äîñòèæåíèå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, èñ÷åðïàíèå ìàêñèìàëüíîãî

÷èñëà ïîêîëåíèé è äð.

Â öåëîì àëãîðèòì ÄÝ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç âîçìîæíûõ «íåïðåðûâ-

íûõ» ìîäèôèêàöèé ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà (ñì., íàïðèìåð [17, 18]). Â òî æå

âðåìÿ îí èìååò ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü, âî ìíîãîì îïðåäåëÿþùóþ åãî ñâîé-

ñòâà. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà øóìà ïðè ìóòàöèè â àëãîðèòìå ÄÝ èñïîëüçóåòñÿ íå

âíåøíèé ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, à «âíóòðåííèé», ðåàëèçîâàííûé êàê ðàç-

íîñòü ìåæäó ñëó÷àéíî âûáðàííûìè âåêòîðàìè òåêóùåé ïîïóëÿöèè. Ýòî ïîçâîëÿ-

åò äèíàìè÷åñêè ìîäåëèðîâàòü îñîáåííîñòè ðåëüåôà îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè,

ïîäñòðàèâàÿ ïîä íèõ ðàñïðåäåëåíèå «âñòðîåííîãî» èñòî÷íèêà øóìà, ÷òî

îáåñïå÷èâàåò ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà ÄÝ, äàæå â ñëó÷àå ñëîæíîãî ðåëüåôà.

Äàëåå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ óçëîâ è ïîñòðîåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåãìåíòíîãî áàëàíñíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ðà-

öèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Àëãîðèòì ñîñòîèò èç òàêèõ øàãîâ.

1. Ãåíåðèðóåòñÿ íà÷àëüíîå ïîêîëåíèå âåêòîðîâ Vi i ki� ( , , )� �1 � , i Np�1, ,

ãäå Np — ðàçìåð ïîïóëÿöèè (ïàðàìåòð íàñòðîéêè àëãîðèòìà). Êîîðäèíàòû

� �1i ki, ,� âåêòîðà Vi — ýòî ñëó÷àéíûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà ( , )� � ,

óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ.

2. Äëÿ áàçîâîãî âåêòîðà Vi , i Np�1, , èç òåêóùåãî ïîêîëåíèÿ âûáèðàåòñÿ òðè

ñëó÷àéíûõ âåêòîðà: V V Vc d e, , (c d e i� � � ), ñîçäàåòñÿ ìóòàíòíûé âåêòîð
~

( )V V Fm V Vc c d e� 
 � � , ãäå Fm — íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ êîí-

ñòàíòà èç ïðîìåæóòêà [ , ]0 2 , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñèëîé ìóòàöèè (åùå îäèí ïàðà-

ìåòð àëãîðèòìà). Ñèëà ìóòàöèè Fm îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó âîçìóùåíèé,

âíîñèìûõ â âåêòîð Vc .

3. Âû÷èñëÿþòñÿ êîîðäèíàòû ïðîáíîãî âåêòîðà U i ïî ôîðìóëå

u
rand Cr j j

rand
ji

jc rand

ji

�
� � �~ , ( , ) ,

, (

�

�

åñëè

åñëè

0 1

0, )1 	 � �

�
�
� Cr j jrand ,

j k�1, ,

ãäå rand( , )0 1 — ñëó÷àéíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà ( , )0 1 , Cr — âåðîÿòíîñòü ñêðå-

ùèâàíèÿ (ïàðàìåòð íàñòðîéêè àëãîðèòìà), ñ êîòîðîé ïîòîìîê U i íàñëåäóåò

èñêàæåííûé ìóòàöèåé ãåíåòè÷åñêèé ïðèçíàê îò «ðîäèòåëüñêîãî» âåêòîðà Vc

(ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèçíàê îò áàçîâîãî âåêòîðà Vi íàñëåäóåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ

1�Cr).

4. Äëÿ âêëþ÷åíèÿ â íîâîå ïîêîëåíèå âûáèðàåòñÿ òîò èç âåêòîðîâ U i è Vi ,

çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè êîòîðîãî ìåíüøåå. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå

F Vi
j k

j j( ) max | |� �
� � 


�
1 1

1� � , 1, Np,

ãäå � � �j n j i jiL f� �( , [ , )],1 — ïîãðåøíîñòü íàèëó÷øåé ÷åáûøåâñêîé äðîáíî-

ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f x( ) íà ñåãìåíòå [ , ],� �j i ji-1 , j k� 
1 1,

(� �0i � , � �k i
 �1, ). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîãðåøíîñòè � j ñåãìåíò ïîêðûâàåòñÿ
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ðàâíîìåðíîé ñåòêîé èç m òî÷åê è ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì íàèëó÷øåãî ÷åáû-

øåâñêîãî äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (1), (2).

5. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

— çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ëó÷øåãî âåêòîðà â ïîêîëåíèè ìåíüøå çàäàí-

íîãî �;

— èñ÷åðïàíî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîêîëåíèé ïîïóëÿöèè pmax ;

— ïðîèñõîäèò ñòàãíàöèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ò.å. îòíîñèòåëüíûé ðàç-

áðîñ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè â ïîïóëÿöèè ìåíüøå çàäàííîé âåëè÷èíû 	

max ( ) min ( ) min ( )
, , ,i Np

i
i Np

i
i Np

iF V F V F V
� � �

� �
1 1 1

	 ,

òî ýâîëþöèîííûé ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ è âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ï. 6, èíà÷å —

ê ï. 2. Ïî óìîë÷àíèþ çàäàåòñÿ � � �10 11, pmax � 200, 	 � �10 4 .

6. Äëÿ ëó÷øåãî âåêòîðà ïîñëåäíåãî ïîêîëåíèÿ ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà âû-

÷èñëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìàíòîâ íàèëó÷øåãî ÷åáûøåâñêîãî äðîá-

íî-ðàöèîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ñåãìåíòàõ (ñ èñïîëüçîâàíèåì óïîìÿíóòîãî

â ï. 4 àëãîðèòìà), à òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò áàëàíñíîñòè B (B � 1) [13]:

B

k

j k
j

j

k

j

�




� � 


�




�

max
1 1

1

1
1

1

�

�

.

Íà ýòîì àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì: îïòèìàëüíûå

óçëû, ïîãðåøíîñòü ñåãìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè, êîýôôèöèåíòû íàèëó÷øèõ àï-

ïðîêñèìàíòîâ íà ñåãìåíòàõ, ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ íà êàæäîì ñåãìåíòå

è êîëè÷åñòâî ïîêîëåíèé ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà.

Ââèäó ñòîõàñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà àëãîðèòìà ÄÝ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìî-

ãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò ñäåëàòü íåñêîëüêî çàïóñêîâ àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì íàèëó÷øåãî ÷åáûøåâñêîãî äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ôóíêöèé, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â ï. 4 è ï. 6, îñíîâàí íà âòîðîì ïîëèíîìèàëüíîì

ìåòîäå Å.ß. Ðåìåçà — ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷åáûøåâñêèõ èíòåðïîëÿöèé [19], ìî-

äåðíèçèðîâàííîì äëÿ ñëó÷àÿ àïïðîêñèìàöèè äðîáÿìè. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïî-

ñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )n 
2 -òî÷å÷íûõ íàáîðîâ S xp
p� { }


( ) , ñõîäÿùåéñÿ

ê ýêñòðåìàëüíîìó áàçèñó (àíàëîã ÷åáûøåâñêîãî àëüòåðíàíñà äëÿ ïîëèíîìèàëü-

íîãî ñëó÷àÿ), è ðåøåíèè íà êàæäîé p-é èòåðàöèè ( p � 0 1 2, , ,� ) ñèñòåìû

óðàâíåíèé

f x r x w xp
l n l

p p p p( ) ( ) ( ) / ( )( )
,
( ) ( ) ( ) ( )


 





�� � �
�

1 , 
 � 
0 1, n , (6)

íåëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû �( )p è ( )n 
1 -ãî êîýôôèöèåíòà àïïðîêñè-

ìàíòà r
l n l

p
,
( )

�
.

Ïðèìåíÿåìûé àëãîðèòì èìååò ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè îáùåé

ñõåìû ìåòîäà Å.ß. Ðåìåçà [20, 21]:

— â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî íàáîðà S 0 âûáèðàþòñÿ n 
2 òî÷êè ñåòêè, áëèæàé-
øèå ê òî÷êàì ýêñòðåìóìîâ ïîëèíîìà ×åáûøåâà T xn
1 ( ), ñîîòâåòñòâåííî ïðåîá-
ðàçîâàííûõ ê ñåãìåíòó àïïðîêñèìàöèè;

— èñêëþ÷åíèåì íåèçâåñòíîãî �( )p âûïîëíÿåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû (6)

îòíîñèòåëüíî ( )n 
1 -õ êîýôôèöèåíòîâ ai (i l� 0, ) è bi ( i n l� �1, , b0 1� ), è äëÿ ðå-

øåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ãàóññà;
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— ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (6) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ

F F a a b bp p p
l

p p
l n( ) [ , ( ), , ( ), ( ), ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� �0 1� � ( )]( )� p îò �( )p , è íåèç-

âåñòíîå �( )p íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñåêóùèõ êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ

F p( )( )� � 0;

— ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó íàáîðó S p
1, p � 0 1 2, , ,� , ðåàëèçóåòñÿ âàðèàíò

ñ ìíîãîòî÷å÷íîé çàìåíîé (â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíà çàìåíà âñåõ òî÷åê ïðåäûäó-

ùåãî íàáîðà S p ), ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè íàèëó÷øèé àïïðîêñèìàíò âñåãî çà íå-

ñêîëüêî èòåðàöèé àëãîðèòìà.

ÀÍÀËÈÇ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ

Äëÿ ïðîâåðêè ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà íà-

õîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ óçëîâ âûïîëíåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-

òîâ ïî ÷åáûøåâñêîìó ñåãìåíòíîìó ïðèáëèæåíèþ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ïî-

ìîùüþ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

ñ íàéäåííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì äåòåðìèíèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ïîêàçàë, ÷òî

â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÄÝ óäàåòñÿ íàéòè áîëåå òî÷íûå

çíà÷åíèÿ óçëîâ è ïîñòðîèòü ÷åáûøåâñêîå êóñî÷íî-ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå

ñ ìåíüøåé ñåãìåíòíîé ïîãðåøíîñòüþ, ÷åì ñ ïîìîùüþ ñëîæíûõ äåòåðìèíèñ-

òè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå ñïðàâåäëèâîñòü

äàííîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Íåîáõîäèìî íàéòè ÷åáûøåâñêîå ñåãìåíòíîå ïðèáëèæåíèå ñ ìè-

íèìàëüíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ (âåñîâàÿ ôóíêöèÿ w x( ) �1) íà îòðåçêå [ , ]0 1

äëÿ ôóíêöèè f x x( ) � ñ ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé r x31 ( ) è r x32 ( ) äëÿ ñëó-

÷àåâ ðàçáèåíèÿ ïðîìåæóòêà [ , ]0 1 íà äâà (k �1) è íà òðè ñåãìåíòà (k � 2).

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíÿëñÿ àëãîðèòì ÄÝ ñ òàêèìè çíà÷å-

íèÿìè ïàðàìåòðîâ íàñòðîéêè:

— ðàçìåð ïîïóëÿöèè Np � 30;

— ÷èñëî âíóòðåííèõ óçëîâ ðàçáèåíèÿ k �1 è k � 2;

— ñèëà ìóòàöèè Fm � 0.4;

— âåðîÿòíîñòü ñêðåùèâàíèÿ Cr � 0.9;

— ÷èñëî òî÷åê ñåòêè íà ñåãìåíòå m � 501;

— çíà÷åíèÿ �, pmax , � — ïî óìîë÷àíèþ.

Äëÿ êàæäîãî k âûïîëíÿëîñü 10 çàïóñêîâ àëãîðèòìà. Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî âî

âñåõ ñëó÷àÿõ ïîãðåøíîñòè ñåãìåíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ �, íàéäåííûå ïî àëãîðèòìó

ÄÝ, ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîãðåøíîñòåé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ äåòåðìè-

íèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà [9]. Î âûñîêîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ
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Ò à á ë è ö à 1 . Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè f x x( ) � íà îòðåçêå [ , ]0 1

×èñëî
óçëîâ k

Äåòåðìèíèñòè÷åñêèé àëãîðèòì Àëãîðèòì ÄÝ

r31
r32 r31 r32

0 � � 0.01077 � � 0.00426 � � 0.01076 � � 0.003868

1
� � 0.00145

t1 � 0.018

� � 0.00042

t1 � 0.0097

� � 0.001448

t1 � 0.018083

B � 1.0000000002

� � 0.0003552

t1 � 0.011830

B � 1.00000000003

2

� � 0.00037

t1 � 0.0012

t2 � 0.065

� � 0.000086

t1 � 0.0004

t2 � 0.041

� � 0.00036666

t1 � 0.001159

t2 � 0.064110

B � 1.0000000001

� � 0.00007504

t1 � 0.000528

t2 � 0.044632

B � 1.0000000003



óçëîâ ïî àëãîðèòìó ÄÝ ñâèäå-

òåëüñòâóþò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåí-

òà áàëàíñíîñòè B , êîòîðûå îòëè÷à-

þòñÿ ìåíåå ÷åì íà 3 10 10� � îò åäè-

íèöû (B �1 â ñëó÷àå áàëàíñíîãî

ïðèáëèæåíèÿ).

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü

íàñêîëüêî ëó÷øå òî÷íîñòü êóñî÷-

íîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ

ñ àïïðîêñèìàöèåé îäíèì âûðàæå-

íèåì íà âñåì ïðîìåæóòêå ïðèáëè-

æåíèÿ, â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ïî-

ãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f x x( ) � äëÿ k � 0 (â ýòîì ñëó÷àå ñðàçó

ñòàðòóåò àëãîðèòì Å.ß. Ðåìåçà, ïîñêîëüêó ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [ , ]0 1 íå òðåáóåòñÿ).

Ïðèìåð 2. Íåîáõîäèìî ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ f x x( ) ln� íà ïðîìåæóòêå [ , ]1 2

êóñî÷íûì àïïðîêñèìàíòîì ñ òðåìÿ çâåíüÿìè âèäà r x21 ( ).

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ÄÝ (çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íàñòðîéêè:

Np � 30, k � 2, Fm � 0.4, Cr � 0.9, m �101, ÷èñëî çàïóñêîâ 10) ïîëó÷åí êóñî÷íûé

àïïðîêñèìàíò

ln

. . .

.

x

x x

�

� 
 





2 3860278 1 98971177 0 39631775

1 1 7825823

2

291
1

2 15497874 1 90613934 0 24966454

1

1

2

x
x t

x x

, ,

. . .

� �

� 
 



1 4148365376

1 92392967 1 77235596 0 15

1 2
.

, ,

. . .

x
t x t

x

� �

� 
 
 727880

1 1 1229564916
2

2

2
x

x
t x



� �

�

�

�
�
�

�

�
�
� .

, .

Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü ñåãìåíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ � � � �0 61757454 10 6. .

Îïòèìàëüíûå óçëû t1 è t2 , ïîãðåøíîñòè �1, �2 , �3 íà ñåãìåíòàõ è êîýôôèöèåíò

áàëàíñíîñòè B óêàçàíû â òàáë. 2. Òàì æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû,

ïðåäñòàâëåííûå â [13].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÷åáûøåâñêîãî êóñî÷íîãî äðîáíî-ðàöèî-

íàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, â êîòîðîì äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ

óçëîâ ðàçáèåíèÿ ïðîìåæóòêà àïïðîêñèìàöèè íà ñåãìåíòû èñïîëüçóåòñÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíàÿ ýâîëþöèÿ. Àëãîðèòì ÄÝ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ëó÷øèõ ñòîõàñòè÷åñ-

êèõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûé ñòàáèëüíî íàõîäèò îïòèìóì ôóíêöèè çà ìèíèìàëü-

íîå âðåìÿ âñëåäñòâèå ñïîñîáíîñòè äèíàìè÷åñêè ìîäåëèðîâàòü îñîáåííîñòè

ðåëüåôà îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, è ïðè ýòîì îí ïðîñò â ðåàëèçàöèè è èñ-

ïîëüçîâàíèè, òàê êàê ñîäåðæèò ìàëî ïàðàìåòðîâ, òðåáóþùèõ ïîäáîðà. Ðåçóëü-

òàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿ-

åò òî÷íåå íàõîäèòü çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ óçëîâ è ïîëó÷àòü ìåíüøóþ ïî-

ãðåøíîñòü ñåãìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëîæíûìè

äåòåðìèíèñòè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè. Â äàëüíåéøåì ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïëà-

íèðóåòñÿ ïðèìåíèòü äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ óçëîâ ÷åáûøåâñêîé àïïðîêñèìà-

öèè ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíûìè ñïëàéíàìè.
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Ò à á ë è ö à 2 . Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè

f x x( ) ln� íà îòðåçêå [ , ]1 2

Ðåçóëüòàòû
Äåòåðìèíèñòè-

÷åñêèé àëãîðèòì
Àëãîðèòì ÄÝ

t1 1.259965332 1.259921022

t2 1.587430001 1.587401041

�1 0.6183 � �10 6 0.61757414 � �10 6

�2 0.6174 � �10 6 0.61757454 � �10 6

�3 0.6175 � �10 6 0.61757445 � �10 6

B 1.0009 1.00000026
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Ë.Ï. Âàêàë, À.Î. Êàëåí÷óê-Ïîðõàíîâà, ª.Ñ. Âàêàë
Ï²ÄÂÈÙÅÍÍß ÅÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒ² ×ÅÁÈØÎÂÑÜÊÎ¯ ÑÅÃÌÅÍÒÍÎ¯
ÄÐÎÁÎÂÎ-ÐÀÖ²ÎÍÀËÜÍÎ¯ ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖ²¯

Àíîòàö³ÿ. Ïðåäñòàâëåíî àëãîðèòì ÷åáèøîâñüêî¿ ñåãìåíòíî¿ àïðîêñèìàö³¿
ç â³ëüíèìè âóçëàìè. ßê àïðîêñèìóþ÷³ ôóíêö³¿ íà ï³ä³íòåðâàëàõ âèêîðèñòî-
âóþòü ðàö³îíàëüí³ äðîáè. Äëÿ ïîøóêó îïòèìàëüíèõ âóçë³â çàñòîñîâóºòüñÿ
àëãîðèòì äèôåðåíö³àëüíî¿ åâîëþö³¿. Íàâåäåíî ÷èñåëüí³ ðåçóëüòàòè ùîäî
ñåãìåíòíî¿ àïðîêñèìàö³¿ ôóíêö³é ç îïòèìàëüíèìè âóçëàìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÷åáèøîâñüêà ñåãìåíòíà àïðîêñèìàö³ÿ, çàäà÷à áàãàòîâè-
ì³ðíî¿ íåë³í³éíî¿ îïòèì³çàö³¿, ðàö³îíàëüí³ äðîáè, îïòèìàëüí³ âóçëè, àëãî-
ðèòì äèôåðåíö³àëüíî¿ åâîëþö³¿.

L.P. Vakal, A.A. Kalenchuk-Porkhanova, E.S. Vakal
INCREASING THE EFFICIENCY OF CHEBYSHEV SEGMENT RATIONAL
FRACTIONAL APPROXIMATION

Adstract. An algorithm for Chebyshev segment approximation with free nodes
is presented. Rational fractions are used as approximating functions on
subintervals. The differential evolution algorithm is used to find optimal nodes.
Numerical results concerning segment approximation of functions with optimal
nodes are given.

Keywords: Chebyshev segment approximation, multidimensional nonlinear
optimization problem, rational fractions, optimal node, differential evolution
algorithm.

Âàêàë Ëàðèñà Ïåòðîâíà,
êàíäèäàò òåõí. íàóê, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ
Óêðàèíû, Êèåâ, e-mail: lara.vakal@gmail.com.

Êàëåí÷óê-Ïîðõàíîâà Àíæåëèíà Àëåêñååâíà,
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà
ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, e-mail: dep145@gmail.com.

Âàêàë Åâãåíèé Ñåðãååâè÷,
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò Êèåâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî,
e-mail: jvakal@gmail.com.

128 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 5


