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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ óíèôèöèðîâàííîå êîäèðîâàíèå óïîðÿäî÷åííûõ
áèíàðíûõ äåðåâüåâ ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè â âåðøèíàõ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ
ôîðì ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà
P a P Pn n n n� � �� �2 2 1 , ãäå P P a a1 2 3 41� � ; , , ... — íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïðîöå-
äóðû êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ ïðîñòû â ðåàëèçàöèè è èñïîëüçóþò ðåêóð-
ñèâíóþ òåõíèêó ïðÿìîãî îáõîäà äåðåâà ñïîñîáîì ïåðåáîðà â ãëóáèíó. Äàí
êðàòêèé îáçîð âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé òàêîãî êîäèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷ îáðà-
áîòêè äåðåâüåâ è êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèíàðíûå äåðåâüÿ, êîäèðîâàíèå äåðåâüåâ, ëèíåéíûå ðå-
êóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ïåðåäà÷è, õðàíåíèÿ è çàùèòû èíôîðìàöèè â îñíîâíîì

îðèåíòèðîâàíû íà ÷èñëîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ. Â òî æå âðåìÿ â ñâîåì áîëü-

øèíñòâå èíôîðìàöèÿ èìååò ñëîæíîñòðóêòóðèðîâàííóþ ïðèðîäó. Ïîýòîìó óíè-

âåðñàëüíîå ÷èñëîâîå êîäèðîâàíèå òàêèõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿåò îäíó èç àêòóàëü-

íûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîãî ýòàïà èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëî-

ãèé. Ïðåäëîæåííîå â äàííîé ðàáîòå óíèâåðñàëüíîå êîäèðîâàíèå óïîðÿäî÷åííûõ

äåðåâüåâ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè íàïðàâëåíî íà ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû.

Äåðåâüÿ ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ ñòðóêòóð äàííûõ, øèðîêî ïðèìåíÿå-

ìîé â ìíîãî÷èñëåííûõ êîìïüþòåðíûõ àëãîðèòìàõ. Ïîýòîìó èõ ÷èñëîâîå êîäè-

ðîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêîé èíòåðåñ

òàêæå ìîòèâèðóåòñÿ èíòåíñèâíûìè èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè õèìèè è áèîëîãèè

äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîäîáíûõ ìîëåêóëÿðíûõ è òàêñîíîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð,

èñïîëüçóþùèõ èåðàðõè÷åñêèå ìîäåëè ïðåäñòàâëåíèÿ.

Õîðîøî èçâåñòíî êîäèðîâàíèå íåîðèåíòèðîâàííûõ äåðåâüåâ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñëîâûõ ìåòîê âåðøèí. Îäíèì èç ïåðâûõ ïîäîáíîå

êîäèðîâàíèå ïðèìåíèë Ïðþôåð [1] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êýëè î êîëè÷åñ-

òâå íåîðèåíòèðîâàííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè. Âïîñëåäñòâèè ïîÿâèëîñü ìíîãî

óëó÷øåííûõ àëãîðèòìîâ ïîäîáíîãî òèïà [2–4]. Êîäèðîâàíèå Ïðþôåðà ïðåäïî-

ëàãàåò, ÷òî âñå ìåòêè âåðøèí ðàçíûå, à ñàì êîä äåðåâà ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè âñåõ ìåòîê, óïîðÿäî÷åííûõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.

Òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

íåóïîðÿäî÷åííûìè êîðíåâûìè äåðåâüÿìè è íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, îñíîâàííîå íà

ðàçëîæåíèè ÷èñåë â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë (Matula–Goebel bijection) [5, 6].

Äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ (ordinal trees) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

ñïîñîáîâ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ñïåöèàëüíûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ê íèì îòíîñÿòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðîâíåâûõ ÷èñåë ëèñòüåâ, ïå-

ðå÷èñëÿåìûõ ñëåâà íàïðàâî, ðàçíîîáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòîê, îòðàæàþ-

ùèå ïîðÿäîê îáõîäà âåðøèíû (pre-order tree traversal), ñêîáî÷íûå 0–1 ñòðîêè áè-

íàðíûõ äåðåâüåâ. Îáçîð ìåòîäîâ ãåíåðàöèè äåðåâüåâ, èñïîëüçóþùèõ èõ

ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äàí â êíèãå Ä. Êíóòà [7].

Íàñ èíòåðåñóåò ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà â âèäå îäíîãî ÷èñëà. Î÷åâèäíî, ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì íóìåðàöèè Êàíòîðà ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ìîæíî âçà-
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èìíî-îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü îäíèì ÷èñëîì. Ïîýòîìó òåîðåòè÷åñêè ëþáàÿ ÷èñ-

ëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîäèðóþùàÿ ñòðóêòóðó äåðåâà, ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ

êàê îäíî ÷èñëî. Íî òàêèå ÷èñëà íå îòðàæàþò èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû äåðåâüåâ,

ïîýòîìó áåñïîëåçíî èìè ìàíèïóëèðîâàòü.

Äðóãîé ïóòü ÷èñëîâîãî êîäèðîâàíèÿ äåðåâüåâ îñíîâàí íà ñîïîñòàâëåíèè èì

ïîðÿäêîâûõ ïîçèöèîííûõ íîìåðîâ â àëãîðèòìàõ ïåðå÷èñëåíèÿ. Òàêèå ôóíêöèè

ÿâíî ïðåäñòàâëåíû â [8–11]. Ïîäîáíîå êîäèðîâàíèå âû÷èñëèòåëüíî äîñòàòî÷íî

ñëîæíî è òàêæå íå îòðàæàåò ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ äåðåâüåâ.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ òåõíèêà ïðèïèñûâàíèÿ âåðøèíàì ïîääå-

ðåâüåâ íîìåðà ïîäñ÷åòîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì èçîìîðôèçìà äå-

ðåâüåâ è äðóãèõ ïîäîáíûõ ïðîáëåì [12–16]. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ äåðåâüåâ â ÷èñëà

íå ÿâëÿþòñÿ êîäèðîâàíèÿìè, òàê êàê íå èìåþò îáðàòíûõ ôóíêöèé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâîå ÷èñëîâîå êîäèðîâàíèå äëÿ áèíàðíûõ

äåðåâüåâ ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè â âåðøèíàõ. Êîäèðîâàíèå çàäàåò áèåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå äåðåâüåâ â ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ëèíåéíûõ áèíàðíûõ ôîðì îò ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ êîäèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ

ëèíåéíûõ ôîðì Ôèáîíà÷÷è. Ïðåäëàãàåìîå êîäèðîâàíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ èåðàðõè-

÷åñêîé ñòðóêòóðîé äåðåâà â òîì ñìûñëå, ÷òî êîä äåðåâà ñòðîèòñÿ ïî êîäàì ñûíî-

âåé êîðíåâîé âåðøèíû. Ïðîöåäóðû êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ ïðîñòû â ðåàëè-

çàöèè è èñïîëüçóþò ñòàíäàðòíóþ ðåêóðñèâíóþ òåõíèêó ïðÿìîãî îáõîäà äåðåâà

ñïîñîáîì ïåðåáîðà â ãëóáèíó (pre-oder depth-first tree traversal).

Ïðåäëàãàåìîå êîäèðîâàíèå äåðåâüåâ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè äàåò óíèôèöè-

ðîâàííûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîèñêîì,

ïåðåäà÷åé è îáðàáîòêîé èíôîðìàöèè â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïðåäñòàâëåíèÿ

äàííûõ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîèçâîëüíûå äåðåâüÿ ëåãêî ìîäåëèðóþòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ áèíàðíûõ äåðåâüåâ. Îäíèì èç âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ ïîäîáíîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Êíóòà — ïîñòðîåíèå ïî âõîäíîìó äåðåâó

òàê íàçûâàåìîãî left-child right-sibling áèíàðíîãî äåðåâà. Â ñâîþ î÷åðåäü, ãðàôî-

âûå ñòðóêòóðû ìîäåëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ íàêðûâàþùèõ äåðåâüåâ. Ïîýòîìó

âîçìîæíî ïðèìåíåíèå äàííîãî ïîäõîäà äëÿ êîäèðîâàíèÿ ãðàôîâ. Ïðåäëàãàåìîå

êîäèðîâàíèå îïòèìàëüíî â îòíîøåíèè áèòîâîé äëèíû êîäà ê ÷èñëó âåðøèí ïðè

êîäèðîâàíèè âñåõ äåðåâüåâ, à òàêæå äëÿ ïëîòíûõ äåðåâüåâ, ó êîòîðûõ ÷èñëî âåð-

øèí ïðèáëèæàåòñÿ ê ÷èñëó 2k , ãäå k — ãëóáèíà äåðåâà.

Ïîä áèíàðíûì äåðåâîì ïîíèìàåì êîðíåâóþ óïîðÿäî÷åííóþ èåðàðõè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó, â êîòîðîé êàæäàÿ íå êîíöåâàÿ âåðøèíà èìååò ëèáî äâóõ ïîòîìêîâ,

ëèáî îäíîãî ëåâîãî èëè îäíîãî ïðàâîãî ïîòîìêà.

Â óïðîùåííîì âàðèàíòå êîäèðîâàíèÿ ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ëåãêî ìîäèôè-

öèðóåòñÿ äëÿ êîäèðîâàíèÿ êîðíåâûõ áèíàðíûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ äåðåâüåâ.

ËÈÍÅÉÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ×ÈÑËÎÂÛÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ

Â êîìïüþòåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë èìååò âàæíîå çíà÷å-

íèå è âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè.

Íàèáîëåå èçâåñòíû òðàäèöèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî

ñòåïåíÿì çàäàííîãî áàçèñíîãî ÷èñëà. Àðõèòåêòóðà ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëü-

íûõ óñòðîéñòâ â îñíîâíîì áàçèðóåòñÿ íà äâîè÷íîé àðèôìåòèêå. Òàêæå ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíîé òðèòîâàÿ àðèôìåòèêà. Ñóùåñòâóþò àääèòèâíûå ôîð-

ìû ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë. Íàèáîëåå èçâåñòíàÿ èç íèõ — ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë â

âèäå ñóìì ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Â ðàáîòàõ [17–19] ìû ðàçâèâàåì èåðàðõè÷åñêèé

ïîäõîä ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â äâóõáàçèñíûõ ñèñòåìàõ. Ñòàíäàðòíûå êëàññè÷åñ-

êèå ñòåïåííûå è ìíîãèå äðóãèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
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òàêîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ÷èñåë. Â ýòèõ ðàáîòàõ ìû âûâîäèì äâóõáàçèñíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå ÷èñåë, èñïîëüçóÿ ïðîñòûå èñõîäíûå êîìïîíåíòû: äâå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ÷èñåë (áàçèñû) è ëèíåéíûå äâóõàðãóìåíòíûå ôîðìû îò ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ

ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ðåêóðñèâíàÿ äåêîìïîçèöèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà

â ëèíåéíûå áèíàðíûå ôîðìû îïðåäåëÿåò ôîðìó çàäàíèÿ ÷èñëà.

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ñòàòüå ÷èñëà ïðèíàäëåæàò íàòóðàëüíîìó ðÿäó,

îáîçíà÷åííîìó N . Ïîýòîìó äàëåå â òåêñòå ýòî ïðåäïîëàãàåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû äâå áåñêîíå÷íûå íóìåðîâàííûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ÷èñåë: U u u� 1 2, , ... è V � � �1 2, , ... Âûðàæåíèå âèäà au bn n� � , ãäå

u U Vn n� �, � , íàçûâàåì ëèíåéíîé ( , )U V -ôîðìîé.

Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà x â âèäå

x au bn n� � � (1)

íàçûâàåì ëèíåéíûì ( , )U V -ïðåäñòàâëåíèåì.

Åñëè äëÿ âñåõ èíäåêñîâ n un nHOÄ( , )� �1 , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòèU è V íà-

çûâàåì îðòîãîíàëüíûìè, è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå U V� .

Èç àëãîðèòìà Åâêëèäà íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî åñëè U V� ,

òî äëÿ ëþáîãî x ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå (1). Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé,

êîãäà â (1) êîýôôèöèåíòû a è b — íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Ëèíåéíóþ ôîðìó (1) íàçûâàåì ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé, åñëè

a b� �0 0, . Äëÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûõ ôîðì ÷èñëî n â (1) íàçûâàåì

ðàíãîì ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà x (1)

ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà âûäåëÿåì äâà ñïåöèàëüíûõ âèäà. Â ïåðâîì ñëó÷àå èç âñåõ

âîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé (1) êîýôôèöèåíò a — ìèíèìàëüíûé (b — ìàêñèìàëü-

íûé). Âî âòîðîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò a — ìàêñèìàëüíûé (b — ìèíèìàëüíûé). Â

ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå (1) ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà íàçûâàåì ëåâûì êàíîíè-

÷åñêèì, à âî âòîðîì — ïðàâûì êàíîíè÷åñêèì.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

x a k u b kun n n n� � �( ) ( )� �� ,

ïðåäñòàâëåíèå (1) ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê ëåâîìó èëè

ïðàâîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ëåâîì êàíîíè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 0	 
a n� , à â ïðàâîì êàíîíè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè — íåðàâåíñòâà 0	 a è 0 
 
b un . Î÷åâèäíî, åñëè U V� , òî ëåâîå

(ïðàâîå) êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäå-

ëåííîå ïðåäñòàâëåíèå (1), òî ïàðó ( , )U V íàçûâàåì äâóõáàçèñíîé ñèñòåìîé ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ÷èñåë (ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ) ñ áàçèñàìè U è V .

Ôîðìóëà (1) äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ìàêñèìàëüíûå ôîðìû ïðè ðåêóðñèâíîì ïðè-

ìåíåíèè ê ïðîìåæóòî÷íûì êîýôôèöèåíòàì a è b ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåò ñòðóê-

òóðó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà â îðèåíòèðîâàííîå áèíàðíîå äåðåâî.

Òàêîå äåðåâî íàçûâàåì ëèíåéíûì ( , )U V -äåðåâîì ÷èñëà x è îáîçíà÷àåì åãî

�U V x, ( ). Îáùàÿ ðåêóðñèâíàÿ ñòðóêòóðà äåðåâà �U V x, ( ) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè

un n	 � è
� n

nu
c� 	1 , (2)

ãäå c — êîíñòàíòà, òî, êàê ëåãêî äîêàçàòü, ãëóáèíà ëèíåéíîãî äåðåâà �U V x, ( )

îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé 0(log log )x .

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âûáèðàåòñÿ îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë U u u� 1 2, , ...

Âòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü V çàäàåòñÿ ñäâèãîì U íà îäíó ïîçèöèþ âëåâî,
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� n nu n� ��1 1 2, , , ... Â ýòîì ñëó÷àå ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ çàäàíèå ÷èñåë ëèíåéíûìè

ôîðìàìè âèäà au bun n� �1.

Òàê, ëèíåéíûå ôîðìû Ôèáîíà÷÷è çà-

äàþòñÿ ëèíåéíûìè âûðàæåíèÿìè âèäà

aF bF a bn n� � ��1 0 0, , , ãäå Fn îáîçíà÷à-

åò n-å ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ëèíåéíûõ äåðåâüåâ

äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà âòîðîé áàçèñ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñäâèãîì îñíîâíîé áàçèñíîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè U , èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå T xU ( ).

ËÈÍÅÉÍÛÅ ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÅ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ È ËÈÍÅÉÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Êàê áûëî ïîêàçàíî, äâóõáàçèñíûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò îñóùåñòâëÿòü

ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â áèíàðíûå äåðåâüÿ. Íàøà çà-

äà÷à — îñóùåñòâèòü îáðàòíîå ïîñòðîåíèå. Íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü òàêèå áàçè-

ñû U è V , ïðè êîòîðûõ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áèíàðíîãî äåðåâà �, ìîæíî îäíî-

çíà÷íî íàéòè òàêîå ÷èñëî x, ÷òî � �U V x, ( ) T. Òîãäà x áóäåò ÷èñëîâûì êîäîì

äåðåâà � . Ïðåäëîæèì ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû äëÿ áàçèñîâ, çàäàâàåìûõ ñî-

ñåäíèìè ÷ëåíàìè ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü

A a a� 3 4, , ... (3)

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ai � 0. Íóìå-

ðàöèÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî íîìåðà, âûáðàíà äëÿ

óäîáñòâà çàïèñè ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � � P P1 2, , ... îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P P1 2 1� � , P a P Pn n n n� �� �1 2 , n � 2. (4)

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå ëèíåéíûå ôîðìû âèäà

x aP bP a bn n� � � ��1 0 0, , . (5)

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ (5).

1. ×èñëà Pn è Pn�1 âçàèìíî ïðîñòû.

2. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà x ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåí-
íîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà (5) ðàíãà 2, x xP� 2 . Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4) ÿâëÿ-
åòñÿ ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ.

3. Åñëè äëÿ ÷èñëà x ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîå ïðåäñòàâëåíèå
ðàíãà n , òî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4) äëÿ x ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåí-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìåíüøèõ ðàíãîâ n k k n� 	 
 �, 0 2.

Óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè êàíîíè÷åñêîé ëèíåéíîé ôîðìû äàíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïðåäñòàâëåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ ëåâîêàíîíè÷åñêîé ôîðìîé ìàêñè-
ìàëüíîãî ðàíãà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

b

a
a P

n
n

�
�	 	

2
1. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (5) — ìàêñèìàëüíàÿ ëåâîêàíîíè-

÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà. Òîãäà èç óñëîâèÿ ëåâîêàíîíè÷íîñòè ñëåäóåò a Pn	 �1.

Èç (4) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

x a P a P bP b a a P aPn n n n n n n� � � � � �� � � � � � �( ) ( )2 2 1 1 2 1 2 .

Òàêèì îáðàçîì, â ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíîé ôîðìå (5) ðàíãà n âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå b a an� 	� 2 0 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ (6).
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Ðèñ. 1. Ëèíåéíîå äåðåâî �U V x, ( )

� �U V x, ( )

x

un �n

�U V a, ( ) �U V b, ( )



Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (6) è äëÿ ÷èñ-
ëà x, çàäàííîãî â ôîðìå (5), ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîå ïðåäñòàâëå-
íèå ðàíãà áîëüøåãî, ÷åì n . Òîãäà äëÿ x ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîå
ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ðàíãà n �1:

x dP cP dn n� � �� �1 2 0, .

Ïîñêîëüêó x d kP P c kP Pn n n n� � � �� � � �( ) ( )2 1 1 2 , òî, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c Pn	 �1. Ïîëó÷àåì

x aP bP dP c a P P cP d a c Pn n n n n n n n n� � � � � � � �� � � � � �1 1 2 1 2 1( ) ( ) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a c Pn �mod 1, à çíà÷èò, a c� . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
b d a an� � � 2 . Äàííûé ôàêò ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó a a bn� �2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4). Ðàçëîæåíèå ÷èñëà x â ëåâî-
êàíîíè÷åñêóþ ëèíåéíóþ ôîðìó (5) ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ
O x(log ) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

À: Åñëè x aP bP a sP sm m m� � � �� �1 1 1, , ,

òî x a sP P b sP Pm m m m� � � �� �( ) ( )1 1.

Â: Åñëè x aP bP b a am m m� � �� �1 2, , òî

x b a a P aPm m m� � �� � �( )2 1 2 .

Â ïðåîáðàçîâàíèè À â êà÷åñòâå s ìîæíî âûáðàòü âåëè÷èíó
a

Pm�

�

�
�

�

�
�

1

. Ïðåîá-

ðàçîâàíèå À óâåëè÷èâàåò âòîðîé êîýôôèöèåíò â ôîðìå (5), à ïðåîáðàçîâà-
íèå Â óâåëè÷èâàåò ðàíã. Ñòàðòîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ x xP� 2 . Çàòåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ À è Â äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîë-
íèòñÿ óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè ëèíåéíîé ôîðìû (6).

Íà êàæäîì øàãå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé À èëè Â âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè-
÷åííîå ÷èñëî ïðîñòûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. ×èñëî ïðèìåíåíèé ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Â îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ðàíãîì n ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà x. Èç (5) ñëå-
äóåò íåðàâåíñòâî ( )a b P xn� 
 , îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî P xn 	 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ n-ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è F âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

F P Fn n n

n


 � �
�

, ,
�

�

5

1 5

2
,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

n
x

c n x c	 � 	 �
log

log
, . log2

2
2144

�
,

ãäå c — íåáîëüøàÿ âû÷èñëèìàÿ êîíñòàíòà.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Áîãàòûì èñòî÷íèêîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (4) ÿâëÿþòñÿ ÷èñëèòåëè è çíàìåíà-

òåëè öåïíûõ äðîáåé a

a
a

0

1
2

1

1
�

�
��

. Êàê èçâåñòíî, ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè öåï-

íûõ äðîáåé (êðîìå ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ) çàäàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
âèäà (4). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãåíåðàöèè áàçîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü èçâåñòíûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü êâàäðàòè÷íûõ èððà-

öèîíàëüíîñòåé âèäà n. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè öåïíûõ äðîáåé êâàä-

ðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé (òåîðåìà Ëàãðàíæà) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îãðà-
íè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè öåïíûõ
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äðîáåé â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðîâ äëÿ (3) çíà÷åíèÿ ÷èñåë ai â îñíîâíîì íåâåëèêè. Ñîã-

ëàñíî òåîðåìå Ãàóññà–Êóçüìèíà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ a ki � ìåíüøå
1

22k ln
[20].

Äëÿ ÷èñåë, çàäàâàåìûõ ëèíåéíûìè ôîðìàìè âèäà (5), âîçìîæíî ïîñòðîåíèå
îïòèìàëüíûõ ëèíåéíûõ äåðåâüåâ ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðîå íåçíà÷èòåëüíî îò-
ëè÷àåòñÿ îò îáùåé ñòðóêòóðû äåðåâà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1. Ïðè çàäàíèè ÷è-
ñåë ëèíåéíûìè ôîðìàìè ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (4) ïîä ëèíåéíûì
äåðåâîì ïîíèìàåì äåðåâî, ïîëó÷àåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü � — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4) è x aP bPn n� � �1 çàäàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé
ëåâîêàíîíè÷åñêîé ôîðìîé. Òîãäà äåðåâî T x� ( ) îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Àëãîðèòì Integer_to_Tree

1. Åñëè x �1 , òî äåðåâî T x� ( ) ñîñòîèò èç îäíîé èçîëèðîâàííîé âåðøèíû.
2. Åñëè a b� �0 0, , òî êîðíåâàÿ âåðøèíà ñ ÷èñëîì x, ãäå x aP bPn n� � �1 —

ìàêñèìàëüíîå ëåâîêàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ x, èìååò ëåâîå ïîääåðåâî

T a
b

an
� �

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

� 2

è ïðàâîå ïîääåðåâî T b� ( ).

3. Åñëè b � 0 , n — íå÷åòíî, x �1 , òî âåðøèíà ñ êîäîì x èìååò òîëüêî îäíîãî
ïðàâîãî ñûíà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äåðåâà T a� ( ) .

4. Åñëè b � 0 , n — ÷åòíî, x �1 , òî âåðøèíà ñ êîäîì x èìååò òîëüêî îäíîãî
ëåâîãî ñûíà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äåðåâà T a� ( ).
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Ðèñ. 2. Ïðîöåññ êîíñòðóèðîâàíèÿ ëèíåéíîãî äåðåâà Ôèáîíà÷÷è äëÿ ÷èñëà 15411 (à); â âåðøèíàõ
ëèíåéíîãî äåðåâà ñîõðàíÿþòñÿ ðàíãè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíûõ ðàçëîæåíèé (á)

à

á

F11 F12

F2

F6

F3

F6F5

F2

F7

1

15411

21

92 31

1 4

1

2

1

2

3

1

1

1 2

6 5

11



Ðåøåíèå çàäà÷è êîäèðîâàíèÿ äåðåâüåâ íàèáîëåå ïðîñòî ðåøàåòñÿ ïðè âûáî-

ðå â êà÷åñòâå (4) ðÿäà Ôèáîíà÷÷è F F F F1 2 3 41 1 2 3� � � �, , , ,� Â ýòîì ñëó÷àå

âñå ai �1 .

Íà ðèñ. 2 äàí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî äåðåâà Ôèáîíà÷÷è äëÿ ÷èñëà

15411. Ïîÿñíåíèÿ ê ðèñ. 2, a:

15411 123 31 92 123 31 5 4 4 2 1 5 411 12 6 7 3� � � � � � � � �F F F F F, , , ,

31 3 2 1 3 2 2 25 6 2� � � � �F F F, , .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè èçâåñòíû ÷èñëà a
b

a
b

n

�
�

�
�

�

�
�

� 2

, , n è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �,

òî ìîæíî ëåãêî âîññòàíîâèòü ÷èñëî x aP bPn n� � �1. Ïîýòîìó, çíàÿ òîëüêî ñòðóê-

òóðó äåðåâà T x� ( ) è ðàíãè n, çàïîìèíàåìûå â âåðøèíàõ, ìîæíî îäíîçíà÷íî âîñ-

ñòàíîâèòü ÷èñëî x â êîðíåâîé âåðøèíå. Òàê, ëèíåéíûì äåðåâîì Ôèáîíà÷÷è ÷èñ-

ëà 15411 áóäåò äåðåâî, ãäå â âåðøèíàõ ñîõðàíÿþòñÿ ðàíãè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàê-

ñèìàëüíûõ ðàçëîæåíèé (ðèñ. 2, á).

ÊÎÄÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÅÐÅÂÜÅÂ ËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÔÎÐÌÀÌÈ

Ïðè ðàññìîòðåíèè äåðåâüåâ èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Åñëè � — âåðøèíà äåðåâà � , òî �� left — åå ëåâûé íåïîñðåäñòâåííûé ïîòî-

ìîê, à ��right — ñîîòâåòñòâóþùèé ïðàâûé ïîòîìîê; �� — ïîääåðåâî ñ êîðíåì �;

� �� �
left right, — ïîääåðåâüÿ äåðåâà � ñ êîðíåâûìè âåðøèíàìè �� left è �� right ñîîò-

âåòñòâåííî; root — êîðíåâàÿ âåðøèíà äåðåâà � . Â äàííîì ðàçäåëå

ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå ìåòîê â âåðøèíàõ.

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4), a è b — ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà; n — íàè-

ìåíüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî a
b

a
P

n
n�

�

�
��

�

�
��	

�
�

2
1. Òîãäà

a
b

a
P bP

n
n n�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�
2

1 (7)

ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ëåâîêàíîíè÷åñêîé ëèíåéíîé ôîðìîé. Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ôîðìû î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû 2,

b

a
a

b

a
P

n n
n

� �
�	 �

�

�
�

�

�
� 	

2 2
1. Ïîýòîìó åñëè a è b èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êîäû

ïîääåðåâüåâ ��
left è ��

right , ñâÿçàííûõ ñ êîðíåâîé âåðøèíîé �, òî êîä äåðåâà

�� ìîæíî çàäàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (7).

Êîäèðîâàíèå äåðåâà � îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì ïîäúåìîì ïî äåðåâó îò

ëèñòüåâ ê êîðíþ. Ïðè ýòîì âû÷èñëÿåòñÿ ìåòêà òåêóùåé âåðøèíû � , êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ êîäîì ïîääåðåâà �� . Ëèñòüÿì äåðåâà � ïðèñâàèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ìåòêà 1.

Ïðè äåêîäèðîâàíèè ïîñëå ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà-êîäà òåêóùåé âåðøèíû � â ëå-

âîêàíîíè÷åñêóþ ëèíåéíóþ ôîðìó äëÿ íàõîæäåíèÿ êîäîâ ïîääåðåâüåâ ��
left è

��
right ñëåäóåò ñîîòâåòñòâåííî èç ïåðâîãî êîýôôèöèåíòà âû÷åñòü âòîðîé, äåëåí-

íûé íà an� 2 , à êîäîì ��
right ñ÷èòàòü âòîðîé êîýôôèöèåíò.

Äëÿ ðàçëè÷èÿ íàïðàâëåííîñòè îäèíî÷íûõ ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç âåðøèí, áó-

äåì èñïîëüçîâàòü ïðèçíàêè ÷åòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäåêñîâ n . Êîä aPn ïðè

÷åòíûõ n èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïåðåõîä ê åäèíñòâåííîìó ëåâîìó ïîòîìêó ñîîò-

âåòñòâóþùåé âåðøèíû. Ïðè íå÷åòíûõ n òàêîå çíà÷åíèå êîäà îçíà÷àåò ïåðåõîä ê

ïðàâîìó ïîòîìêó.
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Ïñåâäîêîä ôóíêöèè êîäèðîâàíèÿ äåðåâà treetointeger èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Function treetointeger (var �: vertex of a tree �): integer;
var a b, : integer;

begin
1. If � is a leaf then treetointeger � 1;
2. If � has two sons �� left and �� right then do the following:

2.1. a treetointeger left� �( )� ; b treetointeger right� �( )� ;

2.2. Find the smallest integer n such that a
b

a
P

n
n� 	

�
�

2
1;

2.3. treetointeger � �
�

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�
�

�a
b

a
P bP

n
n n

2
1;

3. If � has only one left son �� left then do the following:
3.1. a treetointeger left� �( )� ;
3.2. If a � 1 then treetointeger aPn� , where n is the smallest even

integer such that a Pn	 �1;
3.3. If a � 1 then treetointeger P� 4 ;

4. If � has only one right son ��right then do the following:
4.1. a treetointeger right� �( )� ;
4.2. If a � 1 then treetointeger aPn� , where n is the smallest odd

integer such that a Pn	 �1 ;
4.3. If a � 1 then treetointeger P� 3 ;

end.
Àëãîðèòì êîäèðîâàíèÿ äåðåâà � èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Àëãîðèòì Tree_ to_ Integer

Âõîä: äåðåâî � , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �;
Ðåçóëüòàò: êîä äåðåâà � ;
begin
ðåçóëüòàò � treetointeger root( ) ;
end.

Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
b

a
a

b

a
P

n n
n

� �
�	 �

�

�
�

�

�
� 	

2 2
1 .

Â ñèëó òåîðåìû 1 êîä êàæäîé âåðøèíû çàäàåòñÿ ëåâîêàíîíè÷åñêîé ìàêñèìàëü-
íîé ôîðìîé îò êîäîâ a è b ñîîòâåòñòâóþùèõ ñûíîâåé.

Íà ðèñ. 3 äàí ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ äåðåâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíûõ ôîðì

Ôèáîíà÷÷è. Íà ðèñ. 3, á âåðøèíå � 8 ñîïîñòàâëåíî â êà÷åñòâå êîäà ÷èñëî

7 2 3 4� �F F . Âåðøèíå � 5 ñîïîñòàâëåíî êîäîâîå çíà÷åíèå 163 2 7 76 7� � �( ) .F F

Ïåðâîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è, áîëüøåå 9, ðàâíî F7 13� . Âåðøèíå � 2 ñîïîñòàâëåíî

÷èñëî 3 15 55 5F F� �, . Ýòî ïåðâîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è ñ íå÷åòíûì íîìåðîì òàêîå,

÷òî 3 6	 F . Ôîðìà 3 5F ÿâëÿåòñÿ ëåâîêàíîíè÷åñêîé è èìååò ðàíã 5.

Äåêîäèðîâàíèå ÷èñëà-êîäà îñóùåñòâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì êîíñòðóèðîâàíèåì

äåðåâà � îò êîðíÿ ê ëèñòüÿì. Íà ïåðâîì øàãå ôîðìèðóåòñÿ ñòàðòîâûé êîðåíü äåðå-

âà, ñ êîòîðûì ñâÿçûâàåòñÿ ÷èñëî-êîä. Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ

ïî òåêóùåé ïàðå ( , )� c , ãäå � — òåêóùàÿ ñôîðìèðîâàííàÿ âåðøèíà, à c — åå êîäî-

âîå çíà÷åíèå, âûïîëíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå c aP bPn n� � �1 â ìàêñèìàëüíóþ ëåâîêàíî-

íè÷åñêóþ ôîðìó. Êîýôôèöèåíòàìè ýòîé ôîðìû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

íàïðàâëåííûå ïîòîìêè âåðøèíû � è çíà÷åíèÿ èõ òåêóùèõ êîäîâ. Âåëè÷èíà

a
b

an

�
�

�
�

�

�
�

� 2

çàäàåò êîä ëåâîãî ïîääåðåâà, à b — êîä ïðàâîãî ïîääåðåâà. Ôîðìàëüíàÿ

çàïèñü àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà, ïîýòîìó çäåñü îïóñêàåòñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà Tree_ to_ Integer ëåãêî

ìîäèôèöèðóåòñÿ äëÿ êîäèðîâàíèÿ êîðíåâûõ áèíàðíûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ äåðåâü-

åâ. Â ýòîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè äåëàòü ðàçëè÷èå ìåæäó ëåâûì è ïðàâûì ñû-

íîâüÿìè.
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Êîäèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Åñëè âåðøèíà � ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé âåðøèíîé äåðåâüåâ �1 è �2 ñ êîäàìè a è b

ñîîòâåòñòâåííî, òî êîäîì äåðåâà �� ñëóæèò ÷èñëî x a
b

a
P bP

n
n n� �

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�
2

1,

ãäå n — íàèìåíüøèé íîìåð òàêîé, ÷òî a
b

a
P

n
n�

�

�
�

�

�
� 	

�
�

2
1.

2. Åñëè âåðøèíà � èìååò îäíîãî ñûíà w è êîäîì äåðåâà �w ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî a,

òî êîäîì �� ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî aPn , ãäå n — íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî a Pn	 �1.

3. Êîäîì ëèñòîâîé âåðøèíû ñëóæèò ÷èñëî 1.

Äåêîäèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.

Ïðè äåêîäèðîâàíèè ïî êîäó x cP dPn n� � �1 âåðøèíû � îäíîçíà÷íî âîññòà-

íàâëèâàþòñÿ ÷èñëà a c
d

an

� �
�

�
�

�

�
�

� 2

è b d� , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîäàìè ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ïîääåðåâüåâ.
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Ðèñ. 3. Èñõîäíîå äåðåâî äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîäà (à); ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ êîäà äåðåâà ñ èñïîëüçîâàíèåì
ëèíåéíûõ ôîðì Ôèáîíà÷÷è (á)
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Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííûõ äåðåâüåâ êîä âåðøèíû � ìîæåò

áûòü ïîëó÷åí äâóìÿ ñïîñîáàìè:

x a
b

a
P b P

n
n n1

2
1� �

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

� è x b
a

a
P aP

m
m m2

2
1� �

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

� ,

ãäå m — íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî b
a

a
P

m
m�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
	

�
�

2
1.

Ïðè äåêîäèðîâàíèè îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïàðà ÷èñåë a è b.

ÊÎÄÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÅÐÅÂÜÅÂ Ñ ÌÅÒÊÀÌÈ Â ÂÅÐØÈÍÀÕ

Êîäèðîâàíèå äåðåâüåâ ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè â âåðøèíàõ ñâîäèòñÿ ê äâîéíî-

ìó êîäèðîâàíèþ. Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ êîä äåðåâà �� , çàòåì êîäèðóåòñÿ ïàðà

(êîä( ), )�� �k , ãäå k� — çàäàííàÿ ÷èñëîâàÿ ìåòêà âåðøèíû � . Òàêèì îáðà-

çîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êîäèðîâàíèþ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Êàíòîðà áèåêòèâíîãî êîäèðîâàíèÿ ÷èñëîâûõ ïàð èìååò âèä

( , )
( )( )

a b
a b a b

b�
� � �

�
1

2
.

Ìû ïðåäëàãàåì áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò êîäèðîâàíèÿ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü � — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, çàäàâàåìûõ ëèíåéíûìè ðåêóððåíòíû-

ìè ñîîòíîøåíèÿìè âèäà (4). Ïàðå ( , )a b ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè ÷èñëî c :

( , ) ( )a b c a b P bPn n� � � � �1, (8)

ãäå n — òàêîé íîìåð, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå a b Pn� 	 �1. Î÷åâèä-

íî, ÷òî ëèíåéíàÿ ôîðìà ( )a b P bPn n� � �1 — ìàêñèìàëüíàÿ. Ïîýòîìó, ðàñêëà-

äûâàÿ c â ëèíåéíóþ ôîðìó (8), íàõîäèì a è b .

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÜ ÊÎÄÈÐÎÂÀÍÈß

Ðàññìîòðèì äëèíó êîäà äåðåâà, çàäàâàåìîãî àëãîðèòìîì Tree_to_Integer.

Äëÿ ëèíåéíîé ôîðìû, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò êîä òåêóùåé âåðøèíû, ÷èñëî n âû-

áèðàëîñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà P a
b

a
Pn

n
n
 �

�

�
�

�

�
� 	

�
�

2
1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êîäà ïðè ïåðåõîäå îò íåïîñðåäñòâåííûõ ïîòîì-

êîâ ê âåðøèíå-îòöó çíà÷åíèå êîäà âîçðàñòàåò ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó. Ñëåäîâà-

òåëüíî, åñëè ãëóáèíà äåðåâà ðàâíà k, òî áèòîâàÿ äëèíà êîäîâîãî ÷èñëà áóäåò âåëè÷è-

íîé ïîðÿäêà 2k .

Îáîçíà÷èì S k( ) êîëè÷åñòâî âñåõ âîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ áèíàðíûõ äå-

ðåâüåâ ãëóáèíû, íå ïðåâûøàþùåé ÷èñëà k k, � 1. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: êîðíåâàÿ

âåðøèíà èìååò îäíîãî ëåâîãî ïîòîìêà, îäíîãî ïðàâîãî ïîòîìêà èëè äâóõ ïîòîì-

êîâ. Äåðåâüÿ ñ êîðíÿìè â âåðøèíàõ-ïîòîìêàõ èìåþò ãëóáèíó, íå ïðåâûøàþùóþ

k �1. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ ãëóáèíû, íå ïðåâûøàþùåé k, îïðå-

äåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

S k S k S k S k( ) ( ) ( ) ( ( ) )� � � � � � � �2 1 1 1 1 12 2 .

Îòñþäà ïîëó÷àåì S k
k

( ) � �2 12 . Åñëè èñïîëüçîâàòü â ïîäñ÷åòå êîðíåâóþ âåð-

øèíó, ðàññìàòðèâàåìóþ êàê äåðåâî ãëóáèíû 0, òî ïîëó÷èì ôîðìóëó S k
k

( ) � 22 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå â öåëûå
÷èñëà âñåõ áèíàðíûõ äåðåâüåâ ãëóáèíû, íå ïðåâûøàþùåé k , è ïðè ýòîì îãðàíè-
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÷èòüñÿ òîëüêî ÷èñëàìè ñ áèòîâîé äëèíîé, ìåíüøåé 2k . Ïîýòîìó ïðåäëàãàåìîå
÷èñëîâîå ïðåäñòàâëåíèå îïòèìàëüíî ïðè êîäèðîâàíèè âñåõ äåðåâüåâ èëè îòäåëü-

íûõ ïëîòíûõ äåðåâüåâ, ó êîòîðûõ ÷èñëî âåðøèí ïðèáëèæàåòñÿ ê âåëè÷èíå 2k .
Îäíàêî âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàþò íåïëîòíûå äåðåâüÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷àñòè÷íîå êîäèðîâàíèå ïîääåðåâüåâ ñ ïîìîùüþ ìîäè-
ôèöèðîâàííîé ïðîöåäóðû Tree_to_Integer.

Êîäîì äåðåâà áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè
êîäàìè ïîääåðåâüåâ, âûäåëÿåìûõ èç îñíîâíîãî äåðåâà. Âûáîð ýòèõ ïîääåðåâüåâ çà-
âèñèò îò ñòðàòåãèè êîäèðîâàíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì âíóòðåííèõ âåðøèí, â êî-
òîðûõ ïðåðûâàåòñÿ îñíîâíîå êîäèðîâàíèå. Äåòàëüíîå îïèñàíèå ïðîöåäóð êîäèðîâà-
íèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ òàêîé ñèòóàöèè âûõîäèò çà ïðåäåëû íàñòîÿùåé ðàáîòû.

ÂÎÇÌÎÆÍÛÅ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû äàåì òîëüêî êðàòêèé íàáðîñîê âîçìîæíûõ ïðèëîæå-
íèé ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà êîäèðîâàíèÿ.

Ñæàòèå è ïîèñê ïîääåðåâüåâ. Äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ äåðåâüåâ ñóùåñòâóåò øèðî-
êèé êëàññ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìàíèïóëÿöèÿìè íàä ïîääåðåâüÿìè: ïîèñê âñåõ ïîääå-
ðåâüåâ, èçîìîðôíûõ çàäàííîìó, ïîèñê íàèáîëüøåãî îáùåãî ïîääåðåâà, ïîèñê íàè-
áîëåå ÷àñòî ïîâòîðÿþùåãî ïîääåðåâà, óñòàíîâëåíèå èçîìîðôèçìà äåðåâüåâ, ñæàòèå
äåðåâüåâ. Äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ñâîäèò çàäà÷ó äëÿ äåðåâüåâ ê
çàäà÷å íàä ÷èñëàìè-êîäàìè, ÷òî óíèôèöèðóåò è óïðîùàåò ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà òàêîãî êëàññà çàäà÷ ðàññìîòðèì ñæàòèå äåðåâüåâ áîëåå äåòàëüíî.

Îáû÷íî ñæàòèå ñòðóêòóðèðîâàííûõ äàííûõ ïðîèñõîäèò çà äâà ýòàïà. Ñæà-
òèå äàííûõ è ñæàòèå ñòðóêòóðû ïðîèñõîäèò òàì, ãäå ýòè äàííûå õðàíÿòñÿ. Â ýòîì
ñìûñëå äåðåâüÿ ïðîÿâëÿþò äâîéñòâåííóþ ñòðóêòóðó. Îíè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ñòðóêòóðíîé îðãàíèçàöèè äàííûõ, íî òàêæå ñàìè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñïåöèôè÷åñ-
êóþ èíôîðìàöèþ, íàïðèìåð ñëîâàðè, äåðåâüÿ ïèêñåëîâ, XML-äåðåâüÿ, äåðåâüÿ
ãðàììàòè÷åñêîãî ðàçáîðà ïðåäëîæåíèé, õýø-äåðåâüÿ è ò.ä.

Ñæàòèå äåðåâüåâ áàçèðóåòñÿ â îñíîâíîì íà íàõîæäåíèè îäèíàêîâûõ ïîääåðåâü-
åâ. Óêàçàòåëè íà ïîâòîðÿþùèåñÿ ïîääåðåâüÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè èçáû-
òî÷íîé èíôîðìàöèè. Äåðåâî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ìåíüøèé óïîðÿäî÷åííûé àöèêëè-
÷åñêèé ãðàô (DAG). Ìèíèìàëüíûé òàêîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, è ñóùåñòâóþò
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû åãî ïîñòðîåíèÿ. (Îáçîð äàí â ðàáîòàõ [21, 22].)

Èçâåñòíûå àëãîðèòìû êîìïàêòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äåðåâüåâ îñíîâûâàþòñÿ
íà èñïîëüçîâàíèè ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ äèíàìè÷åñêè ñîçäàåò óíè-
êàëüíûå èäåíòèôèêàòîðû ïîääåðåâüåâ è ïîääåðæèâàåò ãëîáàëüíóþ ïîèñêîâóþ
òàáëèöó äëÿ íèõ (look-up table). Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òàêîé ïðîöåäóðû çàâèñèò îò
ñòðóêòóðû äàííûõ, èñïîëüçóåìîé äëÿ ïîääåðæêè ïîèñêà â òàêîé òàáëèöå. Ïðÿ-

ìîå ïðèìåíåíèå ïîèñêà ñðàâíåíèåì äàåò âðåìåííóþ îöåíêó O n( )2 , ãäå n — ÷èñ-

ëî âåðøèí. Èñïîëüçîâàíèå ñáàëàíñèðîâàííûõ äåðåâüåâ óìåíüøàåò îáùåå âðåìÿ
äî O n n( log ) . Â [13] ñ ïðèìåíåíèåì âàðèàíòà êîðçèíî÷íîé ñîðòèðîâêè (basket
sort) óäàëîñü ñîêðàòèòü âðåìÿ ïðîöåäóðû äî O n( ) . Ïîäîáíàÿ òåõíèêà èñïîëüçó-
åòñÿ òàêæå â äðóãèõ çàäà÷àõ ñðàâíåíèÿ äåðåâüåâ ïîèñêà è ãðàôîâ [14–17].

Êîäèðîâàíèå äåðåâüåâ ÷èñëîâûìè ëèíåéíûìè ôîðìàìè äàåò óíèôèöèðîâàí-
íûé ïîäõîä äëÿ ïåðâîé ôàçû òàêèõ çàäà÷. Ìû òîëüêî êîäèðóåì äåðåâî âìåñòå ñ åãî
ïîääåðåâüÿìè ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ôîðì Ôèáîíà÷÷è. Åñëè ïîääåðåâüÿ îäèíàêî-
âûå, òî è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëîâûå êîäû áóäóò îäèíàêîâûìè. Ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ
ê ïîñòðîåíèþ ÷èñëîâûõ êîäîâ è ñîîòâåòñòâóþùåé êîðçèíî÷íîé ñîðòèðîâêè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ê íàãðóæåííûì äå-
ðåâüÿì ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè. Ïðÿìîå ïåðåíåñåíèå äðóãèõ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
ïîäîáíûõ çàäà÷ äëÿ äåðåâüåâ ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì.

Êðèïòîãðàôèÿ. Âîçìîæíûé ñöåíàðèé äëÿ ñèììåòðè÷íîé êðèïòîãðàôèè
èìååò ñëåäóþùèé âèä. Âûáèðàþòñÿ òðè ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè: � � �1 2 3, , . Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñåêðåòíûå êëþ-
÷è ñèñòåìû ñèììåòðè÷åñêîãî øèôðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, âîçìîæíà áûñòðàÿ ãåíåðà-
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öèÿ � � �1 2 3, , èç ðàçëîæåíèé êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé n n1 2, è n3

â öåïíûå äðîáè, ãäå n n1 2, è n3 — ñåêðåòíûå êëþ÷åâûå ÷èñëà. Øèôðîâàíèå ïðî-
èñõîäèò çà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ÷èñëî x (ïîñëàíèå) ïðåîáðàçóåòñÿ â äåðåâî
T x�1

( ) ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ x â ëèíåéíûå ôîðìû, èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü �1. Îòìåòèì, ÷òî íà ýòîì ýòàïå íå îáÿçàòåëüíî ñòðîèòü ïîëîæèòåëü-
íî-îïðåäåëåííûå ìàêñèìàëüíûå ôîðìû. Âîçìîæíî íåäåòåðìèíèðîâàííîå èñ-
ïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèé â ëåâîêàíîíè÷åñêèå ëèíåéíûå ôîðìû ïðîèçâîëüíîãî
ðàíãà, âûáèðàåìûå íåäåòåðìèíèðîâàíî. Äåðåâî T x�1

( ) â ñâîèõ êîðíåâûõ âåðøè-
íàõ ïîääåðåâüåâ õðàíèò ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòêè-ðàíãè ðàçëîæåíèÿ â ëåâîêàíî-
íè÷åñêèå ôîðìû ÷èñåë, êîòîðûå ðàñêëàäûâàþòñÿ â ëèíåéíîé ôîðìå.

Íà âòîðîì ýòàïå äåðåâî T x�1
( ) êîäèðóåòñÿ îäíèì ÷èñëîì y ñ ïîìîùüþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé �2 è �3 . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �2 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîäèðîâà-
íèÿ ñòðóêòóðû äåðåâà, à �3 — äëÿ êîäèðîâàíèÿ ïàð (êîä âåðøèíû, ìåòêà âåðøè-
íû). Ïîëó÷àåì ÷èñëîâîé êîä y C T x� � � �2 3 1, ( ( )) .

Ïðè äåêîäèðîâàíèè ÷èñëî y ñíà÷àëà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ëèíåéíîå äåðåâî
T x�1

( ). Çàòåì ïî ýòîìó äåðåâó ñîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî x .

Çàìåòèì, ÷òî â âåðøèíàõ äåðåâà T x
�1

( ) ñîäåðæàòñÿ òîëüêî íîìåðà-ðàíãè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ðàçëîæåíèé. Ïîýòîìó ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî

÷èñëà x ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð ( , )xi i�1 òàêèõ, ÷òî T x T x
i i� �1 1

( ) ( )� .

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ òàêèõ xi ñîîòâåòñòâóþùèå êîäû èìåþò âèä C T x
i i� � �2 3 1, ( ( )) �

� �C T x y� � �2 3 1, ( ( )) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íàáëþäåíèè êîäîâ y íåâîçìîæíî ïî-
ëó÷èòü êàêóþ-ëèáî èíôîðìàöèþ î ïîñëàíèè x. Àíàëèç áîëåå ñèëüíûõ àòàê òèïà
ÑÐÀ (chosen plain-text attack) âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.

Ïðåîáðàçîâàíèå äåðåâüåâ â ÷èñëà ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ block-chain òåõíî-
ëîãèé ïðè ìàíèïóëÿöèÿõ ñ èåðàðõè÷åñêèìè äàííûìè. Íàïðèìåð, ýòî ïîçâîëÿåò â
êðèïòîâàëþòàõ òèïà Bitcoin èëè Ethereum èñïîëüçîâàòü èåðàðõè÷åñêèå ñïèñêè
áëîêîâ òðàíçàêöèé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé ïîääåðåâüåâ (ñæàòèå äåðåâüåâ, ïîèñê, âû-
ÿâëåíèå ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé è ò.ä.), äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïðîñòåé-
øèé âèä ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíîñòåé, çàäàâàåìûõ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è. Äëÿ
êëàññà çàäà÷, òðåáóþùèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, âîçìîæíî èñ-
ïîëüçîâàíèå áîëåå îáùèõ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàäà-
âàåìûõ ñåêðåòíûìè êëþ÷àìè. Ïîýòîìó çäåñü ðàññìîòðåíî îáùåå êîäèðîâàíèå
ëèíåéíûìè ðåêóððåíòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Ïðåäëîæåííîå êîäèðîâàíèå
ïðèåìëåìî è äëÿ ÷èñëîâûõ ïàð, ÷òî ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü îäíîòèïíîå êîäèðî-
âàíèå äåðåâüåâ, ñîäåðæàùèõ â âåðøèíàõ ÷èñëîâóþ èíôîðìàöèþ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Pr��ufer H. Neuer Beweis cines Satzesuber Permutationen. Archiv f��ur Mathematik und Physik. 1918.

Vol. 27. P. 142–144.

2. Deo N., MicikevicVius P. Prufer-like codes for labeled trees. Congressus Numerantium. 2001.

Vol. 151. P. 65–73.

3. Deo N., MicikevicVius P. A new encoding for labeled trees employing a stack and a queue. Bulletin of

the Institute of Combinatorics and its Applications. 2002. Vol. 34. P. 77–85.

4. Neville E.N. The codifying of tree structures. Proceedings of Cambridge Philosophical Society.

1953. Vol. 49. P. 381–385.

5. Matula D.W. A natural root tree enumeration by prime factorization. SIAM Review. 1968. Vol. 10.

P. 273.

6. G��obel F. On a 1–1 correspondence between rooted trees and natural numbers. Journal of

Combinatorial Theory. Ser. B. August. 1980. Vol. 29, Iss. 1. P. 141–143.

7. Knuth D. Generating all trees — History of combinatorial generation. The Art of Computer

Programming. Upper Saddle River, NJ: Addison–Wesley Professional. 2006. Vol. 4, Fascicle 4. 128 p.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 6 31



8. Ruskey F., Hu T.C. Generating binary trees lexicographically. SIAM Journal on Computing. 1977.

Vol. 6, Iss. 4. P. 745–758.

9. Er M.C. Enumerating ordered trees lexicographically. The Computer Journal. 1985. Vol. 28, Iss. 5.

P. 538–542.

10. Proskurowski A. Binary tree gray codes. Journal of Algorithms. 1985. Vol. 6, Iss. 2. P. 225–238.

11. Zaks S. Lexicographic generation of ordered trees. Theoretical Computer Science. 1980. Vol. 10,

Iss. 1. P. 63–82.

12. Aho A.V., Hopcroft T.E., Ullman F.D. The design and analysis of computer algorithms. Upper

Saddle River. NJ: Addison-Wesley, 1974. 470 p.

13. Downey P.J., Sethi R., Tarjan R.E. Variations on the common subexpression problem. Journal

of the ACM. 1980. Vol. 27, Iss. 4. P. 758–771.

14. Flajolet P., Sipala P., Steyaert F.M. Analytic variations on the common subexpression problem. Automata,

Languages and Programming (Lecture Notes in Computer Science). 1990. Vol. 443. P. 220–234.

15. Grossi R. On finding common subtrees. Theoretical Computer Science. 1993. Vol. 108, Iss. 2.

P. 345–356.

16. Dinitz Y., Itai A., Rodeh M. On an algorithm of Zemlyachenko for subtree isomorphism.

Information Processing Letters. 1999. Vol. 70, Iss. 3. P. 141–146.

17. Anisimov A.V. Two-base numeration systems. Cybernetics and System Analysis. 2013. Vol. 49, N 4.

P. 501–510.

18. Anisimov A.V. Prefix encoding by means of the (2,3)-representation of numbers. IEEE Trans.

on Information Theory. 2013. Vol. 59, N 4. P. 2359–2374.

19. Anisimov A.V. Linear Fibonacci forms and parallel algorithms for large numbers. Lecture Notes in

Computer Science. 1995. Vol. 964. P. 16–20.

20. Khinchin A.Ya. Gauss’s problem and Kuzmin’s theorem. Chapter 15. In: Continued Fractions.

New York: Dover, 1997. P. 71–86.

21. Katajainen J., M��akinen E. Tree compression and optimization with applications. International

Journal of Foundations of Computer Science. 1990. Vol. 1, Iss. 4. P. 425-447.

22. Bille P., G�rtz I.L., Landau G.M., Weimann O. Tree compression with top trees. Proceedings 40th

International Colloquim on Automata, Languages and Programming, ICALP 2013. Lecture Notes in

Computer Science. 7965 (Part 1), (arXiv: 1304.5702. Vol. 1. [cs. DS] 21 Apr. 2013. P. 160–171).

Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 20.07.2017

À.Â. Àí³ñ³ìîâ
ÊÎÄÓÂÀÍÍß ÄÅÐÅÂ ÇÀ ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ Ë²Í²ÉÍÈÕ ÐÅÊÓÐÅÍÒÍÈÕ ÏÎÑË²ÄÎÂÍÎÑÒÅÉ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî óí³ô³êîâàíå êîäóâàííÿ óïîðÿäêîâàíèõ á³íàðíèõ
äåðåâ ç ÷èñëîâèìè ïîçíà÷êàìè ó âåðøèíàõ çà äîïîìîãîþ ë³í³éíèõ ôîðì
ñóñ³äí³õ ÷ëåí³â ë³í³éíèõ ðåêóðåíòíèõ ïîñë³äîâíîñòåé âèãëÿäó
P a P Pn n n n� � �� �2 2 1 , äå P P a a1 2 3 41� � ; , ,... — íàòóðàëüí³ ÷èñëà. Ïðîöåäóðè
êîäóâàííÿ/äåêîäóâàííÿ ïðîñò³ ó ðåàë³çàö³¿ ³ âèêîðèñòîâóþòü ðåêóðñèâíó
òåõí³êó ïðÿìîãî îáõîäó äåðåâà ñïîñîáîì ïåðåáîðó â ãëèáèíó. Íàäàíî êî-
ðîòêèé îãëÿä ìîæëèâèõ çàñòîñóâàíü òàêîãî êîäóâàííÿ äëÿ çàäà÷ îáðîáêè
äåðåâ ³ êðèïòîãðàô³÷íèõ ïåðåòâîðåíü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: á³íàðí³ äåðåâà, êîäóâàííÿ äåðåâ, ë³í³éí³ ðåêóðåíòí³
ïîñë³äîâíîñò³, ÷èñëà Ô³áîíà÷÷³.

A.V. Anisimov
CODING TREES BY MEANS OF LINEAR RECURRENCE SEQUENCES

Abstract. A unified integer encoding of ordinal binary trees with integer labels
in vertices is given. The encoding is based on the use of linear forms depending
on two neighboring members of linear recurrences P a P Pn n n n� � �� �2 2 1 , where
P P a a1 2 3 41� � ; , ,... are natural numbers. Encoding and decoding procedures are
simple in implementation and use recursive pre-order tree traversal. A brief
review of possible applications for subtree processing and cryptographic
symmetric encoding is presented.

Keywords: binary trees, encoding trees, linear recurrent sequences, Fibonacci
numbers.

Àíèñèìîâ Àíàòîëèé Âàñèëüåâè÷,
÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðàèíû, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåcñîð, äåêàí Êèåâñêîãî íàöèîíàëüíîãî
óíèâåðñèòåòà èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî, e-mail: ava@unicyb.kiev.ua.

32 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 6


