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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó êîìá³íàòîðíîãî ðîçï³çíàâàííÿ çà äîïîìî-
ãîþ ñåð³¿ òåñòîâèõ ïåðåâ³ðîê. Äî íå¿ çâîäèòüñÿ çàäà÷à ïîøóêó äâîõ ðàä³îàê-
òèâíèõ êóëü ïîì³æ ìíîæèíè çàäàíèõ. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ çàïðîïîíîâàíî
âèêîðèñòàòè òåîð³þ ãðàô³â. Öåé ï³äõ³ä ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ïðèêëàä³ äëÿ
22 êóëü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: îáìåæåíà âèá³ðêà, íåîáìåæåíà âèá³ðêà, ïîâíèé ãðàô,
äâî÷àñòêîâèé ãðàô, ãðàô ïîøóêó, àêòèâí³ êóë³, àêòèâíå ðåáðî, ïîçèòèâíèé
ðåçóëüòàò âèïðîáóâàíü, íåãàòèâíèé ðåçóëüòàò âèïðîáóâàíü.

ÂÑÒÓÏ

Îñòàíí³ì ÷àñîì øèðîêîãî ðîçïîâñþäæåííÿ íàáóëè ð³çíîìàí³òí³ åêñïåðòí³ ñèñ-

òåìè, ÿê³ ñòàëè êîìåðö³éíèì ïðîäóêòîì íà ðèíêó íîâî¿ ³íôîðìàö³éíî¿ òåõíî-

ëîã³¿ çàâäÿêè ñâî¿é êîðèñíîñò³ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ ñêëàäíèõ, âàæêî ñòðóêòóðîâà-

íèõ ³ ôîðìàë³çîâàíèõ çàäà÷ ³ç ñôåðè á³çíåñó, óïðàâë³ííÿ, ïëàíóâàííÿ òà ä³àã-

íîñòèêè. Ó ïðîöåñ³ åêîíîì³÷íî¿ ä³ÿëüíîñò³ ñóá’ºêòà äîâîäèòüñÿ çä³éñíþâàòè

ð³çí³ åêñïåðèìåíòè ³ â çàëåæíîñò³ â³ä îòðèìàíî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðèéìàòè

óïðàâë³íñüê³ ð³øåííÿ. À ïðîòå ³íêîëè ê³ëüê³ñòü àëüòåðíàòèâ íàñò³ëüêè âåëèêà,

ùî âèíèêàº çàãðîçà êîìá³íàòîðíîãî âèáóõó. Öå âèìàãàº âèðîáëåííÿ ïðàâèë,

ÿê³ çâóæóþòü ïîâíèé ïåðåá³ð âàð³àíò³â, àáî ðîçðîáëåííÿ ñïåö³àëüíèõ ìåòîä³â

îïòèì³çàö³¿ ïåðåáèðàííÿ. Îòæå, ç’ÿâèëàñÿ ïîòðåáà ó ðîçðîáëåíí³ ñïåö³àëüíî¿

òåîð³¿ ïåðåáèðàííÿ — òåîð³¿ êîìá³íàòîðíîãî ðîçï³çíàâàííÿ. Çã³äíî ç ö³ºþ

òåîð³ºþ àëãîðèòìè ðîçï³çíàâàííÿ âëàñòèâîñòåé îêðåìèõ ïðåäìåò³â ðîçãëÿäà-

þòüñÿ ñòîñîâíî âñ³º¿ ¿õíüî¿ ìíîæèíè çà äîïîìîãîþ òåñò³â, àáî åêñïåðèìåíò³â,

ÿê³ ìîæíà òðàêòóâàòè äîâîë³ øèðîêî. Ç òàêîþ ïðîáëåìîþ ñòèêàþòüñÿ íà ìèò-

íèö³, ó â³ää³ëàõ òåõí³÷íîãî êîíòðîëþ íà ï³äïðèºìñòâàõ òà â ñîö³àëüí³é ñôåð³.

Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³, ùî ìîæå ìàòè øèðîêó ³íòåðïðå-

òàö³þ.

ÇÀÄÀ×À ÊÎÌÁ²ÍÀÒÎÐÍÎÃÎ ÐÎÇÏ²ÇÍÀÂÀÍÍß

Íåõàé çàäàíî ìíîæèíó ç n ÷èñåë X x x xn� �{ , , , }1 2 , ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç m îäè-

íèöü ³ n m– íóë³â. Åêñïåðèìåíò ïîëÿãàº ó âèáîð³ ïåâíî¿ ê³ëüêîñò³ k ( )k m�
÷èñåë, ï³ñëÿ ÷îãî ñòàº â³äîìèì ¿õí³é äîáóòîê. Íåîáõ³äíî çà ì³í³ìàëüíó

ê³ëüê³ñòü ñïðîá çíàéòè âñ³ ÷èñëà, ùî äîð³âíþþòü 0 (àáî, ùî òå æ ñàìå, äîð³â-

íþþòü 1). Îñòàííº îçíà÷àº, ùî ìàºìî çàäà÷ó êîìá³íàòîðíîãî ïîøóêó. ßêùî

âåëè÷èíà âèá³ðêè ô³êñîâàíà, òî òàê³ çàäà÷³ íàçèâàþòüñÿ çàäà÷àìè îáìåæåíîãî

êîìá³íàòîðíîãî ðîçï³çíàâàííÿ (ÎÊÐ), ³íàêøå — çàäà÷àìè íåîáìåæåíîãî

êîìá³íàòîðíîãî ðîçï³çíàâàííÿ (ÍÊÐ).

Ïîíÿòòÿ ìåõàí³çìó îòðèìàííÿ â³äïîâ³ä³ ó öüîìó åêñïåðèìåíò³ ìîæíà òðàê-

òóâàòè â øèðîêîìó ñåíñ³ ñëîâà. Íàâåäåìî ê³ëüêà ïðèêëàä³â.

Ïðèêëàä 1 (çàäà÷à ÎÊÐ). Çàäà÷à ïðî âèìèêà÷³. Íåõàé n âèìèêà÷³â íåçà-

ëåæíî ïðèºäíàí³ äî îäí³º¿ ëàìïî÷êè. Â³äîìî, ùî ïîì³æ íèõ º m íåñïðàâíèõ.

Åêñïåðèìåíò ïîëÿãàº â îäíî÷àñíîìó ââ³ìêíåíí³ k, 1� �k m, âèìèêà÷³â. ßêùî

ïîì³æ íèõ º õî÷à á îäèí ñïðàâíèé, òî ëàìïî÷êà çàãîðÿòèìåòüñÿ. Íåîáõ³äíî çà

ì³í³ìàëüíó ê³ëüê³ñòü ñïðîá çíàéòè k íåñïðàâíèõ âèìèêà÷³â.
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Áàãàòî çàäà÷ ïðî ìîíåòè, ïîì³æ ÿêèõ òðàïëÿþòüñÿ ôàëüøèâ³, ìîæíà çâåñòè

äî çàäà÷³ ÎÊÐ, ³ â³äïîâ³ääþ íà ð³çí³ åêñïåðèìåíòè º ðåçóëüòàò çâàæóâàííÿ íà

äâî÷àñòêîâèõ âàãàõ âèçíà÷åíèõ êîìá³íàö³é ìîíåò.

Ñòðàòåã³ÿ îïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ÎÊÐ ïîëÿãàº â òàêîìó ðîçáèâàíí³

âèõ³äíî¿ ìíîæèíè ÷èñåë íà ãðóïè, ùîá, ïðîâ³âøè åêñïåðèìåíòè çà äîïîìîãîþ k

âèá³ðîê ó êîæí³é ç íèõ, çíàéòè íåîáõ³äíó ê³ëüê³ñòü âèçíà÷åíèõ ÷èñåë.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ìàº âèãëÿä äåÿêîãî ðîçáèòòÿ âèõ³äíî¿ ìíîæè-

íè ÷èñåë.

Ïðèêëàä 2 (çàäà÷à ÍÊÐ). Çàäà÷à ïðî àêòèâí³ êóë³. Íåõàé çàäàíî n á³ëüÿðä-

íèõ êóëü, ïîì³æ ÿêèõ äâ³ ðàä³îàêòèâí³ (äàë³ àêòèâí³). Íåîáõ³äíî ¿õ çíàéòè çà

ì³í³ìàëüíó ê³ëüê³ñòü ïåðåâ³ðîê. Ó ðåçóëüòàò³ ïåðåâ³ðêè áóäü-ÿêîãî íàáîðó êóëü

ìîæíà ä³çíàòèñÿ, ÷è º â íüîìó áîäàé îäíà àêòèâíà (àëå íå ìîæíà äîâ³äàòèñÿ ïðî

¿õíþ ê³ëüê³ñòü). Äî çàäà÷ ÍÊÐ íàëåæàòü òàê³, äå òðåáà ç ìíîæèíè îäíîð³äíèõ

ïðåäìåò³â (òîâàð³â) âèçíà÷èòè çà äîïîìîãîþ ð³çíîìàí³òíèõ çàñîá³â (âèì³ðþâàëü-

íèõ ïðèëàä³â, õ³ì³÷íèõ ðåàêòèâ³â, äåôîðìàö³é òîùî) îêðåì³ ñïåöèô³÷í³ ïðåäìåòè

(òîâàðè). Âî÷åâèäü, çàäà÷ó ëåãêî ðîçâ’ÿçàòè çà n ïåðåâ³ðîê, âèáèðàþ÷è ùîðàçó

îäèí åëåìåíò. Îäíàê, ÿêùî êîæíà ïåðåâ³ðêà ïîâ’ÿçàíà ç áóäü-ÿêèìè ìàòåð³àëüíè-

ìè âèòðàòàìè, òî òàêèé ðîçâ’ÿçîê áóäå íàéã³ðøèì. Öå çîêðåìà ñòîñóºòüñÿ òðàíñ-

ïîðòíèõ ïåðåâåçåíü, äå ïåðåâ³ðêà çä³éñíþºòüñÿ ó âåëèêèõ çà ðîçì³ðîì ïåâíèì ÷è-

íîì îáëàäíàíèõ ïðèì³ùåííÿõ. Äîñòàâëÿííÿ êîæíî¿ îäèíèö³ âàíòàæó ïîâ’ÿçàíå ç³

çíà÷íîþ âèòðàòîþ åíåðãîðåñóðñ³â, ñêëàäíèì ìàíåâðóâàííÿì çàñîá³â ïåðåâåçåííÿ

(ëîêîìîòèâ³â, òÿãà÷³â, áóêñèð³â) ³, íàéãîëîâí³øå, âèòðàòîþ ÷àñó.

Çàäà÷ó ÎÊÐ ³ ¿¿ ðîçâ’ÿçîê íàâåäåíî â ðîáîò³ [1], â í³é òàêîæ çàïðîïîíîâàíî íî-

âèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ÍÊÐ, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà çàñòîñóâàíí³ òåîð³¿ ãðàô³â.

ÏÐÈÍÖÈÏÈ ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ÇÀÄÀ×² ÍÅÎÁÌÅÆÅÍÎÃÎ
ÊÎÌÁ²ÍÀÒÎÐÍÎÃÎ ÐÎÇÏ²ÇÍÀÂÀÍÍß

Ñôîðìóëþºìî çàãàëüí³ ïðèíöèïè, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ

çàäà÷ ÍÊÐ [2–8].

1. ßêùî ç 2s êóëü ðàä³îàêòèâíà îäíà, òî ¿¿ ìîæíà çíàéòè çà s ïåðåâ³ðîê: íà

ïåðøîìó êðîö³ ïåðåâ³ðèòè ïîëîâèíó êóëü, ïîò³ì ìåòîäîì äèõîòîì³¿ ïåðåâ³ðèòè

òó ìíîæèíó êóëü, äå çíàõîäèòüñÿ àêòèâíà êóëÿ.

2. ßêùî ç n êóëü àêòèâí³ äâ³, òî ³ñíóº C
n n

n
2 1

2
�

�( )
âàð³àíò³â ð³çíèõ àêòèâíèõ

ïàð. Òîìó, ÿêùî
n n s( )�

�
1

2
2 , òî çà s âèïðîáóâàíü íå ìîæëèâî çíàéòè àêòèâíó

ïàðó.

3. ßêùî ç n êóëü íà ïåðøîìó êðîö³ âèïðîáîâóâàòè k êóëü, òî ðåçóëüòàò âèï-

ðîáóâàííÿ «–» â³äïîâ³äàº C
n k�
2 âàð³àíòàì (îáèäâ³ àêòèâí³ êóë³ çíàõîäÿòüñÿ ïîì³æ

n k� êóëü, ùî çàëèøèëèñÿ), à ðåçóëüòàò «�» — ³íøèì C Cn n k
2 2�

�
âàð³àíòàì. ßêùî

çàëèøèëîñÿ ò³ëüêè i âèïðîáóâàíü, òî îáîâ’ÿçêîâî ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñÿ íåð³â-

íîñò³ C
n k

i
�

�2 2 ³ C Cn n k
i2 2 2� �

�
.

4. ßêùî çà s ïåðåâ³ðîê çíàéäåíî ðîçâ’ÿçîê äëÿ n êóëü, òî äëÿ ìåíøî¿

ê³ëüêîñò³ êóëü òàêîæ ìîæíà çíàéòè ðîçâ’ÿçîê çà s ïåðåâ³ðîê. Öå âèïëèâàº ç ì³ðêó-

âàíü, ùî ïîä³áíîãî ðåçóëüòàòó ìîæíà äîñÿãòè, ÿêùî äîïîâíèòè ìíîæèíó êóëü äî

÷èñëà n ô³êòèâíèìè (íåàêòèâíèìè) êóëÿìè. À öå îçíà÷àº, ùî äëÿ äâîõ îäíàêîâèõ

çíà÷åíü s ³ ð³çíèõ çíà÷åíü n äëÿ âñ³õ ïðîì³æíèõ çíà÷åíü ê³ëüêîñò³ êóëü çàäà÷à

ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çà ò³ ñàì³ s ïåðåâ³ðîê.

Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ áóäåìî áóäóâàòè ñòðàòåã³þ ïîñë³äîâíèõ âèï-

ðîáóâàíü. ßêùî ÷åðãîâà ïåðåâ³ðêà êóëü àí³ÿê (í³ ê³ëüê³ñòþ, í³ ÿê³ñòþ) íå çàëå-
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æèòü â³ä ïîïåðåäíüî¿ ïåðåâ³ðêè, òî íàçâåìî òàêó ñòðàòåã³þ íåçàëåæíîþ. ßêùî

âèçíà÷åííÿ ê³ëüêîñò³ êóëü òà ¿õíÿ ÿê³ñòü çàëåæàòü â³ä ðåçóëüòàòó ïîïåðåäíüî¿

ïåðåâ³ðêè, òî íàçâåìî òàêó ñòðàòåã³þ ïîêðîêîâîþ. Ðåçóëüòàòè ïåðåâ³ðêè áóäå-

ìî ïîçíà÷àòè «�», ÿêùî çíàéäåíî àêòèâíó êóëþ, ³ «–», ÿêùî êóëÿ íåàêòèâíà.

Äëÿ íåçàëåæíî¿ ñòðàòåã³¿ âèçíà÷àëüíèì º ðîçáèòòÿ ìíîæèíè n êóëü íà m ÷àñ-

òèí R k k kn m� ( , , , )1 2 � , äå k i — ê³ëüê³ñòü êóëü, ÿê³ âèïðîáîâóþòü íà i-ìó êðîö³

( )1 � �i m , òà k ni

i

m

�
	 �

1

. Ï³ñëÿ m âèïðîáóâàíü çàëåæíî â³ä çíàê³â çàäà÷à çâîäèòüñÿ

àáî äî îòðèìàííÿ îäí³º¿ ìíîæèíè (ç ìåíøîþ ê³ëüê³ñòþ), ùî ì³ñòèòü îáèäâ³ àê-

òèâí³ êóë³, àáî äî äâîõ ìíîæèí, ÿê³ ì³ñòÿòü ò³ëüêè îäíó àêòèâíó êóëþ.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ÷îòèðüîõ ôóíêö³é, ÿê³ çíàäîáëÿòüñÿ ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçó-

âàííÿ êîíêðåòíèõ çàäà÷:


 f n1 ( ) — ì³í³ìàëüíà ê³ëüê³ñòü ïåðåâ³ðîê äëÿ âèÿâëåííÿ îäí³º¿ àêòèâíî¿ êóë³

³ç n çàäàíèõ;


 f n2 ( ) — ì³í³ìàëüíà ê³ëüê³ñòü ïåðåâ³ðîê äëÿ âèÿâëåííÿ äâîõ àêòèâíèõ êóëü

³ç n çàäàíèõ;


 g n n( , )1 2 — ì³í³ìàëüíà ê³ëüê³ñòü ïåðåâ³ðîê äëÿ âèÿâëåííÿ äâîõ àêòèâíèõ êóëü,

ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ ïîîäèíö³ ó äâîõ ìíîæèíàõ, îäíà ç ÿêèõ ì³ñòèòü n1, à äðóãà —

n2 êóë³;


 h n n( , )
1 2
� — ì³í³ìàëüíà ê³ëüê³ñòü ïåðåâ³ðîê äëÿ ïîøóêó äâîõ àêòèâíèõ

êóëü, ÿêùî ïåðøà ìíîæèíà ì³ñòèòü áîäàé îäíó àêòèâíó êóëþ.

²ç ïðèíöèïó 2 âèïëèâàº î÷åâèäíà ð³âí³ñòü � �f n n1 2( ) log� . Îäíàê, ÿê áóäå

ïîêàçàíî äàë³, g n n f n f n( , ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2� � , ïðè÷îìó ìîæëèâà é ñòðîãà íåð³âí³ñòü.

Äîâåäåìî íèçêó òâåðäæåíü, íåîáõ³äíèõ äëÿ ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ íåçàëåæíèõ

ñòðàòåã³é.

Ëåìà 1. Äëÿ íåçàëåæíî¿ ñòðàòåã³¿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

f n m f k i m
i

i2 2 1( ) (max ) ( )� � � � .

Öå âèïëèâàº ç òîãî, ùî ï³ñëÿ m ïåðåâ³ðîê çíàê «�» îäåðæèòü ãðóïà ç ìàêñè-

ìàëüíèì çíà÷åííÿì k i , à ³íø³ ìàòèìóòü çíàê «–».

Öÿ ëåìà íàêëàäàº ïåâí³ îáìåæåííÿ íà ðîçáèòòÿ n êóëü íà m ãðóï. Ç ³íøîãî

áîêó, ï³ä ÷àñ ñêëàäàííÿ ñòðàòåã³¿ ðîçáèâàííÿ íåîáõ³äíî âèáèðàòè k1 òàê, ùîá ï³ñëÿ

îäåðæàííÿ ðåçóëüòàòó «–» çíà÷åííÿ f n k2 1( )� áóëî ìåíøå î÷³êóâàíîãî f n2 ( ).

Ëåìà 2. Äëÿ íåçàëåæíî¿ ñòðàòåã³¿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ íåîáõ³äíî, ùîá

f n m g a b2 ( ) ( , )� � , äå a b R,  òà a b k ki j

i j

� � �	max ( ),

,

i j N m,  .

Öå âèïëèâàº ç òîãî, ùî çà ðåçóëüòàòàìè äâîõ ïåðåâ³ðîê äëÿ max ( )k i mi 1 � �
òà äëÿ max ( \ )k j N ij m ìàºìî «�», òîä³ çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ïåðåâ³ðîê áóäå

äîð³âíþâàòè â íàéã³ðøîìó âèïàäêó m g a b� ( , ), äå a é b äîð³âíþþòü öèì äâîì

åëåìåíòàì ðîçáèòòÿ.

Ïåðåõîäèìî òåïåð äî âèâ÷åííÿ ôóíêö³¿ f n2 ( ).

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü f s ss
2 2 2 3( ) ( )� � .

Ïåðåâ³ðÿþ÷è êóë³ ïîîäèíö³, ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî f 2 4 3( ) � . Íåõàé

n � �8 23 . Ðîç³á’ºìî ìíîæèíó êóëü íà ð³âí³ ÷àñòèíè ïî ÷îòèðè â êîæí³é. ßêùî

ïåðåâ³ðêîþ îäåðæèìî ðåçóëüòàò ( , )� � àáî ( , )� � , òî äîñòàòíüî âèêîíàòè ùå f 2 4( )

âèì³ðþâàíü, à âñüîãî 2 3 5� � . Àëå äëÿ ðåçóëüòàòó ( , )� � çíàäîáèòüñÿ

2 2 4 61� � �f ( ) ïåðåâ³ðîê, ùî îñòàòî÷íî äàº f 2
32 6( ) � .

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ s � 3. Äîâåäåìî ¿¿ äëÿ n s� �2 1.

Íåõàé ñïî÷àòêó m � 2, òîáòî ìíîæèíà êóëü ïîä³ëåíà íà äâ³ ãðóïè ïî 2s êóëü
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ó êîæí³é, ÿê³ ïîñë³äîâíî ïåðåâ³ðÿþòüñÿ. Ìîæëèâ³ òðè ðåçóëüòàòè: ( , )� � , ( , )� �

³ ( , )� � , äå äâà îñòàíí³ ³äåíòè÷í³. Ó ïåðøîìó âèïàäêó f fs s
2

1
12 2 2 2( ) ( )� � � ³ çà

ïðèïóùåííÿì öå äîð³âíþº 2 2 2 1� � �s s( ). Â ³íøèõ âèïàäêàõ îäåðæóºìî

f f ss s
2

1
22 2 2 2 1( ) ( ) ( )� � � � � . Çà áóäü-ÿêîãî ðåçóëüòàòó ñïðàâåäëèâ³ñòü òåîðåìè

ï³äòâåðäæóºòüñÿ.

Ïåðåâ³ðèìî ³íø³ ðîçáèòòÿ íà äâ³ ãðóïè: R c cs s� � �( , )2 2 , äå c � 1. Òîä³ çà

ðåçóëüòàòàìè äâîõ ïåðåâ³ðîê ( , )� � îäåðæèìî îö³íêó g f cs s( ) ( )2 2 21
2

� � � � �

� �2 2s. Àíàëîã³÷íó îö³íêó ìàºìî äëÿ ðîçáèòòÿ, ñèìåòðè÷íîãî R, ÿêùî ðåçóëüòàò

ïåðåâ³ðîê áóäå ( , )� � .

Íåõàé òåïåð m � 3. ßêùî k s
1 2� , òî çà ðåçóëüòàòàìè ïåðåâ³ðîê ( , , )� � ��

îäåðæèìî îö³íêó f m f k ss
2

1
2 12 2 3( ) ( )� � � � � . ßêùî k s

1 2� , òî çà ïåðøèì ðåçóëü-

òàòîì «–» îäåðæèìî îö³íêó f f ks s
2

1
2

1
12 1 2( ) ( )� �� � � , îñê³ëüêè 2 21

1
s sk� � � ,

ìàºìî f ss
2

12 2 1( )� � � . ßêùî àêòèâí³ êóë³ ì³ñòÿòüñÿ ó äâîõ ð³çíèõ ãðóïàõ, ùî çà-

ëèøèëèñÿ, òî íåîáõ³äíî âèêîíàòè ÿê ì³í³ìóì ùå äâ³ ïåðåâ³ðêè. ßêùî àêòèâí³

êóë³ çíàõîäÿòüñÿ â îäí³é ãðóï³, ùî çàëèøèëàñÿ, òî äâîõ ïåðåâ³ðîê íåäîñòàòíüî —

äîâåäåòüñÿ ïåðåâ³ðÿòè óñ³ ãðóïè, ùî çàëèøèëèñÿ. Ó êîæíîìó ³ç öèõ âàð³àíò³â çà-

âæäè f ss
2

12 2 3( ) ,� � � ùî é ï³äòâåðäæóº ñïðàâåäëèâ³ñòü òåîðåìè.

Çã³äíî ç äîâåäåíèìè ëåìàìè ³ òåîðåìîþ ðîçãëÿíåìî êîíêðåòí³ çíà÷åííÿ f n2 ( ).

Äëÿ n � 3 4 5, , ëåãêî çíàéòè ïàðó àêòèâíèõ êóëü, ïåðåâ³ðÿþ÷è ¿õ ïîîäèíö³. Îäåð-

æóºìî f f2 23 2 4 3( ) , ( )� � òà f 2 5 4( ) � . Äàë³ çàñòîñîâóºìî íåçàëåæíó ñòðàòåã³þ

øëÿõîì ïîáóäîâè ðîçáèòò³â ³ ïåðåâ³ðêè êîæíî¿ ãðóïè îêðåìî. Äëÿ n � 6 ³ñíóº äâà

ðîçáèòòÿ, ùî ïðèçâîäÿòü äî ðîçâ’ÿçêó: R1 4 2� ( , ) ³ R2 2 2 2� ( , , ). ßêùî â R1 îäåð-

æèìî ðåçóëüòàò ( , )� � , òî f f2 26 2 4 5( ) ( )� � � , à ÿêùî ðåçóëüòàò ( , )� � — îäåðæè-

ìî f g2 6 4 2 2 5( ) ( , )� � � .

Ïîêàæåìî, ùî f 2 7 5( ) � . Ïî÷íåìî ç m � 2. Çà ëåìîþ 1 ìàºìî f k k2 1 2 3{ }max( , ) � ,

òîáòî max ( , )k k1 2 4� . Îäåðæóºìî R � ( , )4 3 . Àëå ï³ñëÿ äâîõ ïåðåâ³ðîê ìîæíà îò-

ðèìàòè ðåçóëüòàò ( , )� � , ùî îçíà÷àº f g2 7 2 4 3 6( ) ( , )� � � , à öå íàñ íå âëàøòîâóº.

Íåõàé m � 3, òîä³ çà ëåìîþ 1 max ( , , )k k k1 2 3 3� ³ R � ( , , )3 2 2 . ßêùî çà ðåçóëü-

òàòàìè ïåðåâ³ðêè ìàºìî ò³ëüêè îäèí «�», òî f 2 7 5( ) � , àëå ðåçóëüòàò ( , , )� � � çó-

ìîâëþº ðîçâ’ÿçîê f g2 7 3 3 2 6( ) ( , )� � � , ùî òàêîæ íå âëàøòîâóº.

Çàëèøèëîñÿ äîñë³äèòè âèïàäîê m � 4. Òîä³ îäåðæèìî ºäèíå ðîçáèòòÿ

R � ( , , , )2 2 2 1 . ×îòèðè ïåðåâ³ðêè çíàäîáëÿòüñÿ ò³ëüêè â êîìá³íàö³¿ ³ç äâîìà çíàêà-

ìè «�» äëÿ ôóíêö³¿ g( , )2 1 , ÿêà âèìàãàº îäí³º¿ ïåðåâ³ðêè. Äâ³ äâ³éêè ç³ çíàêîì «�»

ç’ÿâëÿòüñÿ çà òðüîìà ïåðåâ³ðêàìè, ³ òîä³ f g2 7 3 2 2 5( ) ( , )� � � . Ó òàêèé ñïîñ³á

f 2 7 5( ) � ò³ëüêè çà çàäàíèì ðîçáèòòÿì. Ðàí³øå áóëî ïîêàçàíî, ùî f 2 8 6( ) � . Íå-

õàé n � 9 ³ R � ( , , )4 4 1 . ßêùî ï³ñëÿ òðüîõ ïåðåâ³ðîê áóäå ò³ëüêè îäèí çíàê «�», òî

â íàéã³ðøîìó âèïàäêó ìàºìî f f2 29 3 4 6( ) ( )� � � . Äëÿ äâîõ çíàê³â «�»

ó íàéã³ðøîìó âèïàäêó f g2 9 2 4 4 6( ) ( , )� � � , îòæå, f 2 9 6( ) � . Äëÿ n �10 ðîçãëÿíå-

ìî ðîçáèòòÿ R � ( , , )4 4 2 . ßêùî â òðüîõ ïåðåâ³ðêàõ âèÿâèòüñÿ îäèí çíàê «�», òî

â íàéã³ðøîìó âèïàäêó f g2 10 3 4 4 7( ) ( , )� � � . Öåé âàð³àíò íàñ íå âëàøòîâóº,

òîìó êîæíó ïåðåâ³ðêó âèêîíóâàòèìåìî âèâàæåíî çã³äíî ç ðîçáèâàííÿì. ßêùî

â ïåðø³é ïåðåâ³ðö³ îäåðæàëè ðåçóëüòàò «–», òî f f2 210 1 10 4( ) ( )� � � �
� � �1 6 62f ( ) . ßêùî îäåðæàëè çíàê «�», òî ïåðåâ³ðÿºìî äðóãó ãðóïó êóëü. ßêùî

îäåðæèìî çíàê «�», òî íåìàº ñåíñó ïåðåâ³ðÿòè òðåòþ ãðóïó, ³ òîä³

f g2 10 2 4 4 6( ) ( , )� � � . ßêùî ïåðåâ³ðêà äðóãî¿ ãðóïè äàëà ðåçóëüòàò «–», òî ïå-

ðåâ³ðÿºìî îñòàííþ ãðóïó ³ç äâîõ êóëü. Íåðîçãëÿíóòèì çàëèøèâñÿ âèïàäîê, êîëè

öÿ ïåðåâ³ðêà ìàòèìå ðåçóëüòàò «�». Òîä³ f g2 10 3 4 2 6( ) ( , )� � � é îñòàòî÷íî

f 2 10 6( ) � .
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Äëÿ n �11äëÿ âèáîðó k1 áóäåìî äîòðèìóâàòèñÿ ò³º¿ æ ñòðàòåã³¿. Ïðèïóñòèìî,

ùî f 2 11 6( ) � . Òîä³ çã³äíî ç ëåìîþ 1 äëÿ m � 3 ìàºìî f k2 1 3( ) � . Ç ³íøîãî áîêó,

íåîáõ³äíî, ùîá äëÿ ðåçóëüòàòó «–» ï³ñëÿ ïåðøî¿ ïåðåâ³ðêè âèêîíóâàëàñü óìîâà

f k2 111 6( )� � . Ö³é óìîâ³ â³äïîâ³äàº ò³ëüêè k1 4� , òîìó ñêëàäí³øèé âàð³àíò âèíè-

êàº, ÿêùî ðåçóëüòàò ïåðøî¿ ïåðåâ³ðêè áóäå «�». Äðóãèé çíàê «�» îòðèìóºìî äëÿ

äðóãî¿ àáî òðåòüî¿ ïåðåâ³ðêè. Ó òàêèé ñïîñ³á íåîáõ³äíî ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó: çíàéòè

x ³ y òàê³, ùî x y g x� � � �7 2 4 6, ( , ) òà 3 4 6� �g y( , ) . Íåð³âíîñò³ ð³âíîñèëüí³

òîìó, ùî ³ñíóþòü x y, ³ç óìîâ f x f y1 12 1( ) , ( )� � ³ x y� � 7. Îäíàê, ÿê ëåãêî ïå-

ðåêîíàòèñÿ, öÿ çàäà÷à ðîçâ’ÿçê³â íå ìàº. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî f 2 11 7( ) � , òî óìî-

âà çàäà÷³ áóäå ³íøà: çíàéòè x ³ y òàê³ (äëÿ f k f k2 1 2 14 11 7( ) , ( )� � � îòðèìóºìî

k1 5� ), ùî 2 5 7 3 5 7� � � �g x g y( , ) , ( , ) ³ x y� � 6. Ö³é çàäà÷³ â³äïîâ³äàþòü ðîç-

áèòòÿ R1 5 3 3� ( , , ) ³ R2 5 4 2� ( , , ). Äëÿ n �12 ìàº ì³ñöå ðîçáèòòÿ R � ( , , )4 4 4 , äëÿ

n �13 — ðîçáèòòÿ R � ( , , , )4 4 4 1 ³ äëÿ n �14 — ðîçáèòòÿ R � ( , , , )4 4 4 2 . Öå ëåãêî

ïåðåâ³ðèòè òèì, ùî f n2 7( ) � äëÿ 11 14� �n . Äëÿ n �16, ÿê â³äîìî ç òåîðåìè 2,

f 2 16 8( ) � . Íåîáõ³äíî îá÷èñëèòè f 2 15( ), çíà÷åííÿ ÿêî¿ äîð³âíþº 7 àáî 8.

Ëåìà 3. f 2 15 7( ) � .

Ï³ä ÷àñ ïåðø³î¿ ïåðåâ³ðêè âèáèðàºìî ï’ÿòü êóëü, òîáòî k1 5� . ßêùî ðåçóëüòàò

«–», òî ïîì³æ 10 êóëü, ùî çàëèøèëèñÿ, ÿê â³äîìî, äâ³ àêòèâí³ êóë³ ìîæíà çíàéòè çà

ø³ñòü ïåðåâ³ðîê, ùî íå ñóïåðå÷èòü ëåì³. ßêùî îòðèìàëè «�», òî ïåðåâ³ðÿºìî íà-

ñòóïí³ ï’ÿòü êóëü, äî ÿêèõ âêëþ÷àºìî îäíó ç óæå ïåðåâ³ðåíèõ ³ ÷îòèðè íîâ³. ßêùî ðå-

çóëüòàò «–», òî âèëó÷àºìî ö³ êóë³, à ø³ñòü êóëü, ùî çàëèøèëèñÿ, ðîçáèâàºìî íà äâ³

ãðóïè 4 2� ³ ïîñë³äîâíî ¿õ ïåðåâ³ðÿºìî. Ç óðàõóâàííÿì ïåðøèõ äâîõ ïåðåâ³ðîê ìàºìî:

ÿêùî ( , , )� � � , òî g( , )4 4 4� ³ f 2 15 3 4 7( ) � � � ; ÿêùî ( , , –, )� � � , òî g( , )4 2 3� ³

f 2 15 4 3 7( ) � � � ; ÿêùî ( , , , )� � � � , òî f f2 215 4 4 4 3 7( ) ( )� � � � � . Çàëèøàºòüñÿ

äîñë³äèòè âèïàäîê, êîëè çà äðóãîþ ïåðåâ³ðêîþ îäåðæèìî ðåçóëüòàò «�». Òîä³ íà

òðåòüîìó êðîö³ ïåðåâ³ðÿºìî ñï³ëüíó äëÿ äâîõ ïåðåâ³ðîê êóëþ. ßêùî âîíà àêòèâíà,

òî äðóãó êóëþ çíàéäåìî ïîì³æ 14, ùî çàëèøèëèñÿ çà f1 14 4( ) � ïåðåâ³ðîê, ùî â ñóì³

ñêëàäàº ñ³ì ïåðåâ³ðîê ( )3 4 7� � . ßêùî òàêà êóëÿ íåàêòèâíà, òî ï³ñëÿ ¿¿ âèëó÷åííÿ

çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ g( , )4 4 4� ïåðøèõ äâîõ ãðóï, ùî â ñóì³ äàº òàêèé

ñàìèé ðåçóëüòàò. Ëåìó äîâåäåíî.

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÒÅÎÐ²¯ ÃÐÀÔ²Â

Âîäíî÷àñ ç ëîã³÷íèì ðîçâ’ÿçàííÿì ö³º¿ çàäà÷³ äàë³ ïðîïîíóºìî ï³äõ³ä, ùî

�ðóíòóºòüñÿ íà ïîíÿòòÿõ òåîð³¿ ãðàô³â. Áàçóþ÷èñü íà çàãàëüíèõ ïðèíöèïàõ,

áóäü-ÿêó àêòèâíó ïàðó ìîæíà ïðåäñòàâèòè ðåáðîì ïîâíîãî n-âåðøèííîãî ãðà-

ôà Kn (ðèñ. 1). Øëÿõîì ïåðåâ³ðîê ìîæíà äîìîãòèñÿ çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ öèõ

äîïóñòèìèõ ðåáåð.

Ï³ä ÷àñ âèáîðó ìíîæèíè êóëü äëÿ ïå-

ðåâ³ðêè (ïåðåâ³ðíî¿ ìíîæèíè) áóäåìî êîðèñ-

òóâàòèñÿ òðüîìà ïðàâèëàìè:

1) ÿêùî îòðèìàíî ïîçèòèâíó â³äïîâ³äü,

òî âñ³ äîïóñòèì³ ðåáðà ïî÷èíàþòüñÿ â ïå-

ðåâ³ðí³é ìíîæèí³, à ³íø³ ðåáðà çíèêàþòü

³ í³êîëè íå â³äíîâëþþòüñÿ;

2) ÿêùî îòðèìàíî íåãàòèâíó â³äïîâ³äü,

òî âñ³ ðåáðà, ùî ïî÷èíàþòüñÿ â ïåðåâ³ðí³é

ìíîæèí³, çíèêàþòü, à ³íø³ çáåð³ãàþòüñÿ;

3) ê³ëüê³ñòü äîïóñòèìèõ ðåáåð, ùî çàëè-

øàþòüñÿ ³ çíèêàþòü, ïîâèííà áóòè â ìåæàõ

ñòåïåíÿ äâ³éêè, ùî íà îäèíèöþ ìåíøå, í³æ

ó ïîïåðåäí³é ïåðåâ³ðö³.
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Kn

Ðèñ. 1. Ïîâíèé ï³äãðàô Kn



ßêùî äëÿ ïåðøî¿ ïåðåâ³ðêè âèáåðåìî r êóëü, òî äëÿ ïîçèòèâíî¿ ðåàêö³¿ çàëè-

øèòüñÿ m r n r
r r

� � �
�

( )
( )1

2
âàð³àíò³â, à ïðè íåãàòèâí³é m

n r n r
�

� � �( )( )1

2
âàð³àíò³â, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.

Äëÿ äðóãî¿ ïåðåâ³ðêè ìîæíà âèáèðàòè êóë³ ç äâîõ ìíîæèí: k1 êóëü ïîì³æ r

êóëü ìíîæèíè, ÿêà ïåðåâ³ðÿëàñÿ ïåðøèé ðàç, à k2 êóëü ç ìíîæèíè, ùî çàëèøàëà-

ñÿ. Ó ðåçóëüòàò³ ö³º¿ ïåðåâ³ðêè ïîðÿä ç î÷åâèäíîþ ê³ëüê³ñòþ âàð³àíò³â

k n k C
k1 1
2

1

� � �( ) îòðèìóºìî ùå äîäàòêîâó ê³ëüê³ñòü âàð³àíò³â çà ðàõóíîê ðåáåð,

ùî ïî÷èíàþòüñÿ â ìíîæèí³, ÿêà ì³ñòèòü k2 âåðøèí, ³ çàê³í÷óþòüñÿ â ìíîæèí³,

ùî ì³ñòèòü r k� 1 âåðøèí, òîáòî k r k2 1� �( ) âàð³àíò³â. Ìîæëèâ³ ³ ñêëàäí³ø³

âèá³ðêè ðåáåð ãðàôà, àëå îäíî÷àñíî º âàæëèâèì äîòðèìàííÿ ïðàâèëà 3.

Ïîêàæåìî çàñòîñóâàííÿ òåîð³¿ ãðàô³â íà ïðèêëàä³ äëÿ n � 22. Îòæå, äîâåäåìî

òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü f 2 22 8( ) � .

Äëÿ ïåâíîñò³ ïîçíà÷èìî êóë³ íîìåðàìè â³ä 1 äî 22. Äëÿ ïåðøî¿ ïåðåâ³ðêè

âèáåðåìî òàêó ê³ëüê³ñòü êóëü, ùîá çà íåãàòèâíî¿ àáî ïîçèòèâíî¿ ðåàêö³é ðåøòà

ïåðåâ³ðîê áóëà íà îäíó ìåíøå. Â³äîìî, ùî ñåìè ïåðåâ³ðîê äîñòàòíüî äëÿ

15 êóëü, òîáòî ìîæíà âèáðàòè ñïî÷àòêó ñ³ì êóëü. Ç ³íøîãî áîêó çà ïîçèòèâíî¿ ðå-

àêö³¿, ÿê â³äîìî, çàëèøèòüñÿ m �
�

� � �
7 7 1

2
7 15 126

( )
âàð³àíò³â, ùî ìåíøå 27 .

Îòæå, âèêîíàºìî òàêó ïîñë³äîâí³ñòü êðîê³â.

Êðîê 1. Âèáåðåìî äëÿ ïåðåâ³ðêè ñ³ì ïåðøèõ êóëü.

Íà äðóãîìó êðîö³ íåîáõ³äíî âèáèðàòè êóë³ ç äâîõ ìíîæèí. Äî òîãî æ òðåáà

ïàì’ÿòàòè òðè îñíîâí³ ïðàâèëà.

Êðîê 2. Áåðåìî òðè ïåðø³ êóë³ ç ïåðøî¿ ìíîæèíè òà êóëþ 8 ç äðóãî¿ ìíîæè-

íè (ðèñ. 4, ïîçíà÷åí³ ÷îðíèì êîëüîðîì).
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Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòè ïåðøî¿ âèá³ðêè

Kr Kn r�

n r�

r

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

K7
8�22

Ðèñ. 3. Âèá³ðêà K7 äëÿ m � � �7 15
� �C7

2 126

4

8

2

K4

4

76

5

9�22

Ðåçóëüòàò «�» Ðåçóëüòàò «�»

9�22

3

1

5 6 7

Ðèñ. 4. Ïåðøà âèá³ðêà äëÿ m C� � � � �3 19 4 643
2 (a) òà ¿¿ çàëèøîê äëÿ m C� � � �4 14 624

2 (á)

a á



Çã³äíî ç âèêëàäåíèìè ðàí³øå ì³ðêóâàííÿìè ìàºìî òàê³ ïàðàìåòðè: k1 3� ,

k2 1� . Îòæå, ìàºìî ê³ëüê³ñòü âàð³àíò³â m, ÿêó íàâåäåíî ó ï³äïèñàõ äî ðèñóíê³â.

ßê ³ ðàí³øå, ðåáåð ì³æ âåðøèíàìè 9–22 íåìàº, àëå òàêîæ çíèêàþòü ðåáðà

ì³æ âåðøèíàìè 4–7.

ßê ó âèïàäêó ïîçèòèâíîãî ðåçóëüòàòó, òàê ³ íåãàòèâíîãî ê³ëüê³ñòü âàð³àíò³â

çìåíøóºòüñÿ â äâà ðàçè.

Êðîê 3. Ï³ñëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( , )� � (äèâ. ðèñ. 4, a) âèáèðàºìî â³ñ³ì êóëü ç íî-

ìåðàìè 9–16 òà äâ³ êóë³ ç íîìåðàìè 4, 5 (ðèñ. 5, à), äàë³ âèêîíóºìî êðîê 4.

Ï³ñëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( , )� � (äèâ. ðèñ. 4, á) çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ

ôóíêö³¿ h( , )4 14� . Äîâåäåìî, ùî ¿¿ çíà÷åííÿ äîð³âíþº 6. Äëÿ öüîãî 14 êóëü

ðîç³á’ºìî íà òðè ãðóïè (8, 4, 2) ³ áóäåìî ïîñë³äîâíî ¿õ ïåðåâ³ðÿòè. ßêùî ðåçóëü-
òàò áóäå ( )� àáî (–, +), àáî ( , , )� � � , òî â³äïîâ³äíî îòðèìàºìî g( , )4 8 5� àáî
g( , )4 4 4� , àáî g( , )4 2 3� , à ÿêùî ðåçóëüòàò áóäå (–, –, –), òî çàëèøàòüñÿ ÷îòèðè
êóë³, äëÿ ÿêèõ f 2 4 3( ) � , òîáòî íåîáõ³äíî âèêîíàòè ø³ñòü êðîê³â.

Êðîê 4. Ï³ñëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( , , )� � � (äèâ. ðèñ. 5, á) âèáèðàºìî ÷îòèðè êóë³

ç íîìåðàìè 19–22 òà êóëþ 6 (ðèñ. 6). Äî òîãî æ â³äïîâ³äíî äî îñíîâíèõ ïðè-
íöèï³â âíóòð³øí³ ðåáðà ì³æ âåðøèíàìè 1, 2, 3 çíèêàþòü. Ê³ëüê³ñòü âàð³àíò³â, ùî
çàëèøèëèñÿ, â³äïîâ³äàº ÷îòèðüîì îñòàíí³ì êðîêàì, ùî ³ ïîòð³áíî.

Êðîê 4 äëÿ ñèòóàö³¿, ÿê íà ðèñ. 3, çá³ãàºòüñÿ ç êðîêîì 4 äëÿ âèïàäêó, ÿê íà

ðèñ. 4, ò³ëüêè çàì³ñòü êóë³ 6 âèáèðàºìî êóëþ 5, à çàì³ñòü êóëü 19–22 âèáèðàºìî

êóë³ 9–12, ïðè÷îìó ìàºìî ò³ëüêè ïîçèòèâíèé ðåçóëüòàò ïåðåâ³ðêè.

Êðîê 5. Ï³ñëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( , , , )� � � � (äèâ. ðèñ. 6, à) âèáèðàºìî êóë³ 1 ³ 6

(ðèñ. 7).
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9–16

17–22

4

Ðåçóëüòàò «�» Ðåçóëüòàò «–»

17–22

8

5

8

6

7

1

2
3

6

7
1

3

2

Ðèñ. 5. Äðóãà âèá³ðêà äëÿ m � � � � � �8 3 2 3 2 32 (a) òà ¿¿ çàëèøîê äëÿ m C� � � � �3 9 2 323
2 (á)

a á

1

2

3

18

17

76

22

21

20

19

Ðåçóëüòàò «�» Ðåçóëüòàò «�»

8

7

8

1

2

3

Ðèñ. 6. Òðåòÿ âèá³ðêà äëÿ m � � � �4 4 3 16 (a) òà ¿¿ çàëèøîê äëÿ m � � � � �3 4 3 1 16 (á)

a á



Äàë³ ö³ ãðàôè ëåãêî ðîçáèðà-

þòüñÿ äî îäíîãî ðåáðà. Ó ãðàô³ íà

êðîö³ 6 âèáèðàºìî êóëþ 6, ùî ïðè-

çâåäå äî óòâîðåííÿ äâîõ äâî÷àñòêî-

âèõ ãðàô³â D( , )1 4 , â ÿêèõ çàäà÷à

ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çà äâà êðîêè. Ó ïåðøî-

ìó ãðàô³ ìàºìî g( , )2 4 3� , ùî

â ñóì³ òåæ äîð³âíþº â³ñüìîì êðîêàì.

Ðîçãëÿíåìî ñèòóàö³þ âèíèê-

íåííÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( , , , )� � � � íà

ðèñ. 6, á.

Íàñòóïíèé êðîê 5: âèáèðàºìî

êóë³ 1 òà 8 (ðèñ. 8).

Ãðàô (äèâ. ðèñ. 8, á )

â³äïîâ³äàº ôóíêö³¿ h k( , )2 2 1� � , ùî äîð³âíþº k �1, äëÿ âèïàäêó, ùî ðîçãëÿ-

äàºòüñÿ, k � 2, òîìó h( , )2 3 3� � , ùî ³ ïîòð³áíî. Äëÿ ãðàôà (äèâ. ðèñ. 8, à) âèêî-

íóºìî êðîê 6.
Êðîê 6. Âèáèðàºìî êóë³ 2 òà 3 (ðèñ. 9).

Ö³ ãðàôè ëåãêî ðîçáèðàþòüñÿ çà äâà êðîêè, ùî ³ ïîòð³áíî äëÿ îñòàòî÷íîãî

äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî îá÷èñëåííÿ ôóíêö³¿ g n n( , )1 2 . ßê çàçíà÷àëîñÿ ðàí³øå,

áåçïîñåðåäíº îá÷èñëåííÿ f n1 1( ) òà f n1 2( ) íå çàâæäè äàº îïòèìàëüíèé ðåçóëüòàò.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó òàêå òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 4. g( , )3 5 4� .

Íà ïåðøîìó êðîö³ âèáèðàºìî îäíó êóëþ ç êîæíî¿ ìíîæèíè� �1 1, . ßêùî îò-

ðèìàºìî íåãàòèâíèé ðåçóëüòàò, òî ìàºìî â çàëèøêó g( , )2 4 3� , ùî â ñóì³ äàº ÷î-
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6

1

Ðåçóëüòàò «+» Ðåçóëüòàò «–»

8

2

3

19

20

21

22

2

3

19

20

21

22

Ðèñ. 7. ×åòâåðòà âèá³ðêà äëÿ m � � �4 4 8 (a) òà ¿¿ çàëèøîê äëÿ m � � �4 2 8 (á)

a á

1

Ðåçóëüòàò «+» Ðåçóëüòàò «–»

7
8

17

18

2

3

7

8

17

2

3

Ðèñ. 8. Ï’ÿòà âèá³ðêà äëÿ m � � � �1 6 2 8 (a) òà ¿¿ çàëèøîê äëÿ m � � � � �2 3 1 1 8 (á)

áa

2

Ðåçóëüòàò «+» Ðåçóëüòàò «–»

1

3

18

1

7

8

17

18

Ðèñ. 9. Ê³íöåâà âèá³ðêà äëÿ m � � �2 2 4 (a) òà ¿¿
çàëèøîê äëÿ m � � �1 4 4 (á)

áa



òèðè êðîêè. ßêùî îòðèìàºìî ïîçèòèâíèé ðåçóëüòàò, òî íà äðóãîìó êðîö³ âèáè-

ðàºìî ÷îòèðè êóë³, ùî çàëèøèëèñÿ ç äðóãî¿ ìíîæèíè. Ïîçèòèâíèé ðåçóëüòàò

áóäå îçíà÷àòè, ùî íà ïåðøîìó êðîö³ ç âèá³ðêè ïðàâà êóëÿ áóëà íåàêòèâíîþ,

à ë³âà àêòèâíîþ. Äðóãó êóëþ ç ÷îòèðüîõ çíàéäåìî çà äâà êðîêè. ßêùî îòðèìàºìî

íåãàòèâíèé ðåçóëüòàò, òî íà ïåðøîìó êðîö³ àêòèâíîþ áóëà ïðàâà êóëÿ, à äðóãó

êóëþ çíàéäåìî ç ïåðøî¿ ìíîæèíè çà äâà êðîêè. Îòæå, ñóìà êðîê³â çàâæäè áóäå

äîð³âíþâàòè 4, ùî ³ ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè.

Îá÷èñëåþâàòè ôóíêö³þ g n n( , )1 2 ìîæíà òàêîæ ç çàñòîñóâàííÿì òåîð³¿ ãðà-
ô³â. Íà ñàìîìó ïî÷àòêó ìàºìî òàêó ñèòóàö³þ. Çàäàþòü äâî÷àñòêîâèé ãðàô
D n n( , )1 2 , ÿêèé òðåáà ìåòîäîì äèõîòîì³¿ ðîç³áðàòè äî îäíîãî ðåáðà. Çäàºòüñÿ
â³ðîã³äíèì, ùî öå çàâæäè ìîæëèâî, à òîìó â³ðîã³äíèì º òâåðäæåííÿ ùî
g n n f n n( , ) ( )1 2 1 1 2� � . Äëÿ ðåàë³çàö³¿ öüîãî ïðåäñòàâèìî ÷èñëà n1 òà n2 ó âèãëÿä³

ñóì n p x1 1� � òà n p y2 2� � . Íàé÷àñò³øå ÿê äðóã³ äîäàíêè âèáèðàþòü ÷èñëà 2k

òà 2 l , äå â³äïîâ³äíî � �k n� log 2 , à � �l n� log 2 2 (ðèñ 10).

Íà ïåðøîìó êðîö³ ðîáèìî ïåðåâ³ðêó � �P P1 2, . Çà íåãàòèâíîãî ðåçóëüòàòó

ìàºìî g k lk l( , )2 2 � � . ßêùî áóäå ïîçèòèâíèé ðåçóëüòàò, òî äàë³ âèáèðàºìî x1 òà

y1 êóëü ç íèæí³õ ÷àñòèí ãðàôà çà óìîâè äîòðèìàííÿ ïðàâèëà 3. ßêùî äëÿ ÿêè-
õîñü xi òà yi îòðèìàºìî ïîçèòèâíèé ðåçóëüòàò, òî ïåðåõîäèìî äî äâîõ äâî÷àñòêî-
âèõ ï³äãðàô³â: D1(P1, yi ) òà D P xi2 2( , ), ÿê³ ìîæíà ðîçáèðàòè íåçàëåæíî. Äëÿ ïðè-
êëàäó äîâåäåìî òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü g kk k( , )2 12 1 2� � � .

Äëÿ äîâåäåííÿ âèáåðåìî äëÿ ïåðøî¿ ïåðåâ³ðêè P k
1

12 1� �� òà P2 1� . ßêùî ðå-

çóëüòàò áóäå «–», òî g kk k( , ) –2 2 2 11� � , ùî â ñóì³ ç ïåðøèì êðîêîì äàº 2k. ßêùî

ðåçóëüòàò áóäå «�», òî ê³ëüê³ñòü âàð³àíò³â m k k k� � � � �� �( ) ( )2 1 2 1 21 1 2 12 1k� � . Íà

äðóãîìó êðîö³ âèáèðàºìî x y k
1 1

12� � � . Çà íåãàòèâíîãî ðåçóëüòàòó îòðèìóºìî ñè-

òóàö³þ g k k( , )2 1 2 11 1� � �
�

, òîáòî çà ³íäóêö³ºþ äëÿ k �1. Çìåíøåííÿ k íà îäèíèöþ

â³äáóâàºòüñÿ çà äâà êðîêè äîòè, ïîêè íå îòðèìàºìî ôóíêö³þ g( , )3 5 , ÿêà äîð³âíþº 4, ùî

â ñóì³ äàº 2k êðîê³â. Çà ïîçèòèâíîãî ðåçóëüòàòó îòðèìàºìî äâà äâî÷àñòêîâ³ ï³äãðàôè,

ÿê³ ï³ñëÿ k –1 êðîê³â äèõîòîì³¿ ïåðåòâîðÿòüñÿ ó ï³äãðàôè D k
1

12 1( , )� òà D2 1 1( , ) ç êëþ-

÷îâîþ ïåðåâ³ðêîþ� �1 1, , ÿêà ìàº ïîçèòèâíèé ðåçóëüòàò. Çà k –1êðîê³â ðîçáèðàºìî ïåð-

øèé ï³äãðàô. ßêùî ïîì³æ 2 1k� êóëü çíàéäåòüñÿ àêòèâíà, òî â êëþ÷îâ³é ïåðåâ³ðö³ ë³âà

êóëÿ áóäå íåàêòèâíîþ, à ïðàâà àêòèâíîþ. Ó ï³äñóìêó îòðèìàºìî àêòèâíå ðåáðî ïåðøî-

ãî ï³äãðàôà. ßêùî ïîì³æ 2 1k� êóëü íå çíàéäåòüñÿ àêòèâíî¿, òî íà ïåðøîìó êðîö³ ïðàâà

êóëÿ áóëà àêòèâíîþ ³ îòðèìàºìî ï³äãðàô D2 1 1( , ) ÿê àêòèâíå ðåáðî. Ó ñóì³ îòðèìàºìî

2 1 1 2� � � �k k k– êðîê³â. Öåé ôàêò ³ çàâåðøóº äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Çàñòîñóâàííÿ òåîð³¿ ãðàô³â äàëî ìîæëèâ³ñòü äîâåñòè òàê³ òâåðäæåííÿ:

f 2 31 9( ) � , f 2 44 10( ) � , f 2 63 11( ) � , f 2 89 12( ) � , f 2 127 13( ) � , f 2 180 14( ) � ,

f 2 255 15( ) � .
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x1

P2P1
P2P1

2
l

2
k

y1

Ðèñ. 10. Ïåðøå ðîçáèòòÿ äëÿ m P P P Pl k� � � � � �1 2 1 22 2 (a) òà éîãî çàëèøîê äëÿ m P y P x� � � �1 1 2 1 (á)

áa



ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ïðîäåìîíñòðîâàíî çàñòîñóâàííÿ òåîð³¿ ãðàô³â äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïîøóêó

äâîõ ðàä³îàêòèâíèõ êóëü ñåðåä ìíîæèíè ïîä³áíèõ. Öÿ ìíîæèíà ïðåäñòàâëåíà

ó âèãëÿä³ ïîâíîãî íåîð³ºíòîâàíîãî ãðàôà ç â³äïîâ³äíîþ ê³ëüê³ñòþ âåðøèí,

ê³äüê³ñòü ðåáåð ÿêîãî äîð³âíþº ê³ëüêîñò³ âàð³àíò³â çàäà÷³. Íà êîæíîìó êðîö³

àëãîðèòìó âèêîíóºòüñÿ âèá³ðêà ç êóëü, ÿêà çìåíøóº ê³ëüê³ñòü ðåáåð âäâ³÷³ äî

òèõ ï³ð, äîêè íå çàëèøèòüñÿ îäíîãî ðåáðà, ÿêå ³ ñòàíîâèòü ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³.
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Ã.A. Äîíåö
ÃÐÀÔÎÂÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ× ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÎÃÎ ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà êîáìèíàòîðíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ ñåðèè òåñòîâûõ ïðîâåðîê. Ê íåé ñâîäèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà äâóõ ðà-
äèîàêòèâíûõ øàðîâ ñðåäè ìàññû çàäàííûõ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïðåäëîæåíî ïðèìåíèòü òåîðèþ ãðàôîâ. Ýòîò ïîäõîä ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà
ïðèìåðå äëÿ 22 øàðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îãðàíè÷åííàÿ âûáîðêà, íåîãðàíè÷åííàÿ âûáîðêà, ïîëíûé
ãðàô, äâóäîëüíèé ãðàô, ãðàô ïîèñêà, àêòèâíûå øàðû, àêòèâíîå ðåáðî, ïîëî-
æèòåëüíûé ðåçóëüòàò ïðîâåðîê, îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò ïðîâåðîê.

G.A. Donets
GRAPH APPROACH TO SOLVING PROBLEMS OF COMBINATORIAL RECOGNITION

Abstract. The problem of finding two radioactive balls among a given set of
balls is reduced to a combinatorial recognition problem, the latter solved by
a series of tests. In so doing, methods of graph theory are employed. To
illustrate this approach, an example with 22 balls is given.

Keywords: limited sample, unlimited sample, complete graph, bipartite graph,
search graph, active balls, active edge, positive test result, negative test result.
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