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Ð²ÇÍÈÖÅÂÀ ÄÈÔÓÇ²ÉÍÀ ÌÎÄÅËÜ Ç ÄÂÎÌÀ
Ð²ÂÍÎÂÀÆÍÈÌÈ ÑÒÀÍÀÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Ð³çíèöåâó äèôóç³éíó ìîäåëü ç äâîìà ð³âíîâàæíèìè ñòàíàìè çàäà-
íî ñòîõàñòè÷íèì ð³âíÿííÿì ç äâîìà êîìïîíåíòàìè: ïåðåäáà÷óâàíîþ, ùî
âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â ç äâîìà åêâ³ë³áð³óìàìè, òà ñòî-
õàñòè÷íîþ, ÿêà º ìàðòèíãàë-ð³çíèöåþ. Çàïðîïîíîâàíî êëàñèô³êàö³þ çîí
âïëèâó åêâ³ë³áð³óì³â çà àñèìïòîòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè òðàºêòîð³é ñòàòèñ-
òè÷íèõ åêñïåðèìåíò³â. Äîñë³äæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó ñòàòèñòè÷íèõ
åêñïåðèìåíò³â, çàäàíèõ ñóìàìè N âèá³ðêîâèõ âåëè÷èí äëÿ N � � .

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äèñêðåòíà ìàðêîâñüêà äèôóç³ÿ, åâîëþö³éíèé ïðîöåñ, êëà-
ñèô³êàö³ÿ åêâ³ë³áð³óì³â, ñòîõàñòè÷íà àïðîêñèìàö³ÿ.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ó ðîáîòàõ [1, 2] äîñë³äæåíî ñòàòèñòè÷í³ åêñïåðèìåíòè (ÑÅ), çàäàí³ óñåðåäíåíèìè

ñóìàìè âèá³ðêîâèõ âåëè÷èí, ÿê³ íàáóâàþòü á³íàðíèõ çíà÷åíü.

Ñòàòèñòè÷í³ åêñïåðèìåíòè âèçíà÷àþòü óñåðåäíåíèìè ñóìàìè âèá³ðêîâèõ âå-

ëè÷èí �n k( ), 1 � �n N , k � 0, íåçàëåæíèõ ó ñóêóïíîñò³ ïðè ô³êñîâàíîìó k � 0

³ îäíàêîâî ðîçïîä³ëåíèõ äëÿ ð³çíèõ n N�[ , ]1 , ùî íàáóâàþòü ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³

çíà÷åíü (äëÿ ïðîñòîòè çíà÷åííÿ �1):
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Â³äïîâ³äí³ ÷àñòîòí³ ÑÅ çàäàþòü óñåðåäíåíèìè ñóìàìè
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Òóò ³íäèêàòîð âèïàäêîâî¿ ïîä³¿ I A( ) �1, ÿêùî A â³äáóâàºòüñÿ, àáî I A( ) � 0,

ÿêùî A íå â³äáóâàºòüñÿ. Ïàðàìåòð k � 0 îçíà÷àº ïîñë³äîâí³ñòü åòàï³â ñïîñòåðå-

æåíü ³ éîãî ââàæàþòü äèñêðåòíèì ÷àñîì, ùî ïàðàìåòðèçóº äèíàì³êó ÑÅ.

Î÷åâèäíà óìîâà áàëàíñó ìàº âèãëÿä

S k S k k
N N
� 	� �  �( ) ( ) 1 0.

Ñï³ââ³äíîøåííÿ çâ’ÿçêó

S k S k S k S k S kN N N N N( ) ( ) ( ), ( ) [ ( )]� 	 � �� 	 � 1

2
1 (3)

äîçâîëÿþòü âèâ÷àòè åâîëþö³þ ÑÅ, ùî çàäàþòüñÿ îäíèì ³ç ïðîöåñ³â, âèçíà÷å-

íèõ (1) àáî (2).

Íàäàë³ îñíîâíó óâàãó ïðèä³ëåíî äîñë³äæåííþ äèíàì³êè ÑÅ, ÿêó âèçíà÷àþòü

ïîçèòèâí³ ÷àñòîòè S k
N
� ( ), k � 0. Ðàçîì ç òèì êîðèñíî âèâ÷àòè òàêîæ äèíàì³êó

á³íàðíèõ ÑÅ S kN ( ), k � 0, ùî çàäàþòüñÿ óñåðåäíåíèìè ñóìàìè (1).

Äèíàì³êó ÑÅ âèçíà÷àþòü åâîëþö³éíèìè ïðîöåñàìè (ÅÏ) P k� ( ), k � 0,

çàäàíèìè óìîâíèìè ìàòåìàòè÷íèìè ñïîä³âàííÿìè

P k E S k S k P k k
N N�
� �

�� � � � �( ) : [ ( ) | ( ) ( )],1 1 0, (4)

C k E S k S k C k kN N( ) : [ ( ) | ( ) ( )],� � � � �1 1 0. (5)
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Ñï³ââ³äíîøåííÿ (3) ïîðîäæóº çâ’ÿçîê ÅÏ (4) i (5): C k P k P k( ) ( ) ( )� 	� 	 .

Ç óðàõóâàííÿì î÷åâèäíî¿ óìîâè áàëàíñó

P k P k k� 	� �  �( ) ( ) 1 0,

÷àñòîòí³ ÅÏ P k� ( ), k � 0, ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ (äèâ. (3))

P k C k k� � � �( ) [ ( )],
1

2
1 0.

Ó ðîçä. 2 ð³çíèöåâó åâîëþö³éíó ìîäåëü çàäàíî ïðèðîñòàìè ÷àñòîòíèõ éìî-

â³ðíîñòåé

�P k P k P k k� � �� � � 	 �( ) ( ) ( ),1 1 0, (6)

à òàêîæ ïðèðîñòàìè á³íàðíèõ ÅÏ

�C k C k C k k( ) ( ) ( ),� � � 	 �1 1 0. (7)

Äèíàì³êó ÅÏ (4) i (5) âèçíà÷àþòü óìîâíèìè ìàòåìàòè÷íèìè ñïîä³âàííÿìè

V p E S k S k p p
N N

�
�

� �
� �� � � � �( ) : [ ( ) | ( ) ],� 1 0 1, (8)

V c E S k S k c cN N0 1 1( ) : [ ( ) | ( ) ], | |� 	 � � �� . (9)

Î÷åâèäíèé çâ’ÿçîê óìîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîä³âàíü (8) ³ (9) ìàº âèãëÿä

V c V p V p c p p p c0
1

2
1( ) : [ ( ) ( )], [ ],� 	 	 � 	 � ��

�
	

	 � 	 � .

Çàóâàæåííÿ 1. Óìîâí³ ìàòåìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ (8) ³ (9) âèçíà÷àþòü ïåðåäáà-

÷óâàí³ êîìïîíåíòè ÑÅ (2) ³ (1).

Îñíîâíîþ ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º äîñë³äæåííÿ äèíàì³êè ÑÅ (1) ³ (2) òà ¿õí³õ ÅÏ
(4) ³ (5) çà åòàïàìè k � � ç óðàõóâàííÿì îñîáëèâîñòåé ïîäàííÿ óìîâíèõ ìàòåìà-
òè÷íèõ ñïîä³âàíü (8) ³ (9). Äîñë³äæóþòüñÿ «çîíè âïëèâó» äâîõ åêâ³ë³áð³óì³â,
ùî ïîðîäæóþòüñÿ çà ïðèíöèïîì «ñòèìóëþâàííÿ – ñòðèìàííÿ». Óí³âåðñàëüí³ñòü
öüîãî ïðèíöèïó ìîæíà ï³äòâåðäèòè ðåàëüíèìè ³íòåðïðåòàö³ÿìè äèíàì³êè åêî-
íîì³÷íèõ ïðîöåñ³â [3, 4], ðîçâèòêîì ìîäåëåé ïîïóëÿö³éíî¿ ãåíåòèêè [5] òà ³íòåð-
ïðåòàö³ºþ ïðîöåñ³â íàâ÷àííÿ [6].

Äîñë³äæåííÿ ïåðåäáà÷óâàíèõ êîìïîíåíò ç óðàõóâàííÿì ïðèíöèïó «ñòèìó-
ëþâàííÿ – ñòðèìàííÿ» ðåàë³çîâàíî â ðîçä. 3–8. Ó ðîçä. 3 âèâ÷åíî ÷àñòîòí³ òà
á³íàðí³ ÅÏ, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòüñÿ «çîíàìè âïëèâó» åêâ³ë³áð³óì³â � � , ³ âèçíà÷åíî
ïðèòÿãóâàëüíèé � � òà â³äøòîâõóâàëüíèé � 	 åêâ³ë³áð³óìè (òåîðåìà 1 ó ÷àñòîòíî-
ìó ïðåäñòàâëåíí³ ³ ¿¿ á³íàðíèé âàð³àíò — òåîðåìà 2). Ó ðîçä. 4 íàâåäåíî ³íòåð-
ïðåòàö³þ çîí âïëèâó äâîõ åêâ³ë³áð³óì³â ç óðàõóâàííÿì àñèìïòîòè÷íî¿ ïî-
âåä³íêè ÅÏ äëÿ k � � . Ó ðîçä. 5–8 äîñë³äæåííÿ ÑÅ ç ôóíêö³ºþ ðåãðåñ³¿
ïðèðîñò³â, ùî ìàº äâà åêâ³ë³áð³óìè, ïðîâåäåíî çà ñõåìîþ ðîá³ò [1, 2]. Ñïî÷àòêó
(ðîçä. 5) äèíàì³êó ÑÅ (1) òà (2) çàäàíî ð³çíèöåâèì ñòîõàñòè÷íèì ð³âíÿííÿì ç óðà-
õóâàííÿì ìàðòèíãàë³â òà ¿õí³õ ïåðøèõ äâîõ ìîìåíò³â. Ïîò³ì (ðîçä. 6) çàïðîïîíî-
âàíî êëàñèô³êóâàòè åêâ³ë³áð³óìè ñòîõàñòè÷íî¿ ìîäåë³ ÑÅ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó
ñòîõàñòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ [7]. Ó ðîçä. 7 ñòîõàñòè÷íó êîìïîíåíòó àïðîêñèìîâàíî
çà ðîçïîä³ëîì ïîñë³äîâí³ñòþ íåçàëåæíèõ íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí. Â³äïîâ³äíà ãðàíè÷íà òåîðåìà äàº ï³äñòàâó äëÿ íîðìàëüíî¿ àïðîêñèìàö³¿ ÑÅ.
Ó ðîçä. 8 íîðìàë³çîâàí³ ÑÅ ðîçãëÿíóòî ó äèñêðåòíî-íåïåðåðâíîìó ÷àñ³ ³ àïðîêñè-
ìîâàíî íåïåðåðâíèì ïðîöåñîì Îðíøòåéíà–Óëåíáåêà òèïó [8, 9].

2. ÏÐÈÍÖÈÏ «ÑÒÈÌÓËÞÂÀÍÍß–ÑÒÐÈÌÀÍÍß»

×àñòîòí³ éìîâ³ðíîñò³ P k� ( ) çíà÷åíü âèá³ðêîâèõ âåëè÷èí �n k� ( ), k � 1, âèçíà÷à-

þòüñÿ ÅÏ, äèíàì³êó ÿêèõ (çà åòàïàìè k � 0) çàäàþòü ôóíêö³ÿìè ðåãðåñ³¿ ïðè-

ðîñò³â, ùî â³äîáðàæàº ôóíäàìåíòàëüíèé ïðèíöèï âçàºìîä³¿ êîëåêòèâíî¿ ïî-

âåä³íêè ñóêóïíîñò³ îá’ºêò³â — ïðèíöèï «ñòèìóëþâàííÿ – ñòðèìàííÿ» [10]. Ç ìà-

òåìàòè÷íî¿ òî÷êè çîðó öåé ïðèíöèï îïèñóþòü ë³í³éíîþ ôóíêö³ºþ ÷àñòîò çíà÷åíü
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p� (0 1� ��p , p p� 	� �1) âèá³ðêîâèõ âåëè÷èí �n k� ( ): � �	 � � 		p p ç äâîìà

íàïðÿìíèìè ïàðàìåòðàìè � � , ÿê³ òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâîñò³ ÷àñòîò:

0 1 1� � � �� � 	� � �, .

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ïðèíöèï «ñòèìóëþâàííÿ – ñòðèìàííÿ» âèðàæàºòüñÿ ôëþê-

òóàö³ºþ ÷àñòîò

� � �	 � � 	 � �	 � 	p p p .

Ë³í³éíó êîìïîíåíòó ôóíêö³¿ ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó òàê³é

ôîðì³:

� � �� � 	 	 � 		 � 	p p p .

Äîáóòîê äâîõ ôëþêòóàö³é ÷àñòîò

( )( ) ( )( )p p p p� � � 	 	 	 	 �	 	 � 	 	� � � �

ïîðîäæóº íåë³í³éíó ôóíêö³þ ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â ç äâîìà åêâ³ë³áð³óìàìè � � .

Çàâåðøåííÿ ïîáóäîâè ÷àñòîòíî¿ ôóíêö³¿ ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â ç óðàõóâàííÿì

ìåæîâèõ ïîãëèíàëüíèõ ñòàí³â 0, 1 âèçíà÷àº ïðèðîñòè ÷àñòîòíèõ éìîâ³ðíîñòåé

V p Vp p p p V�
� � � � � �� 	 	 	 �( ) ( )( )( ),� �1 0� � .

Ìàº ì³ñöå óìîâà áàëàíñó

V p V p p p�
�

	
	 � 	� � � �( ) ( ) ,0 1.

Çã³äíî ç ïðèíöèïîì «ñòèìóëþâàííÿ – ñòðèìàííÿ» ë³í³éí³ ôóíêö³¿ ðåãðåñ³¿

ïðèðîñò³â ìîæóòü ìàòè òàêèé âèãëÿä:

� � � � � � � � � �� � 	 � � 	� � � 	 � � 	p p p� � � ��( ), : / , : .

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³, áóäåìî ââàæàòè � � �:� 	 �� 	 0. Òîä³ åê-

â³ë³áð³óìè � � �� ��� / íàáóâàþòü çíà÷åíü ïîçà ³íòåðâàëîì ( , )0 1 :

� � � � � �	 	 � �� 	 � � �: / , : /0 1.

Îòæå, ð³âíîâàæí³ ñòàíè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ åêâ³ë³áð³óìàìè �� , «ï³äñèëþþòü»

àáî «ñòðèìóþòü» äèíàì³êó ÷àñòîòíèõ éìîâ³ðíîñòåé, íå ðîçä³ëÿþ÷è îáëàñò³

çíà÷åíü — ³íòåðâàë ( , )0 1 — íà äîäàòêîâ³ çîíè âïëèâó. Òàê³ åêâ³ë³áð³óìè òà-

êîæ ðîçãëÿíóòî â åêîíîì³÷íèõ äîñë³äæåííÿõ Â.Ï. Ìàñëîâà [3, 4].

Íàÿâí³ñòü äâîõ åêâ³ë³áð³óì³â ó ôóíêö³¿ ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â, ùî çàäàþòü ð³çíè-

öåâ³ åâîëþö³éí³ ð³âíÿííÿ (ÐÅÐ) äëÿ ïðèðîñò³â ÷àñòîòíèõ éìîâ³ðíîñòé (4) òà ïðè-

ðîñò³â á³íàðíèõ ÅÏ (5), ñóòòºâî çì³íþº äèíàì³êó ÿê ÅÏ, òàê ³ ÑÅ.

3. Ð²ÇÍÈÖÅÂÀ ÅÂÎËÞÖ²ÉÍÀ ÌÎÄÅËÜ

Ïðèðîñòè ÷àñòîòíèõ éìîâ³ðíîñòåé (6) òà á³íàðíèõ ÅÏ (7) çàäàþòü óìîâíèìè

ìàòåìàòè÷íèìè ñïîä³âàííÿìè (8) ³ (9).

Îçíà÷åííÿ 1. ×àñòîòí³ éìîâ³ðíîñò³ P k� ( ), k � 0, çàäàþòü ðîçâ’ÿçêàìè ÐÅÐ

�P k V P k k�
�

�� � �( ) ( ( )), ,1 0 (10)

�C k V C k k( ) ( ( )),� � 	 �1 00 . (11)

Óìîâí³ ìàòåìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ (8), (9) âèçíà÷àþòü ôóíêö³ÿìè ðåãðåñ³¿ ïðè-
ðîñò³â

V p V p p p p p�
� � � � � � �� 	 	 	 � �( ) ( )( )( ),� �1 0 1� � , (12)

V c V c c c

V V c

0 0
2

0

1

4 1

( ) ( )( )( ),

, : / , | | .

� 	 	 � 	

� 	 � �� 	

� �

� � �
(13)

Ôóíêö³ÿ ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â (13) á³íàðíèõ ÅÏ C k( ), k � 0, òàêîæ ìàº äâà

åêâ³ë³áð³óìè: ��.
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Ïîäàëüøèé àíàë³ç ÅÏ, çàäàíèõ ÐÅÐ (10) ³ (11) ç óðàõóâàííÿì ôóíêö³é ðåã-

ðåñ³¿ ïðèðîñò³â (12) ³ (13), ïðîâåäåíî çà ñõåìîþ ðîá³ò [1, 2].

Ôóíêö³¿ ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â (12) ³ (13) âèä³ëÿþòü çîíè, çàäàí³ åêâ³ë³áð³óìàìè

� � òà �� (ðèñ. 1).

Åêâ³ë³áð³óìè � � âèä³ëÿþòü òðè çîíè:

0 1� � � � � �� 	 	 � � � �p p p� � � �, , . (14)

Àíàëîã³÷íî ìàþòü ì³ñöå òðè çîíè, ùî âèçíà÷àþòü á³íàðí³ ôóíêö³¿ ðåãðåñ³¿

ïðèðîñò³â V c0 ( ):

	 � � 	 	 � � � �1 1c c c� � � �, , . (15)

Âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñèô³êàö³þ ìîäåëåé ÅÏ ç óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íî¿ ïî-

âåä³íêè ÷àñòîòíèõ éìîâ³ðíîñòåé P k� ( ) òà á³íàðíèõ ÅÏ C k( ) ïðè k � � , ñôîðìó-

ëþºìî òåîðåìó êëàñèô³êàö³¿.

Òåîðåìà 1. ×àñòîòí³ éìîâ³ðíîñò³ àëüòåðíàòèâ P k� ( ), k � 0, çàäàí³ ðîçâ’ÿçêà-

ìè ÐÅÐ (10), âèçíà÷àþòü çîíè âïëèâó (14) òàêîþ àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåä³íêîþ:

� ó ìîäåë³ MA (ïðèòÿãóâàëüíà)

lim ( ) , ( )
k

P k P
��

� � 	 �� � �� � 0 1; (16)

� ó ìîäåë³ MR (â³äøòîâõóâàëüíà):

lim ( ) , ( ) ;

lim ( ) , ( ) .

k

k

P k P

P k P

��
� � 	

��
	 � 	

� � �

� � �

0 0 0

1 0 1

�

�
(17)

Àíàëîã³÷íî á³íàðí³ ÅÏ âèçíà÷àþòüñÿ çîíàìè âïëèâó (15) åêâ³ë³áð³óì³â � �
çà ¿õíüîþ àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåä³íêîþ.

Òåîðåìà 2. Á³íàðí³ ÅÏ C k( ), k � 0, çàäàí³ ðîçâ’ÿçêàìè ÐÅÐ (11), âèçíà÷àþòü

çîíè âïëèâó åêâ³ë³áð³óì³â � �:

� ó ìîäåë³ MA (ïðèòÿãóâàëüíà)

lim ( ) , ( ) ;
k

C k C
��

� 	 � �� � 0 1

� ó ìîäåë³ MR (â³äøòîâõóâàëüíà)

lim ( ) , ( )
k

C k C
��

� � � 	0 0 0 �.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1 i 2 àíàëîã³÷í³. Òîìó ðîçãëÿíåìî ëèøå ÷àñòîòí³ ïîçè-

òèâí³ éìîâ³ðíîñò³ àëüòåðíàòèâ P k� ( ), k � 0, ç ôóíêö³ºþ ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â (12)

(äèâ. ðèñ. 1, à):

V p Vp p p p�
� � � � 	 � �� 	 	 	 	( ) ( )( )( )1 � � , (18)
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Ðèñ. 1. Ôóíêö³¿ ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â ç äâîìà åêâ³ë³áð³óìàìè: ÷àñòîòíà (a); á³íàðíà (á)

V p Vp p p p�
	� 	 	 	 	( ) ( )( )( ),1 � ��

V � ��0 6 0 8. , . ,� 0 1� � �	 �� �

V p� ( )

p c

à á

V c0 ( ) V ñ V c c c0
21( ) ( )( )( ),� 	 	 � 	� �

V � �0 6 0 5. , .�



ÿêà íàáóâàº òàêèõ çíà÷åíü:

V P k P�
� � 	� � �( ( )) , ( )0 0 0 � àáî � � �� �P ( )0 1,

(19)
V P k P�

� 	 � �� � �( ( )) , ( ) .0 0� �

Ìîíîòîíí³ñòü ïðèðîñò³â (19) ó çîíàõ âïëèâó åêâ³ë³áð³óì³â òà îáìåæåí³ñòü

éìîâ³ðíîñòåé P k P k� �� �( ) : ( )0 1 äîçâîëÿþòü çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ³ñíóâàííÿ

ãðàíèöü (16) òà (17) äëÿ ÷àñòîò p P k
k

�
�

��
�� lim ( ).

Çíà÷åííÿ ãðàíèöü (16) òà (17) âèïëèâàº ç î÷åâèäíîãî ð³âíÿííÿ

0 1� � 	 	 	�
�
�

�
�

�
�

�
�

	 �
�

�V p p p p p( ) ( )( )( )� � .

Äëÿ ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ ó çîí³ âïëèâó � �	 � �� �P ( )0 ìîíîòîííå çðîñòàí-

íÿ ïðèðîñò³â (19) îçíà÷àº lim ( )
k

P k p
��

� �
�

�� � � .

Àíàëîã³÷íî âèçíà÷àþòü ãðàíè÷íó ïîâåä³íêó ïîçèòèâíèõ ÷àñòîòíèõ éìîâ³ð-

íîñòåé P k� ( ), k � 0, ó çîíàõ âïëèâó � � �� �P ( )0 1 òà 0 0� �� 	P ( ) � , ùî çàáåçïå-

÷óºòüñÿ ìîíîòîííèì ñïàäàííÿì ïðèðîñò³â.

Êëàñèô³êàö³ÿ çîí âïëèâó åêâ³ë³áð³óì³â ôóíêö³é ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â äîçâîëÿº

çðîáèòè ïîïåðåäí³é âèñíîâîê ùîäî ðåàëüíî¿ ³íòåðïðåòàö³¿ åêâ³ë³áð³óì³â ó ñó÷àñíî-

ìó åêîíîì³÷íîìó ïðîñòîð³, à òàêîæ ìîäåëÿõ ïîïóëÿö³éíî¿ ãåíåòèêè [5] àáî ìîäå-

ëÿõ íàâ÷àííÿ [6].

4. ²ÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖ²ß ÇÎÍ ÂÏËÈÂÓ ÅÊÂ²Ë²ÁÐ²ÓÌ²Â �� Â ÅÊÎÍÎÌ²×ÍÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐ²

Äèíàì³êà ÷àñòîòíèõ éìîâ³ðíîñòåé P k� ( ), k � 0, ó çîí³ ïðèòÿãóâàëüíîãî åê-

â³ë³áð³óìó � �
lim ( ) , ( )

k
P k P

��
� � � �� �� �0 ,

îçíà÷àº, ùî íàÿâí³ñòü «â³äíîñíîãî» êàï³òàëó CP k C� ��( ) � ïðèçâîäèòü äî çà-

ãàëüíîãî çìåíøåííÿ êàï³òàëó äî ð³âíîâàæíîãî ñòàíó C� � , ùî õàðàêòåðèçóº

îá’ºêòèâí³ñòü ïðèíöèïó «ñòèìóëþâàííÿ – ñòðèìóâàííÿ». Ðàçîì ç òèì ïðèòÿãó-

âàëüíèé åêâ³ë³áð³óì � � ó çîí³ � �	 � �� �P ( )0 çóìîâëþº çðîñòàííÿ êàï³òàëó äî

ð³âíîâàæíîãî ñòàíó C� � , ùî òàêîæ õàðàêòåðèçóº îá’ºêòèâí³ñòü öüîãî ïðèíöèïó.

Ó çîí³ â³äøòîâõóâàëüíîãî åêâ³ë³áð³óìó äèíàì³êà «â³äíîñíîãî» êàï³òàëó

lim ( ) , ( )
k

P k P
��

� � 	� � �0 0 0 � ,

îçíà÷àº, ùî ñóá’ºêò åêîíîì³÷íîãî ïðîñòîðó ç «â³äíîñíèì» êàï³òàëîì, ìåíøèì,

í³æ C� 	 , âòðà÷àº êàï³òàë.

Âèíèêàº ñòðàòåã³÷íà ïðîáëåìà: çìåíøåííÿ çîíè «çóáîæ³ííÿ» ñóá’ºêò³â åêî-

íîì³÷íîãî ïðîñòîðó, à â ³äåàë³ — ë³êâ³äàö³ÿ çîíè ( , )0 � 	 .

5. Ð²ÇÍÈÖÅÂÀ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ

Ð³çíèöåâ³ åâîëþö³éí³ ð³âíÿííÿ (10), (11) ðàçîì ç ôóíêö³ÿìè ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â

(12), (13) ïîðîäæóþòü äåòåðì³íîâàí³ ÅÏ, ÿê³ ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ïå-

ðåäáà÷óâàíèõ õàðàêòåðèñòèê ÑÅ.

Äèíàì³êó ÑÅ (1) àáî (2) çàäàìî ð³çíèöåâèì ñòîõàñòè÷íèì ð³âíÿííÿì (ÐÑÐ)

ç âèêîðèñòàííÿì ìàðòèíãàë³â (ïðè k � 0)

� ��
N N N

k S k V S k k� � � �� � � 	 �( ) : ( ) ( ( )),1 1 0, (20)

� �� N N Nk S k V S k k( ) : ( ) ( ( )),� � � � �1 1 00 . (21)

Îçíà÷åííÿ 2. ×àñòîòí³ ÑÅ (2) çàäàþòü ðîçâ’ÿçêàìè ÐÑÐ

� �S k V S k k k
N N N
� � � �� � � � �( ) ( ( )) ( ),1 1 0� .
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Á³íàðí³ ÑÅ (1) âèçíà÷àþòü ðîçâ’ÿçêîì ÐÑÐ

� �S k V S k k kN N N( ) ( ( )) ( ),� � 	 � � �1 1 00 � . (22)

Ìàðòèíãàëè (20) ³ (21) õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïåðøèìè äâîìà ìîìåíòàìè:

E k E k k
N N[ ( )] , [ ( )] , ,� �� �� � � � � �1 0 1 0 0 (23)

E k S k V S k V S k N k
N N N N[( ( )) | ( )] ( ( )) ( ( )) / , ,� �� �

�
�

	
	� � �1 02

(24)
E k S k V S k N kN N N[( ( )) | ( )] [ ( ( ))] / , .� � � � 	 �1 1 02 2

Òóò ôóíêö³¿ ðåãðåñ³¿ ìàþòü âèãëÿä

V p p V p p� � �
�

� �� � �( ) : ( ), ,� 0 1

V c c V c c( ) : ( ), | | .� 	 �0 1

Äëÿ îá÷èñëåííÿ äðóãèõ ìîìåíò³â ìàðòèíãàë³â (20) ³ (21) âèêîðèñòàºìî î÷å-

âèäí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ:

E k S k p E k S k pn N n N
[( ( )) | ( ) ] [ ( ) | ( ) ]� �� �

�
� �

�� � � � � �1 12

� � � � �� �
� � �E S k S k p V p k

N N
[ ( ) | ( ) ] ( ), ,1 0 (25)

à òàêîæ

E k kn[( ( )) ] ,� � �  �1 1 02

E k S k c E S k S k c V c cn N N N[ ( ) | ( ) ] [ ( ) | ( ) ] ( ), | | .� � � � � � � �1 1 1

Îòæå, ìàºìî

D k S k c E k S k cn N n N[ ( ) | ( ) ] : [( ( )) | ( ) ]� �� � � � � 	1 1 2

	 � � � 	[ [ ( ) | ( ) ]] ( ).E k S k c V cn N� 1 12 2

Àíàëîã³÷íî

D k S k p V p V p V p V pn N
[ ( ) | ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( )�� �

� � � � � � � 	 	� � � 	 �1 2 .

Êð³ì òîãî, âèêîðèñòîâóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ

D S k S k c
N

D k S k c V cN N n N[ ( ) | ( ) ] [ ( ) | ( ) ] [ ( )] /� � � � � � 	1
1

1 1 2� N ,

ùî ïîÿñíþº íàÿâí³ñòü ìíîæíèêà N 	1 ó ôîðìóëàõ (24).

Çàëèøàºòüñÿ çàóâàæèòè, ùî çà îçíà÷åííÿì ìàðòèíãàë³â (20), (21) ¿õí³ óìîâí³

äèñïåðñ³¿ âèçíà÷àþòüñÿ ð³âí³ñòþ (äèâ. (25))

E k S k D S k S kN N N N[( ( )) | ( )] [ ( ) | ( )]� � � � �1 12 .

Ä³éñíî, ç îçíà÷åííÿ (21) ìàºìî

E k S k E S k V S k S kN N N N N[( ( )) | ( )] [[ ( ) ( ( ))] | ( )� �� � � � �1 12
0

2 ] �

� � 	 � � �E S k S k E S k S k D S k S
N N N N N[ ( ) | ( )] [ [ ( ) | ( )]] [ ( ) |2 21 1 1 N k( )].

6. ÊËÀÑÈÔ²ÊÀÖ²ß ÅÊÂ²Ë²ÁÐ²ÓÌ²Â ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎ¯ ÌÎÄÅË² ÑÅ

Íàÿâí³ñòü ñòîõàñòè÷íî¿ êîìïîíåíòè �� N k( )�1 ó ÐÑÐ (22) äëÿ á³íàðíèõ ÑÅ

çíà÷íî óñêëàäíþº ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè ñò³éêîñò³ ÑÅ. Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíÿ

ð³âíÿííÿ ðåãðåñ³¿ ç³ ñòîõàñòè÷íîþ êîìïîíåíòîþ ïðîïîíóºìî âèêîðèñòàòè ìåòîä

ñòîõàñòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿, ðîçðîáëåíèé Ðîá³íñîíîì ³ Ìîíðî [7].

Ââåäåìî ïàðàìåòðè ñòîõàñòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ a a k kk : / ,� � 1, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü àïðîêñèìàö³éí³ óìîâè
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a a a
k

a kk

k
k

k k�

�

�

�

�

�


 
 
� � � � � � � �
1

2

1
2

1

21

6
0, ,

�
. (26)

Ïðîöåäóðó ñòîõàñòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ äëÿ ÐÑÐ (22) îïèøåìî ñõåìîþ

� �� � � � �N k N N Nk a V k k k k( ) [ ( ( )) ( ( )) ( )],� � 	 � � �1 1 10 . (27)

Ïàðàìåòðè íîðìàë³çàö³¿ ñòîõàñòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (26).

Çàóâàæåííÿ 2. Äèñêðåòíà ìàðêîâñüêà äèôóç³ÿ � N k( ), k � 0, çàäàíà ðîçâ’ÿç-

êîì ÐÑÐ (27), õàðàêòåðèçóºòüñÿ ïåðøèìè äâîìà ìîìåíòàìè:

E k k c a V c kN N k[ ( ) | ( ) ] ( ), ,�� �� � � 	 �1 00

E k k c a c V c NN N k
[[ ( )] | ( ) ] [ ( ) ( ) / ].�� � �� � � �1 2 2 2

0
2

Äëÿ êëàñèô³êàö³¿ çîí âïëèâó åêâ³ë³áð³óì³â �� (| |� � 1) ââåäåìî êëàñèô³êàòîðè

åêâ³ë³áð³óì³â:

� � � 	 	 �( ) : ( )( ), | |c V c c c0
21 1� � . (28)

Äàë³ ïîñëóãîâóºìîñü âëàñòèâ³ñòþ êëàñèô³êàòîð³â (28)

� �� 	� 	 � � � 	 � � 	( ) , ; ( ) ,c c c c0 1 0 1� � .

Ïðîöåäóðà ñòîõàñòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ âèêîðèñòîâóº òåîðåìó Íåâåëüñîíà–Õàñü-

ì³íñüêîãî [11, òåîðåìà 2.7.2], àäàïòîâàíó äî ìîäåëåé ÑÅ.

Òåîðåìà 3 [11]. Íåõàé ³ñíóº íåâ³ä’ºìíà ôóíêö³ÿ � 0 ( )c , | |c � 1, ùî ìàº òî÷êó

ð³âíîâàãè c0 : � 0 0 0( )c � òà çàäîâîëüíÿº íåð³âíîñò³ â îêîë³ òî÷êè c0 äëÿ ô³êñîâà-
íîãî h � 0:

sup ( )( )

| |
1

0 0

0

0

h
c c h

c c c

� 	 �

	 �� .

Òîä³ ïðîöåäóðà ÑÀ � N k( ), k � 0, çá³ãàºòüñÿ ç éìîâ³ðí³ñòþ 1 äî òî÷êè ð³âíî-

âàãè c0 :

� N
P

k c k( ) ,
1

0� �� � � .

Òåïåð êëàñèô³êàö³þ çîí âïëèâó åêâ³ë³áð³óì³â � � ôîðìóëþºìî òàêèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 4. Äèíàì³êà ÑÅ S kN ( ), k � 0, õàðàêòåðèçóºòüñÿ êëàñèô³êàòîðà-

ìè (28):
� ó çîí³ âïëèâó ïðèòÿãóâàëüíîãî åêâ³ë³áð³óìó �

P k
k

N Nlim ( ) , ( )
��

� 	 � �� � � � 0 1;

� ó çîí³ âïëèâó â³äøòîâõóâàëüíîãî åêâ³ë³áð³óìó 	 �

P k
k

N Nlim ( ) , ( )
��

� 	 � � 	� � �0 1 0 .

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóºìî êëàñèô³êàòîðè (28) òà òåîðåìó Íåâåëüñîíà–Õàñü-

ì³íñüêîãî (òåîðåìà 3).

Ç îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ãåíåðàòîðà äèñêðåòíî¿ ìàðêîâñüêî¿ äèôóç³¿ � N k( ),

k � 0, íà òåñò-ôóíêö³ÿõ � �� � �( ) ( )c c 2 îòðèìóºìî

L c E c k c k cN N�� � � � �� � �� � � 	 � �( ) : [ ( ( )) ( ) | ( ) ]� 1

� � � � � � �2 1 1 2E k k c c E k k cN N N N[ ( ) | ( ) ]( ) [( ( )) | ( ) ],� �� � � � �

òîáòî ìàºìî

L c a c c a B ck k N�� �� �� 	 �( ) ( )( ) ( )2 2 2� � .

Ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé êëàñèô³êàòîð³â (28) òåîðåìà Íåâåëüñîíà–Õàñüì³í-

ñüêîãî îá´ðóíòîâóº òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4.
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7. ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖ²ß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎ¯ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÈ

Ìàðòèíãàëüíà âëàñòèâ³ñòü (äëÿ k � 0) ñòîõàñòè÷íèõ êîìïîíåíò (20) ³ (21) äîç-
âîëÿº á³ëüø äåòàëüíî ¿õ õàðàêòåðèçóâàòè. À ñàìå, íîðìîâàí³ ìàðòèíãàëè (20)

³ (21) âèçíà÷àþòüñÿ áåðíóëë³¿âèìè ðîçïîä³ëàìè ìîæëèâèõ çíà÷åíü ÷àñòîò 	
N
�

çà çàäàíèì ðîçïîä³ëîì p� :
� ó ÷àñòîòíîìó ïðåäñòàâëåíí³

P p N S k p
N N N

{ } =� � 	�
�

� �
�� �( ) / | ( )

� � � � �
� 	 � 	

� 	 �� 	N
p p N N

N N
N N N

N N
!

! !
( ) ( ) , ,

	 	
	 	 		 	

0 ; (29)

� ó á³íàðíîìó ïðåäñòàâëåíí³

P c N S k cN N N{ } =� � 	( ) / | ( )� �

� � 	 	 � �
� 	 � 	

� 	� 	N
p p N N

N N

N N N N
N N

!

! !
( ) ( ) , , .

	 	
	 	 	 		 	

(30)

Ìàðòèíãàëüíà âëàñòèâ³ñòü ñòîõàñòè÷íèõ êîìïîíåíò (20) ³ (21), à òàêîæ ¿õí³

áåðíóëë³¿âè ðîçïîä³ëè (29) ³ (30) çàáåçïå÷óþòü «óìîâíó ôîðìó» àïðîêñèìàö³¿

ç âèêîðèñòàííÿì ÅÏ (4) ³ (5).

Òåîðåìà 5. Íîðìîâàí³ ñòîõàñòè÷í³ êîìïîíåíòè (29) i (30) àïðîêñèìóþòüñÿ

çà ðîçïîä³ëîì (ïðè N � � ) ïîñë³äîâí³ñòþ íåçàëåæíèõ, íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíèõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí W
k�
�

1
, Wk�1, k � 0:

N p W E W p p
N

D

k k
� � ��

� �
�

�
�

� 	� �� �( ) , [ ] ( , ),
1 1

2 2� (31)

N c W E W cN
D

k k� � �( ) , [ ] ( ),� �� �� �1 1
2 2

(32)

ÿê³ õàðàêòåðèçóþòüñÿ äðóãèìè ìîìåíòàìè

�
� �
 ( , ) ( ) ( ), ( ) ( )p p V p V p c V c� 	 � � 	 	� � 	2 21

³ âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêö³ÿìè ðåãðåñ³¿

V p p V p V c c V c� � �
�

�� � 	( ) : ( ), ( ) : ( )� 0 . (33)

Äîâåäåííÿ. Áåðíóëë³¿âè ðîçïîä³ëè (29) ³ (30) íîðìîâàíèõ ìàðòèíãàë³â (20)

³ (21) â óìîâí³é ôîðì³ ïîðîäæóþòüñÿ íîðìîâàíèìè ñóìàìè âèá³ðêîâèõ âåëè÷èí

� � � � �
N n

n

N

n np
N

p p k V p�
�

�

�
�

�
�

�
� �� � � 	
( ) ( ), ( ) ( ) ( ),

1
1

1

(34)

� � � � �N n

n

N

n nc
N

c c k V c( ) ( ), ( ) ( ) ( ).� � � 	
�



1
1

1

(35)

Çã³äíî ç îçíà÷åííÿì ÷añòîòíèõ ìàðòèíãàë³â (20) òà ÷àñòîòíèõ ôóíêö³é ðåã-

ðåñ³¿ (33) ÷àñòîòí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ó ñóì³ (34) ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ

� n p
V p P V p

V p

�
�

� � � � �

� �

�
	 �

	
( )

( ) ( ),

( )

1 ç éìîâ³ðí³ñòþ

ç éìîâ³ðí³ñòþ P V p� � ��

�
�
� ( ).

(36)

Àíàëîã³÷íî, ç óðàõóâàííÿì îçíà÷åííÿ á³íàðíèõ ìàðòèíãàë³â (21) òà á³íàðíèõ

ôóíêö³é ðåãðåñ³¿ (33) á³íàðí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ó ñóì³ (35) ìàþòü ïðåäñòàâ-

ëåííÿ

� n c
V c P c V c

V c

( )
( ) ( ) [ ( )],

( ( )

�
	 � �

	 �

�1
1

2
1

1

ç éìîâ³ðí³ñòþ

ç éìîâ³ðí³ñòþ P c V c	 � 	

�

�
�

�
� ( ) [ ( )].

1

2
1

(37)
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Âèá³ðêîâ³ âåëè÷èíè (36) ³ (37) õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïåðøèìè äâîìà ìîìåíòàìè:

E En n� �� � � 0,

E p p V p V p E c Vn n( ) ( , ) ( ) ( ), ( ) ( ) (� � � ��
� 	 � � 	 	� � � � 	2 2 2 2 21

�
c) .

Îòæå, íîðìîâàí³ ìàðòèíãàëè (31), (32) òàêîæ õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïåðøèìè äâî-

ìà ìîìåíòàìè:

E p E c
N N� �� ��

� � �( ) ( ) ,0

E p p p V p V p
N

( ( )) ( , ) ( ) ( ),� � ��
� � 	 � � 	 	� �2 2�

(38)

E c c V cN( ( )) ( ) ( ).� � �2 2 21� � 	 (39)

Çàñòîñóâàííÿ öåíòðàëüíî¿ ãðàíè÷íî¿ òåîðåìè äëÿ ñóì íåçàëåæíèõ, îäíàêîâî

ðîçïîä³ëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí [12] çàâåðøóº äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.

Ïðîïîçèö³ÿ 1. Còàòèñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ç íîðìàëüíîþ àïðîêñèìàö³ºþ

ñòîõàñòè÷íî¿ êîìïîíåíòè çàäàìî òàêèìè ÐÑÐ:

� � � � �
N N N

k V k
N

k W k� � � � �� � � �( ) ( ( )) ( ( )) ( )1
1

1
�

,

� � � � �N N Nk V k
N

k W k( ) ( ( )) ( ( )) ( )� � 	 � �1
1

10 ,

äå W k� �( )1 , W k( )�1 , k � 0, — ïîñë³äîâíîñò³ íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíèõ ñòàí-

äàðòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí; ïàðàìåòðè
�
� 2 , � 2 âèçíà÷åí³ ó (38), (39).

8. ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖ²ß ÑÅ Ó ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ-ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÌÓ ×ÀÑ²

Àïðîêñèìàö³ÿ íîðìîâàíî¿ ñòîõàñòè÷íî¿ êîìïîíåíòè, ÿêà âñòàíîâëåíà ó òåîðåì³ 5,

ïîðîäæóº íîâó ïðîáëåìó àïðîêñèìàö³¿ ÑÅ ó äèñêðåòíî-íåïåðåðâíîìó ÷àñ³.

Îçíà÷åííÿ 3. Ð³çíèöåâå ñòîõàñòè÷íå ð³âíÿííÿ ó äèñêðåòíî-íåïåðåðâíîìó

÷àñ³ k Nt� [ ], t � 0, çàäàºòüñÿ äâîìà íîðìîâàíèìè êîìïîíåíòàìè:

� �� � � � �N N N Nt N
N

V t
N

t t N t( / ) ( ( )) ( ( )) ( / ),� � 	 � � �1
1 1

1 00 . (40)

Ïðèðîñòè ÑÅ ó äèñêðåòíî-íåïåðåðâíîìó ÷àñ³ âèçíà÷àþòü ð³âí³ñòþ

� � � �N N Nt N t N t t( / ) : ( / ) ( ),� � � 	 �1 1 0.

Íîðìîâàíà ñòîõàñòè÷íà ìàðòèíãàëüíà êîìïîíåíòà çàäàºòüñÿ óìîâíèì áåð-

íóëë³¿âèì ðîçïîä³ëîì

P
N

k N S k C kN N N
1

1� � 	( ) / )| ( ) ( )� � �
�
�
�

�
�
�

�

� � 	
� 	 � 	

� 	� 	N
p p

N N

N N N
N N

!

! !
( ) ( ) , : .

	 	
	 	 		 	

Òóò çà îçíà÷åííÿì

P k C k k Nt t� � � � �( ): [ ( )], [ ],
1

2
1 0.

Îòæå, ïåðø³ äâà ìîìåíòè ìàþòü çíà÷åííÿ

E t N tN� � ( / ) ,� �  �1 0 0

E t N t C k V C k k NtN N[( ( / )) | ( ) ( )] ( ( )), [ ].�� �� � � 	 �1 12 2

Òåïåð ìàºìî òåîðåìó àïðîêñèìàö³¿.
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Òåîðåìà 6. Íîðìàë³çîâàí³ ÑÅ, çàäàí³ ðîçâ’ÿçêîì ÐÑÐ (40), àïðîêñèìóþòüñÿ

ïðîöåñîì Îðíøòåéíà–Óëåíáåêà òèïó, ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåí-

ö³éíîãî ñòîõàñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ

d t V t dt t dW t tN� � � �( ) ( ( )) ( ( )) ( ),� 	 � �0 0, (41)

ùî õàðàêòåðèçóºòüñÿ ãåíåðàòîðîì

L c V c c c c c� � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ), | |� 	 � � �� �0
21

2
1.

(42)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóºìî ìàðòèíãàëüíó õàðàêòåðèçàö³þ ìàðêîâñüêîãî

ïðîöåñó � N t( ), t � 0, ÿêèé âèçíà÷àþòü ðîçâ’ÿçêîì ÐÑÐ (40):

� � � � � � �
�N N N

N t N
N

Nt t L c s d( ) : ( ( )) ( ( )) ( )( ( ))

[ / ]
( )� 	 	 �0

0

s k Nt, [ ]� . (43)

Íîðìîâàíèé ãåíåðàòîð çàäàìî òàê:

L c NE c t c t cN
N N�

� � � � �( ) [ ( ( )) ( ) | ( ) ]� � 	 �� . (44)

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíîñòè (43) ç óðàõóâàí-

íÿì (44) âèçíà÷àº ìàðòèíãàë

E t E t s t t s tN N N N� � � �( ) , [ ( ) | ( )] ( ), ,� � � � �0 0 0.

Äàë³ âèêîðèñòîâóºìî àïðîêñèìàö³þ ãåíåðàòîðà (44) íà äîñòàòíüî ãëàäêèõ ÷èñ-

ëîâèõ òåñò-ôóíêö³ÿõ �( ) ( )c C R
B

� 3 , îáìåæåíèõ òà òðè÷³ íåïåðåðâíî-äèôåðåí-

ö³éîâàíèõ ç îáìåæåíèìè ïîõ³äíèìè

L c L c R cN
N� �� � �( ) ( ) ( )� � (45)

³ç çàëèøêîâèì ÷ëåíîì

R c N c C RN B
� �( ) , , ( ) ( )� � � �0 3 . (46)

Àïðîêñèìàö³ÿ (45), (46) îá´ðóíòîâóº çá³æí³ñòü ãåíåðàòîð³â ìàðêîâñüêèõ ïðî-

öåñ³â � N t( ), t � 0, ó ñõåì³ ñåð³é ç ïàðàìåòðîì ñåð³¿ N � � , äî ãåíåðàòîðà (42)

ïðîöåñó Îðíøòåéíà–Óëåíáåêà òèïó (41), ùî çàáåçïå÷óº çá³æí³ñòü ñê³í÷åííî-

âèì³ðíèõ ðîçïîä³ë³â íîðìîâàíèõ ÑÅ

� �N t t N( ) ( ),� � � ,

ïðè äîäàòêîâ³é óìîâ³ çá³æíîñò³ ïî÷àòêîâèõ ñòàí³â

� �N N( ) ( ),0 0� � � .

Òåîðåìó 6 äîâåäåíî.

Ó ðîáîò³ äîñë³äæåíî ñòàòèñòè÷í³ åêñïåðèìåíòè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ë³í³éíèìè

ôóíêö³ÿìè ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â, ÿê³ â³äîáðàæàþòü îñíîâíèé ïðèíöèï âçàºìîä³¿

«ñòèìóëþâàííÿ – ñòðèìàííÿ». Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî äâ³ ë³í³éí³ ôóíêö³¿ ðåãðåñ³¿ ïðè-

ðîñò³â ìàþòü åêâ³ë³áð³óìè â çîí³ âçàºìîä³¿. Îñíîâíó óâàãó ïðèä³ëåíî ñòàòèñòè÷-

íèì åêñïåðèìåíòàì ç äâîìà åêâ³ë³áð³óìàìè, ùî ïîðîäæóþòüñÿ äîáóòêîì äâîõ

ë³í³éíèõ ôóíêö³é ðåãðåñ³¿ ïðèðîñò³â, ïðè öüîìó îäèí ç åêâ³ë³áð³óì³â º ïðèòÿãó-

âàëüíèì, à äðóãèé — â³äøòîâõóâàëüíèì. Òàêà ñõåìà ïîáóäîâè ôóíêö³¿ ðåãðåñ³¿

ïðèðîñò³â ïîðîäæóº òðè çîíè âïëèâó ç äâîìà åêâ³ë³áð³óìàìè.
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Ä.Â. Êîðîëþê, Â.Ñ. Êîðîëþê
ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÀß ÌÎÄÅËÜ Ñ ÄÂÓÌß ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÌÈ ÑÎÑÒÎßÍÈßÌÈ

Àííîòàöèÿ. Ðàçíîñòíàÿ äèôôóçèîííàÿ ìîäåëü ñ äâóìÿ ðàâíîâåñíûìè ñîñòî-
ÿíèÿìè çàäàíà ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè: ïðåäñêà-
çóåìîé, îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèåé ðåãðåññèè ïðèðàùåíèé ñ äâóìÿ ýêâèëèáðè-
óìàìè, è ñòîõàñòè÷åñêîé, ÿâëÿþùåéñÿ ìàðòèíãàë-ðàçíîñòüþ. Ïðåäëîæåíà
êëàññèôèêàöèÿ çîí âëèÿíèÿ ýêâèëèáðèóìîâ ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ñâîéñòâàì
òðàåêòîðèé ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, çàäàííûõ ñóììàìè N âûáîðî÷-
íûõ âåëè÷èí ïðè N � �.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêðåòíàÿ ìàðêîâñêàÿ äèôôóçèÿ, ýâîëþöèîííûé ïðî-
öåññ, êëàññèôèêàöèÿ ýêâèëèáðèóìîâ, ñòîõàñòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

D.V Koroliuk, V.S. Koroliuk
A DIFFERENCE DIFFUSION MODEL WITH TWO EQUILIBRIUM STATES

Abstract. A difference diffusion model with two equilibrium states is given by
a stochastic equation with two components: a predictable one, defined by
increments regression function with two equilibrium states and a stochastic one,
which is a martingale difference. Zone classification based on the asymptotic
properties of the trajectories of statistical experiments is proposed. The
asymptotic behavior of statistical experiments defined by sums of N sample
values for N � � is analyzed.

Keywords: discrete Markov diffusion, evolutionary process, classification of
equilibrium states, stochastic approximation.

Êîðîëþê Äìèòðî Âîëîäèìèðîâè÷,
äîêòîð ô³ç-ìàò. íàóê, ñòàðøèé íàóêîâèé ñï³âðîá³òíèê ²íñòèòóòó òåëåêîìóí³êàö³é ³ ãëîáàëüíîãî
³íôîðìàö³éíîãî ïðîñòîðó ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â, e-mail: dimitri.koroliouk@ukr.net.

Êîðîëþê Âîëîäèìèð Ñåìåíîâè÷,
àêàäåì³ê ÍÀÍ Óêðà¿íè, äîêòîð ô³ç-ìàò. íàóê, ðàäíèê ïðè äèðåêö³¿ ²íñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¿íè, Êè¿â, e-mail: vskorol@yahoo.com.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 6 117


