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ÀËÃÎÐÈÒÌÈ ÌÅÒÎÄÓ ÄÈÑÊÐÅÒÍÈÕ ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒÅÉ
ÄËß ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍÈÕ ÒÅÕÍÎËÎÃ²É

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî àëãîðèòìè ìåòîäó äèñêðåòíèõ îñîáëèâîñòåé äëÿ îá÷èñ-
ëþâàëüíèõ òåõíîëîã³é. Àëãîðèòìè ïåðåòâîðþþòü äèñêðåòèçîâàí³ ³íòåãðàëüí³
ïðåäñòàâëåííÿ ³ç ðîçðèâíèìè ôóíêö³ÿìè ³ çì³íþþòü ïîðÿäîê îñîáëèâîñòåé
ó ñèñòåì³ äèñêðåòíèõ îñîáëèâîñòåé. Çà ðåçóëüòàòàìè ïåðåòâîðåííÿ âèíèêàº
ìîæëèâ³ñòü êîðåêòíî îá÷èñëþâàòè çíà÷åííÿ ôóíêö³é òà ¿õí³õ ïîõ³äíèõ ïðè
ïàðàìåòðè÷í³é çàëåæíîñò³ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêö³é â³ä ÷àñó. Àëãîðèòìè îá-
÷èñëþâàëüíèõ òåõíîëîã³é ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê äëÿ äâîâèì³ðíèõ,
òàê ³ äëÿ òðèâèì³ðíèõ ã³äðîäèíàì³÷íèõ çàäà÷ íåñòàö³îíàðíîãî â³äðèâíîãî
îáò³êàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìåòîä äèñêðåòíèõ âèõîð³â, ìåòîä äèñêðåòíèõ îñîáëèâîñòåé,
îá÷èñëþâàëüí³ òåõíîëîã³¿.

ÏÐÎ ÇÀÃÀËÜÍÈÉ ÐÎÇÂ’ßÇÎÊ ÇÀÄÀ×

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ [1–10] äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ ïðî íåñòàö³îíàðíå
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Ó ñèëó ì³íëèâîñò³ îáëàñò³ ³ç çàçäàëåã³äü íåâ³äîìîþ ôîðìîþ ÷àñòèíè ãðà-
íèöü ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó ïðî íåñòàö³îíàðíå îáò³êàííÿ íåïðîíèêíèõ ðóõîìèõ ãðà-
íèöü ìîæëèâî ò³ëüêè ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè.

ÄÈÑÊÐÅÒÈÇÀÖ²ß ²ÍÒÅÃÐÀËÜÍÈÕ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÜ

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ àåðîã³äðîìåõàí³êè ÷àñòî [1–10] âèêîðèñòîâóþòü
òàê çâàíèé âèõðîâèé ìåòîä — ìåòîä äèñêðåòíèõ îñîáëèâîñòåé [5], ÿêèé
áàçóºòüñÿ íà äèñêðåòèçàö³³ ³íòåãðàëüíèõ ïðåäñòàâëåíü (1), (2) â³äïîâ³äíî äî óìîâ
òåîðåì ç ðîá³ò [2, 4–6]. Ó öüîìó âèïàäêó ³íòåãðàëüí³ ïðåäñòàâëåííÿ (1)–(3)
(â êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ) â îáëàñò³ ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ãðàíèöåþ, ùî äîïóñêàº
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ÙÎÄÎ ÏÐÎÁËÅÌ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß

Â ³íòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíí³ (1) ç ëîãàðèôì³÷íèì ÿäðîì ï³ä³íòåãðàëüíèé
âèðàç º áàãàòîçíà÷íîþ ôóíêö³ºþ ç òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ � �Lab . Çíà÷åííÿ âè-
ðàçó (1) äëÿ áóäü-ÿêî¿ òî÷êè z ââàæàþòü ö³ëêîì âèçíà÷åíèì ³ ìàº ì³ñöå çà
óìîâè, ùî äëÿ áàãàòîçíà÷íî¿ ôóíêö³¿ ln( )z � � îáðàíî ¿¿ ã³ëêó ³ çàäàíî ðîçð³ç,
ùî ïðîõîäèòü óçäîâæ êîíòóðó Lab . Äëÿ âèçíà÷åííÿ îáðàíî¿ ã³ëêè ôîðìà
ðîçð³çó ìîæå áóòè äîâ³ëüíîþ, àëå äëÿ âèä³ëåííÿ áåçïåðåðâíîãî (â îáëàñò³)
çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ çðó÷íî, ùîá ðîçð³ç ïðîõîäèâ óçäîâæ ìîäåëüîâàíîãî êîíòóðó.
Ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ (4) çàïèñàíî ñóìó êîìïëåêñíèõ ëîãàðèôì³â. Îäíàê
ÿêùî äëÿ (1) ìîæíà ââàæàòè, ùî ðîçðèâ ïðîõîäèòü óçäîâæ êîíòóðó Lab

(ðèñ. 1), òî äëÿ ñèñòåìè âèõîð³â (4) ñèñòåìà ðîçð³ç³â áóäå ïðîõîäèòè ïî
ìíîæèí³ ïðÿìèõ ë³í³é (ðèñ. 2), ÿê³ ç’ºäíóþòü òî÷êè ç äèñêðåòíèìè îñîáëè-
âîñòÿìè �k ç íåñê³í÷åííî â³ääàëåíîþ òî÷êîþ.

ßêùî äëÿ ³íòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ (1) õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ôóíêö³¿-ïî-
òåíö³àëó ìîæíà ââàæàòè, ùî ðîçð³ç â îáëàñò³ çá³ãàºòüñÿ ç êîíòóðîì (äèâ. ðèñ. 1),
òî ó òåðì³íàõ ìåòîäó äèñêðåòíèõ âèõîð³â (ÌÄÂ) (4), (7) íàïðÿìêè ðîçð³ç³â ÿâëÿ-
þòü ñîáîþ ñèñòåìó ïðîìåí³â äëÿ âñ³º¿ ñèñòåìè äèñêðåòíèõ âèõîð³â (äèâ. ðèñ. 2).
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Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ôóíêö³¿ â ïðåäñòàâëåííÿõ (1), (4) îá÷èñëåííÿ ¿¿ çíà-
÷åííÿ ó ÷àñòèí³ îáëàñò³ (ïîçà êîíòóðîì, ùî ìîäåëþºòüñÿ ñèñòåìîþ äèñêðåòíèõ
âèõîð³â, çàëèøàþ÷èñü ïðè öüîìó â «òåðì³íîëîã³¿» ÌÄÂ) ñòàº íåìîæëèâèì. ²íà-
êøå êàæó÷è, ïðîáëåìîþ ÌÄÂ º íàÿâí³ñòü ñèñòåìè ðîçðèâ³â (óçäîâæ ë³í³é, ÿê³
ç’ºäíóþòü âèõîðè ç íåñê³í÷åííî â³ääàëåíîþ òî÷êîþ (äèâ. ðèñ. 2)) â îáëàñò³ çíà-
÷åíü ôóíêö³¿ ïîçà êîíòóðîì, ÿêó â çàãàëüíîìó âèïàäêó íåìîæëèâî óñóíóòè
çì³íîþ ê³ëüêîñò³ äèñêðåòíèõ âèõîð³â.

Äëÿ íåñòàö³îíàðíèõ ã³äðîäèíàì³÷íèõ çàäà÷ [1, 6–9] çi çì³ííîþ â ÷àñ³ ãåî-
ìåòð³ºþ ãðàíèöü (ðóõ, äåôîðìàö³ÿ ³ ïîðîäæåííÿ íîâèõ åëåìåíò³â ïðè â³äðèâ³ âè-
õîð³â), à òàêîæ çì³ííîþ öèðêóëÿö³ºþ íàâêîëî ãðàíèöü íåîáõ³äíî îá÷èñëþâàòè
ïîõ³äíó â³ä ïîòåíö³àëó çà ÷àñîì, ôîðìàëüíèé âèðàç ÿêî¿ ó òåðì³íàõ ÌÄÂ ìàº
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Ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ âèðàçó (11) ïåðø³ äâà äîäàíêè ì³ñòÿòü ðîçðèâí³ ôóíêö³¿
(ÿê³ ìàþòü ëîãàðèôì³÷í³ îñîáëèâîñò³ (10) â³äïîâ³äíî äî âèõðåâîãî ïðåäñòàâëåí-
íÿ (7)), ùî íå äîçâîëÿº âèêîðèñòîâóâàòè éîãî äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ïîõ³äíî¿
â îáëàñò³ ïîçà ãðàíèöÿìè. ×åðåç íàÿâí³ñòü íåîäíîçíà÷íèõ ôóíêö³é â (4), (7) çà
îáò³÷íèì êîíòóðîì äîâ³ëüíî¿ ôîðìè óòâîðþºòüñÿ «çîíà ò³í³» (ùî ñêëàäàºòüñÿ
ç ñèñòåìè ðîçðèâ³â óçäîâæ ë³í³é ðîçð³ç³â (äèâ. ðèñ. 2)), â ÿê³é íåìîæëèâî îá÷èñ-
ëèòè ïîõ³äí³ òà óñ³ õàðàêòåðèñòèêè, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ïîõ³äí³ (ëîêàëüí³
³ ðîçïîä³ëåí³ ê³íåìàòè÷í³ òà äèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè òå÷³¿).

Ó ñèëó íàâåäåíîãî âèùå îá÷èñëåííÿ õàðàêòåðèñòèê òå÷³¿ ç âèêîðèñòàííÿì
âèðàç³â (1), (4), (11) ìîæëèâå ò³ëüêè äëÿ îáìåæåíî¿ ìíîæèíè çàäà÷ ³ç ãðàíèöÿìè,
ÿê³ ìàþòü ïðîñòó (ïðÿìîë³í³éíó) ãåîìåòð³þ. Äëÿ á³ëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó çàäà÷
ç ãðàíèöÿìè ñêëàäíî¿ ôîðìè (äèâ. ðèñ.1) âèíèêàþòü ïðîáëåìè ç îá÷èñëåííÿì ÿê
ôóíêö³¿, òàê ³ ïîõ³äíî¿ (ïðîáëåìà íàÿâíîñò³ ñèñòåìè ðîçðèâ³â ó çíà÷åíí³ ôóíêö³¿
ïîçà êîíòóðîì L L Ld� � �). Ö³ ïðîáëåìè, ÿê³ º âëàñòèâ³ñòþ äèñêðåòíèõ âèõîð³â
äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷, ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè ïåðåòâîðåííÿì, ùî âèä³ëÿº îäíîçíà÷íó
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Ðèñ. 1. Ë³í³ÿ ðîçð³çó (óçäîâæ êîíòóðó) âèçíà-
÷àº îáëàñòü îäíîçíà÷íîñò³ äëÿ ³íòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåííÿ
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Ðèñ. 2. Ë³í³¿ ðîçð³çó (çà ïðîìåíÿìè), ÿê³ âè-
ä³ëÿþòü îáëàñòü îäíîçíà÷íîñò³ äëÿ ñèñòåìè
äèñêðåòíèõ îñîáëèâîñòåé íà êîíòóð³
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ã³ëêó äëÿ ñèñòåìè ôóíêö³é ln ( )z j� � 0 øëÿõîì ï³äâèùåííÿ ïîðÿäêó ñèñòåìè
îñîáëèâîñòåé ³ îäíî÷àñíèì «ïåðåíàïðàâëåííÿì» ñèñòåìè ë³í³é ðîçðèâó â îäíó
ë³í³þ, òîáòî ðîçð³çó óçäîâæ êîíòóðó ãðàíèö³ L [3]. Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòìè îá÷èñ-
ëþâàëüíèõ òåõíîëîã³é. Àëãîðèòì ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè îñîáëèâîñòåé ìîæå áóòè
ðåàë³çîâàíèé íà äîâ³ëüíîìó ïëîñêîìó êðèâîë³í³éíîìó êîíòóð³.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß ² ÂÈÄ²ËÅÍÍß ÐÎÇÐ²ÇÓ
ÄËß ÁÀÃÀÒÎÇÍÀ×ÍÎ¯ ÔÓÍÊÖ²¯ ÍÀ ÄÎÂ²ËÜÍÎÌÓ ÊÎÍÒÓÐ²

Âèïàäîê äîâ³ëüíîãî êîíòóðó ìîæå áóòè çâåäåíèé äî ñèñòåìè çâ’ÿçàíèõ ã³ëëÿñ-
òèõ êîíòóð³â. Ðîçòàøóâàííÿ âèõîð³â
íà ã³ëëÿñòîìó êîíòóð³ â³äð³çíÿºòüñÿ
â³ä ðîçòàøóâàííÿ âèõîð³â íà ïðîñòî-
ìó êîíòóð³ ò³ëüêè ïåðåíóìåðàö³ºþ
äèñêðåòíèõ âèõîð³â íà êîíòóð³ çàëåæ-
íî â³ä ³íäåêñó ã³ëêè (ðèñ. 3).

Íåõàé ã³ëêè íà ã³ëëÿñòîìó êîíòóð³
ïîä³ëÿþòüñÿ íà ïåðâèííó (îñíîâíó) (²)
òà âòîðèííó (²²). Ïî÷àòêîâó íóìåðàö³þ
âèõîð³â íà ã³ëëÿñòîìó êîíòóð³
(äèâ. ðèñ. 2) íåîáõ³äíî çì³íèòè çàëåæíî
â³ä ³íäåêñó ã³ëêè òàêèì ÷èíîì, ùîá âè-
õîð ó òî÷ö³ ðîçãàëóæåííÿ íàëåæàâ äî
âèõîð³â ÿê íà îñíîâí³é, òàê ³ íà âòî-
ðèíí³é ã³ëêàõ êîíòóðó:

�
�

( ) ln ( )z
i

z
j

j

j

M

� �
�
	

2
0

1 �
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Ïåðåíóìåðàö³ÿ âèõîð³â íà ã³ëëÿñòîìó êîíòóð³ (äèâ. ðèñ. 3) âèêîíàíà òàêèì
÷èíîì, ùîá âóçëîâèé âèõîð (ó òî÷ö³ ðîçãàëóæåííÿ) íàëåæàâ ÿê äî ïåðâèíî¿, òàê ³
äî âòîðèííî¿ ã³ëîê êîíòóðó. Ê³ëüê³ñòü âèõîð³â íà êîæí³é ã³ëö³ âèçíà÷àºþòü ÷èñ-
ëàìè M j , j �1 2, , à çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü âèõîð³â M M M� � �1 2 1 (âóçëîâèé âèõîð
âðàõîâóºòüñÿ äâ³÷³). Òàêèì ÷èíîì, õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêö³ÿ ìàº âèãëÿä
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Òàê, äëÿ âïîðÿäêîâàíî¿ ñèñòåìè äèñêðåòíèõ âèõîð³â (13) äîïóñòèìå ïåðåòâîðåí-
íÿ, ÿêå çàáåçïå÷óº ïåðåõ³ä äî ñèñòåìè âèõðîâèõ ïàð [3, 5] ³ ñóìàðíîãî âèõîðó:
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Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî ïåðåòâîðåííÿ âèõîð³â íà âèõðîâ³ ïàðè íà âòîðèíí³é ã³ëö³
ã³ëëÿñòîãî êîíòóðó. Äàë³ âèêîíàíî ïåðåòâîðåííÿ âèõðîâèõ ïàð íà äèïîë³ íà
âòîðèíí³é ã³ëö³ ã³ëëÿñòîãî êîíòóðó (ðèñ. 5):
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Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàò ïåðåíóìåðàö³¿ âèõîð³â íà ã³ë-
ëÿñòîìó êîíòóð³
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Ó ñèëó òîãî, ùî
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ñóìàðíèé âèõîð ïîòðàïëÿº â ïåðøèé äîäàíîê ïðàâî¿ ÷àñòèíè ôîðìóëè (16):
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Äàë³ âèêîíàºìî ïåðåòâîðåííÿ âèõîð³â ó ñèñòåìó âèõðîâèõ ïàð íà îñíîâí³é
ã³ëö³ ã³ëëÿñòîãî êîíòóðó (ðèñ. 6):
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Ïîäàëüø³ ïåðåòâîðåííÿ âèõðîâèõ ïàð ó äèïîëü îñíîâíî¿ ã³ëêè ã³ëëÿñòîãî
êîíòóðó (ðèñ. 7):
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Ðèñ. 4. Ñõåìà ïåðåòâîðåííÿ âèõîð³â íà âèõðîâ³
ïàðè íà âòîðèíí³é ã³ëö³ ã³ëëÿñòîãî êîíòóðó
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Ðèñ. 5. Ñõåìà ïåðåòâîðåííÿ âèõðîâèõ ïàð íà
äèïîë³ íà âòîðèíí³é ã³ëö³ ã³ëëÿñòîãî êîíòóðó
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ïðèçâîäÿòü äî âèðàçó
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Îñòàòî÷íî ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿä³ ñóìè äèïîë³â ³ ñóìàðíîãî âèõîðó íà
ã³ëëÿñòîìó êîíòóð³ (ðèñ. 8) íàáóâàº âèãëÿäó
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Äëÿ àäèòèâíîãî ïðåäñòàâëåííÿ (23) ó âèãëÿä³ ñóìè äèïîë³â ³ ëîãàðèôìà
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Ðèñ. 6. Ïåðåòâîðåííÿ âèõîð³â íà âèõðîâ³ ïàðè
íà îñíîâí³é ã³ëö³ ã³ëëÿñòîãî êîíòóðó
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Ðèñ. 7. Ïåðåòâîðåííÿ âèõðîâèõ ïàð ó äèïîëü
îñíîâíî¿ ã³ëêè ã³ëëÿñòîãî êîíòóðó
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Ó íàâåäåíîìó àëãîðèòì³ ïîä³ë
ã³ëîê êîíòóðó íà îñíîâíó ³ âòîðèííó
äîñòàòíüî óìîâíèé. Éîãî ìîæíà âèêî-
íàòè é ³íøèì ñïîñîáîì. Ñâîáîäà âèáî-
ðó ã³ëîê íà êîíòóð³, âèá³ð ïî÷àòêó ³ íà-
ïðÿìêè îáõîäó êîíòóð³â âïëèâàþòü
ò³ëüêè íà ÷èñåëüí³ çíà÷åííÿ ðîçïîä³ëå-
íèõ äèïîë³â ³ ïîëîæåííÿ ñóìàðíîãî
âèõîðó (â³ä ÿêîãî âèêîíóºòüñÿ ðîçð³ç),
àëå íå âïëèâàº íà ÷èñåëüíå çíà÷åííÿ
ôóíêö³¿ ïîçà êîíòóðîì. Çàìêíåí³ñòü
êîíòóðó òàêîæ íå âïëèâàº íà àëãîðèòì
ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè äèñêðåòíèõ âè-
õîð³â ó ñèñòåìó äèïîë³â ³ ñóìàðíèé âè-
õîð, àëå âèá³ð ïî÷àòêó ³ ê³íöÿ êîíòóð³â
âèçíà÷àº ïîëîæåííÿ ðåçóëüò³âíîãî âè-
õîðó ³, ÿê íàñë³äîê, ïîëîæåííÿ ë³í³¿
ðîçð³çó â îáëàñò³.

ÏÎÊÐÎÊÎÂÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÍÅÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÎÃÎ Â²ÄÐÈÂÍÎÃÎ
ÎÁÒ²ÊÀÍÍß ÐÓÕÎÌÎÃÎ ÊÎÍÒÓÐÓ

Êðîê 1 (ðèñ. 9). Ââàæàºìî, ùî íà ìîìåíò ÷àñó t tn� â³äîì³ ïîëîæåííÿ ³ ãåî-

ìåòðè÷íà ôîðìà ãðàíèöü L t L t L tn d n n( ) ( ) ( )� � � , ÷èñåëüí³ çíà÷åííÿ ðîçïîä³ëå-

íèõ âèõîð³â � j nt( ), j M�1, , íà êîíòóð³ ³ âèõîð³â �i
p , i n�1, , p P�1, , â ñë³ä³

òà ðîçïîä³ë óñ³õ ê³íåìàòè÷íèõ �( , , )x y tn � const, �( , , )x y tn � const,
�

V x y tn( , , )
³ äèíàì³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê â³äïîâ³äíî äî (6)–(9).
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Ðèñ. 8. Ðîçïîä³ë äèïîë³â ³ ñóìàðíîãî âèõîðó
íà ã³ëëÿñòîìó êîíòóð³
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Ðèñ. 9. Ðîçòàøóâàííÿ âèõîð³â íà êîíòóð³
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Ðèñ. 10. Âåêòîðè øâèäêîñòåé âèõîð³â íà êîòóð³ ³
â ñë³ä³
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Êðîê 2 (ðèñ. 10). Ó òîé æå ìîìåíò ÷àñó (t tn� ) îá÷èñëþþòü øâèäêîñò³
�

W x t y td j n j n( ( ), ( ))0 0 , ùî âèçíà÷àþòü ïåðåì³ùåííÿ âñ³õ òî÷îê êîíòóðó L td n( ),

³ â³äïîâ³äíî äî (9) — øâèäêîñò³
� �
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n n� ( ( ), ( )) ( ( ), ( ), )� ïå-

ðåì³ùåííÿ âñ³õ p òî÷îê êîíòóðó L tn� ( ). Ïðè âèçíà÷åíí³ øâèäêîñòåé ó âñ³õ òî÷-
êàõ â³äðèâó — ê³íöåâèõ ³ êóòîâèõ òî÷êàõ êîíòóðó L td n( ) (ÿê³ º òî÷êàìè ñïîëó-
÷åííÿ êîíòóð³â L td n( ) ³ L tn� ( )) ñë³ä âðàõîâóâàòè, ùî
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Êðîê 3 (ðèñ. 11). Äëÿ ìîìåíòó ÷àñó t tn� �1 âèçíà÷àþòü íîâå ïîëîæåííÿ

³ ôîðìó ãðàíèöü L t L t L tn d n n( ) ( ) ( )� � �� �1 1 1� , òîáòî äëÿ âñ³õ òî÷îê
�
r ãðàíèö³

L t L t L td( ) ( ) ( )� � � ÷èñåëüíî ðîçâ’ÿçóþòü çàäà÷³ Êîø³, ïðè÷îìó êðîê çà ÷àñîì

n n nt t� �� �1 1 âèçíà÷àþòü òàê, ùîá äèñêðåòíå ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíèöü (ðîçáèòòÿ
íà ãðàíè÷í³ åëåìåíòè) L t L t L tn d n n( ) ( ) ( )� � �� �1 1 1� â p òî÷êàõ â³äðèâó çáåð³ãàëî
ð³âíîì³ðíó îáìåæåí³ñòü: max | | | | maxdr r r

n
p

n
p

n
p

p
p

� � �

� �
� � � �1 1 � � .

Êðîê 4 (ðèñ. 12). Íà öåé æå ìîìåíò ÷àñó (t tn� �1) äëÿ âæå â³äîìîãî íîâîãî

ïîëîæåííÿ ³ ôîðìè ãðàíèöü L t L t L tn d n n( ) ( ) ( )� � �� �1 1 1� òà â³äîìèõ çíà÷åíü
³íòåíñèâíîñòåé �i

p ( ,i n� �1 1; p P�1, ) ç ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷-

íèõ ð³âíÿíü âèçíà÷àþòü íîâ³ çíà÷åííÿ âèõðîâèõ ³íòåíñèâíîñòåé � j nt( )�1
( , )j M�1 , ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ íà êîíòóð³ L td n( )�1 .

Êðîê 5 (ðèñ. 13). Äëÿ t tn� �1 äëÿ âæå îá÷èñëåíèõ ïàðàìåòðàõ äëÿ (7)–(9) âè-

êîíóþòü ïåðåòâîðåííÿ âèõðîâî¿ ñèñòåìè (7)–(9) (íà êîíòóð³ L tn( )� �1
� �� �L t L td n n( ) ( )1 1� ) â äèïîëüíå ïðåäñòàâëåííÿ (23)–(25), ùî äîçâîëÿº îá÷èñ-
ëþâàòè ê³íåìàòè÷í³ (�( , , )x y tn� �1 const , �( , , )x y tn� �1 const ,

�
V x y tn( , , )�1 ) òà äè-

íàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè.
Êðîê 6 (ðèñ. 14). Îñê³ëüêè íà ìîìåíò ÷àñó t tn� �1 ï³ñëÿ ïðîâåäåííÿ âñ³õ íå-

îáõ³äíèõ ðîçðàõóíê³â çíàéäåíî âñ³ ïàðàìåòðè çàäà÷³, öåé êðîê ñòàº àíàëîã³÷íèì
êðîêó 1. Äëÿ ïðîäîâæåííÿ ìîäåëþâàííÿ íà íàñòóïíîìó ÷àñîâîìó ïðîì³æêó âè-
êîíóºòüñÿ öèêë³÷íèé ïåðåõ³ä äî êðîêó 1.
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Ðèñ. 11. Ïîëîæåííÿ âèõîð³â, ÿê³ âèçíà÷àþòü
ôîðìó ãðàíèöü
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Ðèñ. 12. Ãðàíèö³ ç âèçíà÷åíèìè ³íòåíñèâíî-
ñòÿìè âèõîð³â
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Ðèñ. 14. Ïðåäñòàâëåííÿ âèõîð³â ç â³äîìèìè
³íòåíñèâíîñòÿìè
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Ðèñ. 13. Äèïîëüíå ïðåäñòàâëåííÿ â³äðèâó òà íà
êîíòóð³
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Çàóâàæåííÿ. Îá÷èñëåííÿ íà êðîö³ 5 ê³íåìàòè÷íèõ ³ äèíàì³÷íèõ õàðàêòåðèñ-
òèê çàäà÷³ ïîâ’ÿçàíå ç ïðîáëåìîþ íåêîðåêòíîãî îá÷èñëåííÿ ïîõ³äíî¿ (11); ïîäî-
ëàòè ¿¿ ìîæëèâî, âðàõîâóþ÷è âèìîãè òåîðåìè Òîìñîíà [1, 5] ïðî íåçì³íí³ñòü
öèðêóëÿö³¿ øâèäêîñò³ ïî çàìêíåíîìó ð³äêîìó êîíòóðó ïðîòÿãîì óñüîãî ÷àñó
ðóõó, ÿêà äëÿ äèñêðåòíèõ ïðåäñòàâëåíü [1, 4, 5 ] ìàº âèãëÿä

d

dt
j

j

M

i

n

p

P

i
p�

� ��
	 		�




�

�
�



�

�
�

�
1 11

0� . (26)

Ó òàêîìó ôîðìóëþâàíí³ âðàõîâàíî ïîñòóëàò ïðî «âìåðçë³ñòü» âèõîð³â ó ñå-
ðåäîâèùå, ùî äîïóñêàº «ñò³êàííÿ» â ñë³ä ñêëàäîê âèõðîâî¿ ïîâåðõí³ (ïîâåðõí³
ðîçðèâ³â äîòè÷íèõ øâèäêîñòåé), ùî ïîðîäæóþòü íîâ³ åëåìåíòè ãðàíèöü. Íîâèé
(âèõðîâèé) åëåìåíò ãðàíèö³ (ïîðîäæåíèé â³äðèâîì) º åëåìåíòîì ðîçðèâó â ïîë³
øâèäêîñò³, ùî ïðèçâîäèòü äî ïðèðîñòó öèðêóëÿö³¿.

Çà óìîâ òåîðåìè Òîìñîíà çì³íà öèðêóëÿö³¿ ïî çàìêíåíîìó êîíòóðó, ÿêèé
îõîïëþº ò³ëüêè îáò³÷íó ãðàíèöþ, âèêëèêàº çì³íó öèðêóëÿö³¿ ïîçà ãðàíèöåþ
L td ( ) çà ðàõóíîê ïîðîäæåííÿ â³äðèâó íîâèõ åëåìåíò³â ñë³äó íà îáò³÷í³é ãðàíèö³.
Öèðêóëÿö³ÿ øâèäêîñò³ ïî êîíòóðó, ùî îõîïëþº ô³êñîâàíèé ìàòåð³àëüíèé îá’ºì
³ç âæå ñôîðìîâàíèì ñë³äîì, ïðè áàðîòðîïíîìó ðóñ³ ³äåàëüíî¿ ð³äèíè ï³ä âïëèâîì
ïîëÿ îá’ºìíèõ ñèë ç îäíîçíà÷íèì ïîòåíö³àëîì íå çì³íþºòüñÿ. Ó íàñë³äîê öüîãî
ñïðàâåäëèâî

d
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1 11 1

� �� ( ) �

�
	 �
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0
P

. (27)

²ç (3) òà ³ç âèêëàäåíîãî âèùå âèïëèâàº, ùî ïðè â³äðèâíîìó îáò³êàíí³ çà óìîâ
òåîðåìè Òîìñîíà çì³íà öèðêóëÿö³¿ â ñë³ä³ êîìïåíñóºòüñÿ çì³íîþ öèðêóëÿö³¿
øâèäêîñò³ ïî çàìêíåíîìó ð³äêîìó êîíòóðó, ÿêèé îõîïëþº ò³ëüêè îáò³÷íó ãðàíè-
öþ, òîáòî

� ( ) �� j n

j

M

p

P

n
pt

� �
	 	� �

1 1

� . (28)

Ðîçâ’ÿçàòè ïðîáëåìó îá÷èñëåííÿ ïîõ³äíî¿ â (11) íàäàº ìîæëèâ³ñòü òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóºòüñÿ óìîâà (28), òîä³ âèðàç äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà-

÷åííÿ ïîõ³äíî¿ çà ÷àñîì (11) â³ä äèñêðåòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ (7) ìàº âèãëÿä
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, (29)
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D x x y y Q

d x x y y q

j j j j j j

p p n
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p n
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� � �
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1 1
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x x x

y y y
j j j

j j j
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0 5
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0 1 0
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. ( ),
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x x x
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n
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n
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n
p

n
p

p

� �

� �

�
�
�

��

0 5

0 5

0

0

. ( ),

. ( ).
(30)

Òàêèì ÷èíîì, ïîõ³äíà (11) â³ä õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ôóíêö³¿-ïîòåíö³àëó (7)
ìàº ïðåäñòàâëåííÿ (29) ç äèïîëüíèìè îñîáëèâîñòÿìè ³ç (9) òà ç âåêòîðíèìè
³íòåíñèâíîñòÿìè (30). ßê äîêàç ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì ïåðåòâîðåííÿ âèðàçó (11)
ó âèðàç (29).
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Íåõàé ìàºìî àëãîðèòì (12)–(25) ïåðåòâîðåííÿ ³ âèä³ëåííÿ ðîçð³çó äëÿ áàãà-
òîçíà÷íî¿ ôóíêö³¿ íà äîâ³ëüíîìó êîíòóð³. Ç (11) âèïëèâàº ìîæëèâ³ñòü «âèõðîâî-
ãî» ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ïîõ³äíî¿, ïðè÷îìó â ñèëó (28) çì³íè öèðêóëÿö³¿ íà
îáò³÷íîìó êîíòóð³ êîìïåíñîâàíî âèíèêíåííÿì äîäàòêîâèõ öèðêóëÿö³é â ñë³ä³,
ÿê³ ñïðè÷èíåí³ ïîðîäæåííÿì íîâèõ åëåìåíò³â íåïðîíèêíèõ ãðàíèöü (óòâîðåííÿì
âèõðîâèõ ïîâåðõîíü â³äðèâó ïîòîêó). Àëãîðèòì ïåðåòâîðåííÿ «âèõðîâî¿» ñèñòå-
ìè (ðèñ. 15), ÿêà ïðè ñòâîðåíí³ ñèñòåìè «äèñêðåòíèõ âèõðîâèõ ïàð»
òðàíñôîðìóºòüñÿ ó «äèïîëüíó» ñèñòåìó (ðèñ. 16), ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 17.

Íåõàé äëÿ t tn� �1 çíà÷åííÿ ïîõ³äíèõ â³ä ³íòåíñèâíîñòåé âèõîð³â, ÿê³ ðîç-
ïîä³ëåí³ íà êîíòóð³ L td n( )�1 òà â³ä³ðâàëèñÿ â³ä L td n( )�1 ³ ïîïîâíèëè L tn� ( )�1 íî-
âîóòâîðåíèõ âèõîð³â, ìîæóòü âèçíà÷àòèñÿ, íàïðèêëàä, ð³çíèöåâèì ìåòîäîì:

� ( ) ( ( ) ( )) / )� � �j n j n j n n nt t t t t� � �� � �1 1 1( , � / ( )� �
n
p

n
p

n nt t
� � �� �1 1 1 . (31)

Òîä³ äëÿ àëãîðèòìó ïåðåòâîðåííÿ âèõðîâîãî ïðåäñòàâëåííÿ â äèïîëüíå â ñè-
ëó (28) ïîòð³áí³ ò³ëüêè ñêëàäîâ³ ç ³íòåíñèâíîñòÿìè (31).

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß ÑÈÑÒÅÌÈ ÂÈÕÎÐ²Â Ó ÑÈÑÒÅÌÓ ÄÈÏÎË²Â ÒÀ ÂÈÕÎÐ²Â
Ç ÓÐÀÕÓÂÀÍÍßÌ Â²ÄÐÈÂÓ

Ñõåìà ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè âèõîð³â ó ñèñòåìó äèïîë³â ïðè â³äðèâ³ íà L td n( )�1
ç óòâîðåííÿì íîâèõ åëåìåíò³â ãðàíèö³ L tn� ( )�1 íà ê³íöÿõ L td n( )�1 â³äïîâ³äíî
äî ðèñ. 15 ó ðîçãîðíåíîìó âèãëÿä³ çîáðàæåíî íà ðèñ. 17, à.

Íà ðèñ. 17, á ñôîðìîâàíî äèñêðåòí³ âèõðîâ³ ïàðè ³ç òèõ âèõîð³â, ÿê³ â³ä³ðâà-
ëèñÿ; âíîñÿòüñÿ âèïðàâëåííÿ â çíà÷åííÿ ïîõ³äíèõ â³ä ³íòåíñèâíîñòåé ê³íöåâèõ
âèõîð³â íà êîíòóð³ L td n( )�1 . Íà ðèñ. 17, â çîáðàæåíî ïåðåâèçíà÷åííÿ: âèä³ëåííÿ
«âèõðîâèõ ïàð» ³ç âèõîð³â, ÿê³ â³ä³ðâàëèñÿ, òà ïðèºäíàíèõ «âèõîð³â» íà êîíòóð³
L td n( )�1 :

� � ( ) � ( )q q t tj i n j n� �� �1 1� , � ( ) � ( ) �q t tp n p n n
p

� � �
� �1 1 1� � . (32)

Íà ðèñ. 17, ã çîáðàæåíî ôîðìóâàííÿ äèñêðåòíèõ âèõðîâèõ ïàð ç ïîõ³äíèõ â³ä
âèõîð³â íà êîíòóð³ L td n( )�1 :
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Äëÿ ö³º¿ ïîáóäîâè âèðàç (11) äëÿ ïîõ³äíî¿ â³ä ïîòåíö³àëó íàáóâàº âèãëÿäó
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Ðèñ. 15. Ñõåìà ðîçïîä³ëó âèõîð³â íà
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Ðèñ. 16. Ñõåìà ðîçïîä³ëó âèõîð³â ³ äèïîë³â íà
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Äëÿ çàì³íè â (34) ïåðøèõ äâîõ äîäàíê³â ð³çíèöåâèì àíàëîãîì äèïîëüíîãî
ïðåäñòàâëåííÿ (15) ç óðàõóâàííÿì (31), (33) îòðèìóºìî
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Ðèñ. 17. Ñõåìà ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè âèõîð³â ó ñèñòåìó äèïîë³â
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Ó âèïàäêó çàì³íè ïåðøîãî äîäàíêó â (35) äèïîëüíèì àíàëîãîì, ÿê ó ïðåä-
ñòàâëåííÿ (16), îòðèìàºìî âèðàç äëÿ ïîõ³äíî¿ (11) ó âèãëÿä³ (29).

Íà ðèñ. 17, ä çîáðàæåíî äèïîëüíå ïðåäñòàâëåííÿ âèðàçó (29), ÿêå îòðèìà-
íî ç âèðàçó äëÿ ñèñòåìè «äèñêðåòíèõ ïàð» (35) ç ïîõ³äíèìè â³ä âèõîð³â íà êîí-
òóð³ L td n( )�1 .

Ðîçãëÿíóò³ àëãîðèòìè òà ïåðåòâîðåííÿ äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè çì³íè çíà÷åíü
ê³íåìàòè÷íèõ ³ äèíàì³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ïîõ³äíó äëÿ
áóäü-ÿêîãî ìîìåíòó ÷àñó t tn� �1.

Óçàãàëüíèìî îñíîâí³ ðåçóëüòàòè.
— Àëãîðèòì ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè äèñêðåòíèõ ïðåäñòàâëåíü ³ç ðîçðèâíèìè

(áàãàòîçíà÷íèìè) ôóíêö³ÿìè â ñèñòåìó ðåãóëÿðíèõ äèñêðåòíèõ îñîáëèâîñòåé
º ðåãóëÿðèçîâíèì.

— Ðåãóëÿðèçàö³ÿ ñèñòåìè äèñêðåòíèõ îñîáëèâîñòåé .ïîëÿãàº â çâåäåíí³ ñèñ-
òåìè ðîçïîä³ëåíèõ ë³í³é ðîçðèâ³â äèñêðåòèçîâàíî¿ õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ôóíêö³¿ äî
ºäèíî¿ ë³í³¿ ðîçðèâó, ÿêà ïðîõîäèòü âçäîâæ êîíòóðó òà ç’ºäíóº êîíòóð ç íå-
ñê³í÷åííî â³ääàëåíîþ òî÷êîþ.

— Çà óìîâè �0 0� âèá³ð ïî÷àòêîâîãî åëåìåíòó (³ç âïîðÿäêîâàíî¿ ñèñòåìè
äèñêðåòèçîâàíèõ ïðåäñòàâëåíü) äëÿ ðåãóëÿðèçîâíîãî ïåðåòâîðåííÿ íå âïëèâàº íà
÷èñåëüíå çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ôóíêö³¿ ó áóäü-ÿê³é òî÷ö³ îáëàñò³ (ïîçà ãðà-
íèöÿìè).

— Ðåãóëÿðèçîâí³ ïåðåòâîðåííÿ äîçâîëÿþòü êîðåêòíî îá÷èñëþâàòè çíà÷åííÿ
äèñêðåòèçîâàíî¿ õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïîõ³äíèõ ïðè ïàðàìåòðè÷í³é çà-
ëåæíîñò³ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêö³é â³ä ÷àñó. Àëãîðèòìè îá÷èñëþâàëüíèõ òåõ-
íîëîã³é çàñòîñîâóþòü ÿê äëÿ äâîâèì³ðíèõ, òàê ³ äëÿ òðèâèì³ðíèõ ã³äðîäè-
íàì³÷íèõ çàäà÷ íåñòàö³îíàðíîãî â³äðèâíîãî îáò³êàííÿ.
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Ñ.À. Äîâãèé, Ñ.È. Ëÿøêî, Ä.È. ×åðíèé
ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÌÅÒÎÄÀ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÅÉ ÄËß ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ
ÒÅÕÍÎËÎÃÈÉ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû ìåòîäà äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé äëÿ
âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé. Àëãîðèòìû ïðåîáðàçóþò äèñêðåòèçèðîâàííûå
èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿìè è èçìåíÿþò ïîðÿäîê
îñîáåííîñòè â ñèñòåìå äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò
êîððåêòíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ïàðàìåòðè÷åñ-
êîé çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé îò âðåìåíè. Àëãîðèòìû âû-
÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ïðèìåíèìû êàê äëÿ äâóìåðíûõ, òàê è äëÿ òðåõìåð-
íûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîãî îòðûâíîãî îáòåêàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä äèñêðåòíûõ âèõðåé, ìåòîä äèñêðåòíûõ îñîáåííî-
ñòåé, âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè.

S.O. Dovgiy, S.I. Lyashko, D.I. Cherniy
ALGORIHMS OF DISCRETE SINGULARITIES METHOD FOR COMPUTATIONAL
TECHNOGOGIES

Abstract. Algorithms of computational technologies for hydrodynamic models
that are representable as a system of discrete features are considered. The
algorithms transform discrete integral representations with discontinuous
functions and change the order of singularities in a system of discrete
singularities. The transformations allow us to correctly calculate the values of
the functions and their derivatives under the parametric dependence of the
characteristic functions on time. The algorithms of computational technologies
are applicable for both two-dimensional and three-dimensional hydrodynamic
problems of non-stationary detached flow.

Keywords: discrete vortex method, discrete singularity method, computational
technologies.
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