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Àííîòàöèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ýìïèðè÷åñêèõ
ñðåäíèõ â ñòîõàñòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè ïðè íåòðàäèöèîííûõ óñëîâè-
ÿõ, êîãäà èñïîëüçóþòñÿ çàâèñèìûå íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà-
÷è è ñëó÷àéíûå ïîêàçàòåëè îïòèìèçàöèè ìîãóò áûòü ðàçðûâíûìè èíäèêà-
òîðíûìè ôóíêöèÿìè. Äëÿ ñëó÷àÿ çàâèñèìûõ íàáëþäåíèé óñòàíîâëåíû òåî-
ðåìû î âåðîÿòíîñòÿõ áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ïðèáëèæåííûõ îïòèìàëüíûõ
çíà÷åíèé è ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ìåòîä ýìïèðè÷åñêèõ
ñðåäíèõ, çàâèñèìûå íàáëþäåíèÿ, óñëîâèÿ ïåðåìåøèâàíèÿ, áîëüøèå óêëîíå-
íèÿ, ðàçðûâíûå ôóíêöèè, ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè, ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òåîðèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâîé
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ ñòîõàñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè è ðèñêà. Òðàäèöè-
îííî â çàäà÷àõ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïòèìèçèðóåòñÿ ñðåäíåå çíà÷å-
íèå ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà [1–7].

Ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ: òàê íàçûâàåìûå ïðÿìûå ñòîõàñòè÷åñêèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû
[6, 8–10]; íåïðÿìûå ìåòîäû, ñîñòîÿùèå â àïïðîêñèìàöèè ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è
ïðèáëèæåííîé äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷åé [2, 3, 5]. Ïðÿìûå ìåòîäû íåçàìåíè-
ìû â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåò èíôîðìàöèè îá àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïîêàçàòåëåé êà-
÷åñòâà óïðàâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìîé, à äîñòóïíû òîëüêî èõ ñëó÷àéíûå
îöåíêè èëè îöåíêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé ê èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ
óïðàâëåíèÿ. Íåïðÿìûå ìåòîäû ïðèìåíèìû òîãäà, êîãäà èçâåñòíà ñòðóêòóðà ïî-
êàçàòåëåé êà÷åñòâà îïòèìèçàöèè èëè óïðàâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìîé, ò.å.
ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëåé îò äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñëó÷àéíûõ
ïàðàìåòðîâ. Ñðàâíåíèå ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ ïðèâåäåíî â ðàáîòå [11].

Îäíèì èç îñíîâíûõ íåïðÿìûõ ìåòîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ýìïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ, êîòîðûé òàêæå ÷àñòî íà-
çûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäîì, ìåòîäîì âûáîðî÷íîé àïïðîêñèìàöèè (sample
average approximation) èëè âûáîðî÷íûì ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî (Monte Carlo
sampling method) [5, 12, 13]. Â äàííîì ìåòîäå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ ïàðàìåò-
ðîâ çàäà÷è àïïðîêñèìèðóåòñÿ ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì, à ïîêàçàòåëè êà-
÷åñòâà óïðàâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ èõ ýìïèðè÷åñêèìè îöåíêàìè. Ïîýòîìó îä-
íîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ îöåíêà òî÷íîñòè è îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè
òàêîé àïïðîêñèìàöèè ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà íàáëþäåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëèçèðóåòñÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà ýìïèðè÷åñêèõ ñðåä-
íèõ â íåòðàäèöèîííûõ óñëîâèÿõ, à èìåííî: â óñëîâèÿõ çàâèñèìûõ ýìïèðè÷åñêèõ
íàáëþäåíèé; â ñëó÷àå ðàçðûâíûõ ïîêàçàòåëåé îïòèìèçàöèè. Îñíîâíûìè èíñòðó-
ìåíòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ äëÿ çàâèñèìûõ
íàáëþäåíèé, îöåíêè ðàäåìàõåðîâñêèõ ñðåäíèõ äëÿ ñåìåéñòâ ôóíêöèé è ðàâíî-
ìåðíûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé è îòîáðàæåíèé.

ÁÎËÜØÈÅ ÓÊËÎÍÅÍÈß Â ÌÅÒÎÄÅ ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÐÅÄÍÈÕ
ÏÐÈ ÇÀÂÈÑÈÌÛÕ ÍÀÁËÞÄÅÍÈßÕ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

F x f x f x( ) ( ) ( , )� �E E �0 , x X� , (1)
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ãäå X — íåïóñòîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â �
d ; { }� i i, �� — ñòàöèîíàð-

íàÿ â óçêîì ñìûñëå ýðãîäè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííàÿ íà
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� F P è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì
èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå ( , )Y I ; f X Y: � � � — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâ-
íàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è èçìåðèìàÿ ïî âòîðîìó; ñèìâîë E — ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå ïî ìåðå P; �
d — d-ìåðíîå åâêëèäîâî àðèôìåòè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî; � — öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Çàäà÷à (1) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñëåäóþùåé: íàéòè òî÷êè ìèíèìóìà è ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè

F x f x
n

f x x Xn
n

k

k

n

( ) ( ) ( , ),� � �
�
�E

1

1

� , (2)

ãäå { }�k k n, , ,�1 � — íàáëþäàåìûå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }� i .

Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ xn ( )� òàêàÿ, ÷òî
ïðè ëþáûõ n, � ÷èñëî xn ( )� ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè (2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

E{ }max (| ( , )| , )f x x X�0 � 	 
.

Òîãäà ôóíêöèÿ F x( ) íåïðåðûâíà è èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó ìèíè-

ìóìà x * . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà òî÷êà åäèíñòâåííà.

Ìíîæåñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè xn ( )� ê x * è F xn n( ) ê

F x( )* â íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå ïðè n � 
, à òàêæå íàõîæäåíèþ óñëîâèé

àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè n x xn( )*� è n F x F xn n( ( ) ( ))*� [4, 5, 9, 12].

Â ÷àñòíîñòè, ïðè âûïîëíåíèè ïðèâåäåííûõ âûøå óñëîâèé èìååì [13]

P x x nn{ }� � 
 �* , 1 , P F x F x nn n{ }( ) ( ),*� � 
 �1.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíå-

íèé xn îò x * è F xn n( ) îò F x( )* è ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü

òàêèõ óêëîíåíèé ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè n � 
. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ
èçâåñòíûå òåîðåìû èç òåîðèè áîëüøèõ óêëîíåíèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ïåðåéäåì ê ïðåäïîëîæåíèÿì è èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ.

Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè êàæäîì y Y� ôóíêöèÿ f y( , )� ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðî-
ñòðàíñòâà C X( ) íåïðåðûâíûõ íà X � � äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé. Ïðåäïîëî-
æèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K C X� ( ) òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî y Y� èìååì f y f K( , ) ( )� �� �E . Òîãäà ïðè âñåõ � â ñèëó âûïóê-

ëîñòè K èìååò ìåñòî

E E En
k

k

n

f f
n

f f K( ) ( ) [ ( , ( )) ( )]� � � �� � � �
�
�1

1

� � .

Î÷åâèäíî, ÷òî E En f f( ) ( )� �� ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû,

çàäàííûå íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� F P è ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â K.

Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû èç ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà.

Îïðåäåëåíèå 1 [14]. Ïóñòü ( , | | | | )V � — ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,

B x( , )� — çàìêíóòûé øàð â V ðàäèóñà � ñ öåíòðîì x, f V: [ , ]� �
 
 — íåêî-
òîðàÿ ôóíêöèÿ, f x f x x Vf( ) min ( ),� �{ }. Óëó÷øàþùåé ôóíêöèåé � äëÿ f
â òî÷êå x f íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ � : [ , )0  
 �
�  
[ , ]0 ñ �( )0 0� òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò � � 0, äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ
x B x f� ( , )� èìååì f x f x x xf f( ) ( ) (| | | | )�  �� .

Ïóñòü V V0 � . Îáîçíà÷èì �V0
èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ V0 :

�V x x V
0

0 0( ) ,� � , �V x x V
0 0( ) ,� 
 � .
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Òåîðåìà 1 [14]. Ïóñòü ( , | | | | )V � — ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,

V V0 � çàìêíóòî; f g V0 0, : � � — íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà V . Îáîçíà÷èì

� � � �sup {| ( ) ( )| , }f x g x x V0 0 0 .

Ââåäåì ôóíêöèè f g V, : ( , ]� �
 
 ñëåäóþùèì îáðàçîì: f f V� 0 0
� ,

g g V� 0 0
� . Òîãäà

| ( ), ( ), |inf { } inf { }f x x V g x x V� � � � �.

Äàëåå, ïóñòü x f — òî÷êà ìèíèìóìà f : f x f x x Vf( ) ( ),� �inf { }, � — óëó÷-
øàþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ f â òî÷êå x f ñ íåêîòîðûì ðàäèóñîì � � 0. Åñëè � äîñòàòî÷-
íî ìàëî, òàê ÷òî äëÿ âñåõ x, ïðè êîòîðûõ � �(| | | | )x x f� � 2 , èìååì | | | |x x f� � �,
òî äëÿ ëþáîãî x g x x B xg f� �arg { }min ( ), ( , )� ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
� �(| | | | )x xf g� � 2 .

Êîãäà � — âûïóêëàÿ è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íà [ , ]0 � ôóíêöèÿ, ïðåäûäóùåå
íåðàâåíñòâî ìîæíî òàêæå âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè � íàñòîëüêî ìàëî,

÷òî � � �� �1 2( ) , òî äëÿ ëþáîãî x g x x B xg f� �arg { }min ( ), ( , )� ïîëó÷èì

| | | | ( )x xf g� � �� �1 2 .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2 [15]. Ïóñòü { }� �� : � 0 — ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà G,

ãäå G — çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ñåïàðàáåëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðà-

íñòâà E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåë � �( ) lim ( )	 � 	 
 �
� ��

�
�0

ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî

	 �E * , ãäå E * — ñîïðÿæåííîå ê E ïðîñòðàíñòâî,

� � 	 	 �( ) ln [ , ] ( )� � �
�

�

�
�

�

�

�
�� exp x dx

E

äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû � íà E, � �	, x — ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè.

Îáîçíà÷èì

� �* *( ) , ( ),q q E� � � � �sup{ }	 	 	 , q G� .

Òîãäà ôóíêöèÿ �* íåîòðèöàòåëüíà, ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, âûïóêëà è äëÿ ëþ-
áîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà A G� âûïîëíåíî

lim ln ( ( )) ( ),*sup inf { }
�

�� �
�

� � �
0

A q q A� .

Îïðåäåëåíèå 2 [15]. Ïóñòü � — ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
{ }� i i, �� — ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðå-
äåëåííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� F P è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç � .
Îáîçíà÷èì Bmk �-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ �, ïîðîæäåííóþ ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòà-
ìè { }� i m i k, � � . Äëÿ äàííîãî l�� äåéñòâèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
� �1 2, , ,� p p � , íàçûâàþòñÿ l-èçìåðèìî îòäåëåííûìè, åñëè

�
 � � 	 � 	 	 � �  
m k m k m kp p1 1 2 2 � ,

m k lj j� ��1 , j p� 2, ,� ,

è ïðè êàæäîì j p�{ }1, ,� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � j ÿâëÿåòñÿ Bm kj j
-èçìåðèìîé.

Îïðåäåëåíèå 3 [15]. Ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }� i èç îïðåäåëåíèÿ 2

íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ ãèïåðïåðåìåøèâàíèåì, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñ-
ëî l0 0� �� { } è íåâîçðàñòàþùèå ôóíêöèè  �, : [ , ){ }l l� � 
0 1 è � :{ }l l� �0
� [ , ]0 1 , óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

lim ( )
l

l
�


� 1, lim ( ( ) )sup
l

l l
�


� 	 
� 1 , lim ( )
l

l
�


�� 0,

è äëÿ êîòîðûõ
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| | | | | | | |
( ) ( )

( )� � � 1

1

1� p L P j L P
j

p

l�
�
� (H-1)

ïðè ëþáûõ p � 2 , l l� 0 , � �1, ,� p , l-èçìåðèìî îòäåëåííûõ, ãäå

| | | | | ( )|
( )

/

� � �
L P

r

r

r dP�
�

�

�
�

�

�

�
��

�

1

,

� � � � � � � � �( ) ( ) ( ) ( )| | | | ( )�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�

�

�
���� dP dP l

L
l

��
( ) ( )

| | | | ( )
P L P

l� � (H-2)

äëÿ âñåõ l l� 0 , � �, ( )�L P1 , l-èçìåðèìî îòäåëåííûõ.

Ïóñòü X — êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â �. Êàê èçâåñòíî [16],

C X M X( ) ( )* � — ñîâîêóïíîñòü îãðàíè÷åííûõ çíàêîâûõ ìåð íà X ,

� � � �g Q g x Q dx

X

, ( ) ( )

äëÿ ëþáûõ g C X� ( ), Q M X� ( ).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3 [17]. Ïóñòü { }� i i, �� — ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ñëó÷àéíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãèïîòåçàì (H-1) è (H-2) ãèïåðïåðåìåøè-
âàíèÿ, èëè ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ýðãîäè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãèïîòåçå (H-1), îïðåäåëåííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ( , , )� F P è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â êîìïàêòíîì âûïóêëîì ìíîæåñ-
òâå K C X� ( ). Òîãäà äëÿ êàæäîé ìåðû Q M X� ( ) ñóùåñòâóåò

�( ) lim ln ( )( ) ( )Q
n

x Q dx dP
n

i

Xi

n

�
 
!
"

#"

$
%
"

&"�
 �
��1

1

exp � �

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

è äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî A K�

lim ln ( )*sup inf {
n

i

i

n

n
P

n
A g

�
 �
� �

 
!
#

$
%
&

�

�
�
�

�

�
�
�
� �

1 1

1

� � , g A� },

ãäå � �* ( ) ( ) ( ) ( ), ( )g g x Q dx Q Q M X

X

� � �
 
!
"

#"

$
%
"

&"
�sup — íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîëóíå-

ïðåðûâíàÿ ñíèçó âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà { }x nn , �� ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç �
d , èìååò ìåñòî ñëåäóþ-

ùèé ðåçóëüòàò, â êîòîðîì âìåñòî óñëîâèÿ ãèïåðïåðåìåøèâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ
âûïîëíåííûì óñëîâèå ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ, êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ íèæå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü { }x nn , �� — ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ñëó÷àé-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îïðåäåëèì �-ïîëå I a b kx a k b, ,� � ��{ } è ïóñòü

�( ) | ( / ) ( )| : ,n P B A P B A n� � � �
 � sup { I 1, B � 
I 1, , P A( ) � 0}.

Ïîëàãàåì, ÷òî { }x nn , �� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �-ïåðåìåøèâàíèÿ, åñëè

�( )n � 0 ïðè n � 
. Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî e nKn�( ) � 0 ïðè n � 0 äëÿ ëþáîãî

K � 0.

Òåîðåìà 4 [18]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî { }x nn , �� ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé â óçêîì

ñìûñëå ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå �
d , óäîâ-

ëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ñ | | | |x Ck � 	 
, 1� �k n. Ïóñòü
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Z X X nn n�  ( ) /1 � , n � 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ

I d: [ , ]� � 
0 c êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì I a�1 0[ , ] , a � 0 , è òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæ-

äîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A d�� âûïîëíåíî

lim log ( ) ( )sup inf
n

n
x A

n P Z A I x
�


�

�
� � �1 ,

à äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà A d�� ñïðàâåäëèâî

lim ( ) ( )inf log inf
n

n
x A

n P Z A I x
�


�

�
� � �1 .

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî 	 ��
d ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim ( ( ( )n nn n Z L�

� �1log E{ exp ))}	 	

è ôóíêöèÿ I x( ) èìååò âèä

I x x L d( ) ( ) ( ):� � �sup { }	 	 	 � ,

ãäå 	 	( )x xi i� � .
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà { }� i i, �� â (2) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðî-

öåññîì, ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [19], â êîòîðîé ïîëó÷åíî óòâåðæäåíèå, àíàëî-
ãè÷íîå òåîðåìàì 3 è 4.

Åñëè èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 3 èëè 4, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }Zn âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï áîëüøèõ óêëîíåíèé. Òåîðåìû 3
è 4 îñíîâîïîëàãàþùèå ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ
äëÿ ìåòîäà ýìïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 5 [17]. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }� i i, �� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì òåîðåìû 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî �� 0 âûïîëíåíî

lim ln | | | | ( ),sup { E } inf { }
n

n
n

P F f I z z A
�


� � � � �
1

� � ,

ãäå A z K z� �� � �{ }: | | | | ;

I z z z x Q dx Q Q M X

X

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( )*� � � �
 
!
"

#"

$
%
"

&"
�� �sup

— íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ;

�( ) lim ln [ ( , ( )) ( )] ( )Q
n

f x f x Q dx
n

i

Xi

n

� �
 
!

�
 �
��1

1

exp E� �
"

#"

$
%
"

&"

�

�

�
�

�

�

�
�� dP

�

.

Òåîðåìà 6 [17]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5. Òîãäà

lim ln | min ( ), min ( ), |sup { {E } {E } }
n

n

n
P f x x X f x x X

�

� � � �

1
� �

� � �inf { }I z z A( ), � , (3)

ãäå I ( )� è A� îïðåäåëåíû â òåîðåìå 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò óëó÷øà-
þùàÿ ôóíêöèÿ � äëÿ Ef â òî÷êå x * ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé �. Ïóñòü xn —

òî÷êà ìèíèìóìà Fn ïî ìíîæåñòâó B x( , )* � . Åñëè � äîñòàòî÷íî ìàëî, òàê ÷òî

âûïîëíåíî óñëîâèå
� � �(| | ) | |* *x x x x� � ' � �2 ,

ãäå ' — çíàê ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, òî

lim ln (| | ) ( ),*sup { } inf { }
n

n
n

P x x I z z A
�


� � � � �
1

2� � � . (4)



Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ïðè êàæäîì �

| min ( ), min ( ), | | | | |{E } {E } E Ef x x X f x x X f fn n� � � � � .

Òîãäà èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (3). Äàëåå, íà îñíîâà-

íèè òåîðåìû 1 äëÿ âñåõ � âûïîëíåíî �(| | ) | | | |*x x f fn
n� � �2 E E è èç òåîðå-

ìû 4 âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå (4).

Ñëåäñòâèå. Åñëè, êðîìå óñëîâèé òåîðåìû 6, � âûïóêëà è ñòðîãî âîçðàñòàåò

íà [ , ]0 � , òî

lim ln | | ( ) ( ),*sup { } inf { }
n

n
n

P x x I z z A
�


�� � � � �
1

21� � � . (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîãî �

| | ( | | | | )*x x f fn
n� � ��� 1 2 E E .

Òîãäà

P x x P f Ef Pn
n{ } { E } {| | ( ) ( | | | | ) ( ) |*� � � � � �� � �� � � � �1 1 12 2 2 | | |E E }n f f� � �

è ñïðàâåäëèâîñòü (5) ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.

Àíàëîãè÷íî, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 4, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î áîëüøèõ

óêëîíåíèÿõ äëÿ ñëó÷àÿ Zn
d�� .

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåïðåðûâíîé ìîäåëè íàáëþäåíèÿ. Îáúåêòîì íà-
áëþäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè: ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

F x f x x X( ) ( , ( )),� �E � 0 , (6)

ãäå { }�( ),t t �� — ñòàöèîíàðíûé â óçêîì ñìûñëå ýðãîäè÷åñêèé ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, îïðåäåëåííûé íà ïîëíîì âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� G P , ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå ( , )Y � , X — íåïóñòîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî �, f X Y: � � � —
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Àïïðîêñèìèðóåì çàäà÷ó (6) ñëåäóþùåé: ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

F x
T

f x t dtT

T

( ) ( , ( ))� �
1

0

� , (7)

ãäå { }�( ),t t T0 � � — íàáëþäåíèÿ ïðîöåññà �( )t , T � 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ìèíèìóìà xT ( )� ôóíêöèè F xT ( ), ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ èçìåðèìîé ôóíêöèåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E { }max | ( , ( ))| ,f x x X� 0 � 	 
. Òîãäà ôóíêöèÿ (6) ÿâëÿåò-
ñÿ íåïðåðûâíîé è ó íåå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìèíèìóìà x0 . Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî òî÷êà ìèíèìóìà åäèíñòâåííà.

Ïðè âûïîëíåíèè ïðèâåäåííûõ âûøå óñëîâèé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 èìååò ìåñòî [13]

x xT � 0 , F x F xT T( ) ( )� 0 , T � 
.

Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ xT è ìèíè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ FT ñîîòâåòñòâåííî îò x0 è F x( )0 .

Äëÿ ëþáîãî y áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f y( , )� ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðî-
ñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C X( ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå
âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K C X� ( ), ÷òî f y F K y Y( , ) ( ) ,� �� � � . Òîãäà
F F KT ( ) ( )� �� � .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü F FT � êàê ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû íà ( , , )� G P ñî çíà÷å-
íèÿìè â ìíîæåñòâå K.

Ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 7 [20]. Ïóñòü { }�( ),t t �� — ñòàöèîíàðíûé â óçêîì ñìûñëå ýðãîäè-

÷åñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèé
ãèïîòåçå (H-1) ãèïåðïåðåìåøèâàíèÿ íà ( , , )� G P , ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ
â êîìïàêòíîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå K C X� ( ). Òîãäà äëÿ êàæäîé ìåðû Q M X� ( )
ñóùåñòâóåò

�( ) lim ln exp ( )( ) ( )Q
T

t x dtQ dx
T

T

X

�
 
!
"

#"

$
%
"

&"

�

�
�
 ��

1

0

E ��
�

�

�

�
�

è äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî A K�

lim ln ( ) ,
1 1

0
T

P
T

t dt A T

T

�� �
 
!
"

#"

$
%
"

&"
� 


 
!
"

#"

$
%
"

&"
� � inf { }�* ( ),g g A� ,

ãäå � �* ( ) ( ) ( ) ( ), ( )g g x Q dx Q Q M X

X

� � �
 
!
"

#"

$
%
"

&"
�sup — íåîòðèöàòåëüíàÿ âûïóêëàÿ

ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ.
Êàê è â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî âðåìåíè, ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì

ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèíöèïà áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ìåòîäà ýìïèðè÷åñêèõ
ñðåäíèõ ïðè íåïðåðûâíîì ïàðàìåòðå íàáëþäåíèé. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8 [20]. Ïóñòü ïðîöåññ �( )t óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå (H-1) ãèïåðïåðå-

ìåøèâàíèÿ. Òîãäà ïðè ëþáîì �� 0

lim ln | | | | , ( ),
1

T
P F F T I z z AT{ } inf { }� � � 
�

�
�

�

�
� � � �� � ,

ãäå A z K z� �� � �{ }: | | | | , I z z z x Q dx Q Q M X

X

( ) * ( ) ( ) ( ) ( ), ( )� � � �
 
!
"

#"

$
%
"

&"
�� �sup —

íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,

�( ) lim ( ( , ( )) ( )) ( )Q
T

f x t F x dtQ dx
T

T

X

� �
�
 ��

1

0

ln Eexp � .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äèñêðåòíîãî âðåìåíè [17].
Òåîðåìà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8. Òîãäà

lim ln | min ( ) min ( )| ,
1

T
P F x F x T

x X x X
T

� �
� � 

!
#

$
%
&

� 

�

�
��

�

�
� �� � � �inf { }I z z A( ), � ,

ãäå I A( ),� � îïðåäåëåíû â òåîðåìå 8.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò óëó÷øàþùàÿ ôóíêöèÿ � äëÿ F x( ), îïðåäå-

ëåííîé (6), â òî÷êå x F x* min ( )� arg ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé r. Ïóñòü xT — òî÷-

êà ìèíèìóìà (7) ïî ìíîæåñòâó B x r( , )* . Åñëè � äîñòàòî÷íî ìàëî, òàê ÷òî âûïîë-

íåíî óñëîâèå
� �(| | ) | |x x x x r� � ' � �0 02 ,

òî èìååì

lim ln (| | ) , ( ),
1

20
T

P x x T I z z AT{ } inf { }� � �� � � 
�

�
�

�

�
� � � � .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äèñêðåòíîãî âðåìåíè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå. Åñëè, êðîìå óñëîâèé òåîðåìû 9, � âûïóêëà è ñòðîãî âîçðàñòàåò

íà [ , ]0 r , òî ïîëó÷àåì

lim ln | | ( ) , ( ),
1

20
1

T
P x x T I z z AT{ } inf {� � � 
�

�
�

�

�
� � � ��� � �}.
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Äàëåå îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f çàâèñèò è îò âðåìåííîãî( ïà-
ðàìåòðà. Ðàññìoòðèì äèñêðåòíîå âðåìÿ íàáëþäåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
{ }� i i, �� — ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ýðãîäè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, çàäàííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� G P è ïðèíèìàþùàÿ
çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå ( , );Y ) X a b� �[ ; ] �; ôóíêöèÿ
{ ( , , ) : }f i x y Z X Y� � � � âûïóêëà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó è èçìåðèìà ïî òðåòüåìó.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

min ( ) ( , , )
x X

n i

i

n

F x
n

f i x
� �

�
 
!
#

$
%
&

�1

1

� .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ïðè âñåõ i x X f i x� � 	 
�, | ( , , )|E �0 ;

2) äëÿ ëþáîãî x X� ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F x F x
n

n( ) lim ( )�
�


E ;

3) íàéäóòñÿ òàêèå x X c* ,� � 0, ÷òî F x F x c x x x X( ) ( ) | |* *�  � * � .

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

ïîèñêà min ( )
x X

F x
�

, è ýòî ðåøåíèå — òî÷êà x * .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáûõ n, � ôóíêöèÿ Fn ( )+ âûïóêëà è äëÿ êàæäîãî n âû-
ïóêëà ôóíêöèÿ EFn ( )+ .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g :� �� îáîçíà÷èì

( �
 �


�

g x
g x g x

( ) lim
( ) ( )

,

,
,0

, (8)

( �
� �

�
�

g x
g x g x

( ) lim
( ) ( )

,

,
,0

, (9)

åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

g x F x x Xn n( ) ( ),� �E .

Òàê êàê èç âûïóêëîñòè ôóíêöèè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ íåå ïðåäåëîâ
(8), (9), ïîëó÷àåì, ÷òî òàêèå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò:

- ïðè âñåõ i y, äëÿ ôóíêöèè f i y( , , )+ ;

- ïðè êàæäîì i äëÿ E f i( , , )+ �0 ;

- ïðè ëþáûõ n, � äëÿ Fn ( )+ ;

- ïðè êàæäîì n äëÿ gn ( )+ .

Äëÿ ôóíêöèé { }f i x y Z X Y( , , ): � � � � èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå
ðàâíîìåðíîãî ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ. Ïóñòü


� �

( ) sup | ( )
, ,... ( , ) : ,

j P AB
i A B A Bi

i j

�
� � ��
 


{ } { }

sup
1 2

�P A P B( ) ( )| ,

ãäå � � �n
m

if i u n i m u I� � � �{ }( , , ), ,
� �

.

Ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f i u i( , , )
�

� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðàâíîìåðíîãî
ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ, åñëè ( )j � 0 ïðè j � 
.

Â ðàáîòå [21] ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, êîãäà

P x x nn{ }� � 
 �*, 1 , (10)

P f x F x nn
n{E }( ) ( ),*� � 
 �1 . (11)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (10), (11) è ñëåäóþùèå ïðåäïî-
ëîæåíèÿ:
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1) ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }� i óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ãèïåðïåðåìå-
øèâàíèÿ (Í-1);

2) ñóùåñòâóåò òàêîå L � 0, ÷òî äëÿ âñåõ i Z� , y Y�

| ( , , )|*( �f i x y L , | ( , , )|*( ��f i x y L .

Òîãäà
lim ln ( ) * ( )sup { } inf

n
n
c

g Fn
P A g

�
 �
� �

1
� ,

ãäå � �* ( ) ( ) ( ), ( )g gQ X Q Q M X� � �sup { },

�( ) lim ln exp ( ) min [ ( , , ), ( , ,* *Q
n

Q X h i x h i x
n

i i� ( (
�


 �
1

� � )]

i

n

dP

�
��

 
!
#

$
%
&

�

�

�
�

�

�

�
�

1�

,

A F x xn
x X

n� �
�

{ arg { }}� : min ( ) * , A An
c

n�� \ .

Èç äàííîé òåîðåìû äëÿ îïèñàííîé âûøå íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè íàáëþäå-
íèé ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 8, 9 è ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 9.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ äëÿ ìåòîäà
ýìïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ ñ çàâèñèìûìè íàáëþäåíèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâè-
ÿì ãèïåðïåðåìåøèâàíèÿ èëè ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ.

ÌÅÒÎÄ ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÐÅÄÍÈÕ Ñ ÐÀÇÐÛÂÍÎÉ ÖÅËÅÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ñõîäèìîñòü è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ýìïèðè÷åñêèõ
àïïðîêñèìàöèé çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f x( , )�0
ìîæåò áûòü ðàçðûâíîé ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Âàæíûì èñòî÷íèêîì ðàçðûâíûõ
öåëåâûõ ôóíêöèé â ñòîõàñòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âåðî-
ÿòíîñòè, êâàíòèëè è äðóãèå èíäèêàòîðû ðèñêà [22] . Ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè âû-
ðàæàåò çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè òîãî èëè èíîãî ñîáûòèÿ îò óïðàâëÿåìûõ èëè
îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Çàäà÷è îïòèìèçàöèè âåðîÿòíîñòåé èçó÷àëèñü â ðà-
áîòàõ [23–26] Îòìåòèì, ÷òî îïòèìèçàöèÿ êâàíòèëüíîé öåëåâîé ôóíêöèè ñâîäèòñÿ
ê îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè âåðîÿòíîñòíîì îãðàíè÷åíèè [25, 26].

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè âåðîÿòíîñòåé, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ íåâûïóêëûìè
è ïîýòîìó âû÷èñëèòåëüíî òðóäíûìè. Óñëîâèÿ âûïóêëîñòè òàêèõ çàäà÷ äåòàëüíî
èññëåäîâàíû â [24–27]. Â ðàáîòàõ [28–37] çàäà÷è îïòèìèçàöèè âåðîÿòíîñòåé
ñ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíûõ äàííûõ ñâîäèëèñü ê äåòåðìèíèðîâàí-
íûì çàäà÷àì ñìåøàííîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå çàòåì
÷èñëåííî ðåøàëèñü ñîâðåìåííûìè ïàêåòàìè ïðîãðàìì äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.
Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîãî ïîäõîäà ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ñ íåïðåðûâíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíûõ äàííûõ íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü ñëó÷àéíóþ âåðî-
ÿòíîñòíóþ ìåðó äèñêðåòíîé (íàïðèìåð, ýìïèðè÷åñêîé) ìåðîé è îáåñïå÷èòü ñõî-
äèìîñòü àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè ê èñõîäíîé ôóíêöèè.
Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ïîä íàçâàíèåì ìåòîäà ýìïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ øèðîêî èñ-
ïîëüçóåòñÿ â ñòîõàñòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè äëÿ îïòèìèçàöèè ôóíêöèè ñðåä-
íåãî çíà÷åíèÿ [5, 11–13]. Ñëîæíîñòü â ðåàëèçàöèè ïîäîáíîãî ïëàíà äëÿ îïòèìè-
çàöèè ôóíêöèé âåðîÿòíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëåäíèå â îáùåì ñëó÷àå
ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè è ïîýòîìó íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
àïïðîêñèìàöèé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î ñõîäèìîñòè ìèíèìóìîâ
ïðèáëèæåííûõ çàäà÷ ê ìèíèìóìàì èñõîäíîé çàäà÷è.

Ýòó òðóäíîñòü ïðåîäîëåâàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âìåñòî ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ ýïè-ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèé [36], ò.å. ñõîäè-
ìîñòü íàäãðàôèêîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àïïðîêñèìàöèé ê íàäãðàôèêó èñõîäíîé
ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè. Ýòîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî äëÿ ñõîäèìîñòè îïòèìóìîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîëóíåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé [38].
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Ïóñòü ( , , )� � P — íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, X : ( )� �� .X

. �
m — âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå X( )� ,

U n. � — ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé îïòèìèçàöèè, / �: ( )U � �X �
1 è

Q U: ( )� �X � �
1 — áîðåëåâñêèå ïî x �X( )� ôóíêöèè äëÿ âñåõ u U� . Îïðåäå-

ëèì ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

f u u X u X d1 ( ) [ ( , )] ( , ( )) ( )� � �
def

E P/ /
�

� � ,

âåðîÿòíîñòè

P u u X Q u X u X Q� � � � �( ) ( , ) , ( , ) : ( , ( )) , (� � � � �
def

P{ } = P{/ � /0 u X, ( ))� � 0

è êâàíòèëè

� �  � � �( ) : ( ) min : ( , ) , (u P u u X Q u� � � � � �
def

inf { } { P{� �
1 1 / , )X � �0} } ,

ãäå  — ïàðàìåòð, 0	 	 P * , P{ }+ — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ â ñêîáêàõ (ïî

îïðåäåëåíèþ P{ }0 � 0), E — çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ,

P P u Q u X
u U

* sup [ ( ) { : ( , ( )) }]� � � �
�

def
P � �� 0 . (12)

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè êâàíòèëè ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷å (ñì. [25, sec. 4.2]):

�
�

�
� �

inf
�

1, u U

,

P u u X Q u X� � ( ) ( , ) , ( , ) .� � � � �P{ }/ 0 0

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ P� ( )+ îïðåäåëåíà íà âñåì ìíîæåñòâå U . Ñâîéñòâà
ôóíêöèé âåðîÿòíîñòè è êâàíòèëè äåòàëüíî èçó÷åíû [25, 26]. Òàê, åñëè /( , ),u x
Q u x( , ) ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó ïî u ïðè êàæäîì x, òî ôóíêöèÿ P u� ( ) ïîëóíå-
ïðåðûâíà ñâåðõó ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ( , )u � . Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ
P u� ( ) ìîíîòîííà (íå óáûâàåò) ïî � è íåïðåðûâíà ñïðàâà, ïîýòîìó èíôèìóì
â îïðåäåëåíèè � ( )u äîñòèãàåòñÿ. Ôóíêöèÿ êâàíòèëè ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì
ñëó÷àåì ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè (ôóíêöèè ìèíèìóìà). Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ îíà ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî ( , )u  .

Ïóñòü { }X X X( ) ( ), ( ), ...� � �� 1 2 — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü àïïðîêñèìàöèé P uN ( ) ôóíêöèè P u( ):

P u
N

Q u XN k

k

N

( ) ( ( , ))�
�
�1

1

� , (13)

ãäå
�( ( , ))

, ( , ) ,

, ( , ) .
Q u X

Q u X

Q u X
k

k

k

�
�

�
 
!
#

1 0

0 0

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå P uN ( ), õîòÿ ýòà ôóíêöèÿ
çàâèñèò òàêæå îò X X N1, ,� . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè Q u x( , ) ïîëó-
íåïðåðûâíû ñíèçó ïî u ïðè êàæäîì x (è èçìåðèìû ïî Áîðåëþ ïî ( , )u x ), òîãäà
ôóíêöèè �( ( , ))Q u X k è P uN ( ) ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó ïî u. Íàðÿäó
ñ (12) ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷

P P u
N

Q u XN
u U

N k

k

N
* sup ( ) ( ( , ))� �

1

2
3

4

5
6

� �
�1

1

� . (14)
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Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî lim * *
N NP P�
 � (ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà) ïðè òîì,

÷òî ôóíêöèè P uN ( ) ðàçðûâíûå, à òàêæå óêàçàòü ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ
ðàçðûâíûõ çàäà÷ (14).

Â ðàáîòå [33] ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è (àíàëîãè÷-
íûé ïîäõîä ê çàäà÷å ñ âåðîÿòíîñòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè îïèñàí â [28–30]). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî Q u x M x( , ) � äëÿ âñåõ u U� . Çàäà÷à (14) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé
çàäà÷å ñìåøàííîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

�
�

k

k

N

u U k� � �
� �

1 0 1
max
, ,{ { }}

(15)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
Q u X Mk X kk

( , ) ( )� �1 � , k N�1, ,� , (16)

ãäå M X k
âûáðàíû òàê, ÷òîáû M Q u XX u U kk

� �sup ( , ). Ïðè ëèíåéíîé ôóíêöèè
Q x( , )+ è ïîëèýäðàëüíîì ìíîæåñòâå U çàäà÷ó (15), (16) ìîæíî ýôôåêòèâíî ðå-
øèòü ñîâðåìåííûìè ïàêåòàìè ïðîãðàìì äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè [36]. Äîêà-
çàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ (14) è (15), (16), à òàêæå äàëüíåéøèå îáîá-
ùåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà èçëîæåíû â [33–35, 37].

Ïåðåéäåì ê îáîñíîâàíèþ ìåòîäà ýìïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ äëÿ îïòèìèçàöèè
ôóíêöèé âåðîÿòíîñòè. Îäíà èç âîçìîæíîñòåé ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè óñëîâèé
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (â íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå) ôóíêöèé P uN ( )
èç (14) ê ôóíêöèè P u( ) èç (12), òîãäà èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè áóäåò ñëåäî-
âàòü ñõîäèìîñòü îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé è ðåøåíèé.

Ïóñòü X , Z — ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; ( , , )� �� P — ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå

ïðîñòðàíñòâî; f X Z: � � �
1 — èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåí-

íûõ ( , )x z ; { }� � �, , , ...1 2 — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ âåëè÷èí ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Z. Ñîãëàñíî ðàâíîìåðíîìó çàêî-
íó áîëüøèõ ÷èñåë

� � � �n
n

x X i

i

n

P
n

f x f x n( ) ( , ) ( , ) ,� � � � 
�
�
�sup E

1
0

1

, (17)

â íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå ïðè óñëîâèè èçìåðèìîñòè âåëè÷èí

� �n
n( ) . Èñïîëüçóÿ òåõíèêó ñèììåòðèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, [39]), ìîæíî ïîëó-

÷èòü îöåíêó
E E EP n

n
P

x X
i i

i

n

n
f x� � � ��( ) max ( , )�

�

�
�

�

�
�

� �
�2

1

1

,
(18)

ãäå { }� �1, ,� n — íåçàâèñèìûå (ðàäåìàõåðîâñêèå) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðè-
íèìàþùèå çíà÷åíèÿ 71 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 05. , E � — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ïî { }� �1, ,� n . Âåëè÷èíà

R f z
n

f x zn
n

x X
i i

i

n

( , ) ( , )�
�

�
�

�

�
�

� �
�E sup� �

1

1

íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì Ðàäåìàõåðà äëÿ ìíîæåñòâà A z a f x zn( ) ( ( , ),� �{ 1 �

� , ( , )) ,f x z x Xn
n� �� }, ãäå z z zn

n� ( , , )1 � . Ïðè óñëîâèè lim ( , )
n

n
nR f

�

�E � 0

èç íåðàâåíñòâà (18) ñëåäóåò ðàâíîìåðíûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (17) (â ñðåä-
íåì, à òàêæå ïî âåðîÿòíîñòè). Áàçîâûå ñâîéñòâà è èñ÷èñëåíèå ðàäåìàõåðîâ-
ñêèõ ñðåäíèõ äëÿ ìíîæåñòâ ðàññìîòðåíû â [39]. Â ðàáîòàõ [40, 41] ýòè ðåçóëü-
òàòû ïåðåôîðìóëèðîâàíû è îáîáùåíû íà ñåìåéñòâà îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé
{ }f z z Z( , )+ � , îïðåäåëåííûõ íà X . Â ñëó÷àå ýìïèðè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (13)
ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè P uN ( ) èç (12) îáîçíà÷èì f x z Q x z( , ) ( ( , ))� � è ðàññìîò-
ðèì ðàäåìàõåðîâñêèå ñðåäíèå

R z
n

Q x zn
n

x X
i i

i

n

( ) ( ( , ))�
�

�
�

�

�
�

� �
�E sup� � �

1

1

.
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Îöåíêè äëÿ R zn
n( ) èç [41] äëÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèè �( ( , ))Q z+ ñ ó÷åòîì òîãî,

÷òî | ( ( , ))|� Q z+ � 1 , ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä.

Ëåììà 1 (îöåíêè ðàäåìàõåðîâñêèõ ñðåäíèõ). Äëÿ äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà X

ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ | |X èìååò ìåñòî îöåíêà R z X nn
n( ) ln| | /� 2 . Äëÿ äèñêðåòíî-

ãî ìíîæåñòâà Z ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ | |Z èìååò ìåñòî îöåíêà R z Z nn
n( ) | | /� .

Åñëè Q x z( , ) êâàçèâîãíóòà èëè êâàçèâûïóêëà (â ÷àñòíîñòè, ìîíîòîííà) ïî

z Z� � �
1 äëÿ ëþáîãî x X� , òî R z n nn

n( ) ln /� 2 .

Îáà ðàññìîòðåííûõ â ëåììå 1 ñëó÷àÿ (äèñêðåòíîñòü X èëè Z) ïðåäñòàâëÿþò
ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî X âîçíèêàåò â øèðîêî ðàñïðî-
ñòðàíåííûõ çàäà÷àõ äèñêðåòíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à äèñêðåò-
íîå ìíîæåñòâî Z ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà ìíîãîêðàòíàÿ íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà
{ }� i Z i n� �, , ,1 � îñóùåñòâëÿåòñÿ èç ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà èñòîðè÷åñêèõ
íàáëþäåíèé.

Îöåíêè ëåììû 1 ãàðàíòèðóþò â ñèëó (18) âûïîëíåíèå ðàâíîìåðíîãî çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë â ñðåäíåì è ïî âåðîÿòíîñòè. Êðîìå òîãî, ëåììà 1 äàåò îöåíêè
ñêîðîñòè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïðè êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X ðàâíîìåðíûé
çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ è ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Äðóãèå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî çàêîíà áîëü-
øèõ ÷èñåë ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ñëîæíîñòè Âàïíèêà–×åðâîíåíêèñà äëÿ
êëàññà ôóíêöèé { }f z z Z( , )+ � [40, 42].

Êà÷åñòâåííîå îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ýìïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ â ðàç-
ðûâíîì ñëó÷àå âîçìîæíî íà îñíîâå óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñëó-
÷àéíûõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó ôóíêöèé [36, 38]. Äàëåå ïðèâåäåì êà÷åñòâåííîå
îáîñíîâàíèå äàííîãî ìåòîäà íà îñíîâå òàê íàçûâàåìîãî ãðàôè÷åñêîãî çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñëó÷àéíûõ êîìïàêòíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé [43, 44].

Ðàññìîòðèì òàêæå ñëåäóþùèå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ:

P u S u( ) ( , )� E � , S u

Q u X

Q u X

Q u X

( , )

, ( , ) ,

[ , ], ( , ) ,

, ( , ) ,

� �

	

�

�

 

!
"

#
"

1 0

0 1 0

0 0

P u
N

S uN k

k

N

( ) ( , )�
�
�1

1

� , S u

Q u X

Q u X

Q u X

k

k

k

k

( , )

, ( , ) ,

[ , ], ( , ) ,

, ( , ) ,

� �

	

�

�

 

!

1 0

0 1 0

0 0

"

#
"

ãäå ES u( , )� îáîçíà÷àåò (ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u) ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà S u( , )� â ñìûñëå [45], ò.å. ñîâîêóïíîñòü èíòåãðà-

ëîâ îò îäíîçíà÷íûõ èçìåðèìûõ ñåëåêòîðîâ îòîáðàæåíèÿ S u( , )� , à P uN ( ) ÿâ-

ëÿåòñÿ (ïîýëåìåíòíîé) ñóììîé ìíîæåñòâ S uk ( , )� .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé P u( ) è

P uN ( ) :

P p P u u U* ( ) :� � �sup { }, (19)

P p P u u UN N
* { ( ) : }� � �sup . (20)

Çàäà÷è (19), (20) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàäà÷è îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíê-

öèè íà ãðàôèêàõ gph P , gph PN ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé P ( )+ è PN ( )+ . Çàìå-

òèì, ÷òî â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷è (12) è (19), à òàêæå (14) è (20) èìå-
þò ðåøåíèÿ è ýêâèâàëåíòíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Îïðåäåëåíèå 5 [34]. Äâå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ýêâèâàëåíòíû, åñëè âûïîëíå-
íû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) ëèáî îáå çàäà÷è èìåþò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ (ñ êîíå÷íûìè çíà÷åíèÿìè
öåëåâûõ ôóíêöèé), ëèáî îáå íå èìåþò òàêèõ ðåøåíèé;
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á) åñëè ýòè çàäà÷è èìåþò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, òî îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ èõ
öåëåâûõ ôóíêöèé (êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå) ñîâïàäàþò;

â) åñëè îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ èõ öåëåâûõ ôóíêöèé êîíå÷íû, òî ýòè çíà÷å-
íèÿ â îáåèõ çàäà÷àõ ëèáî äîñòèãàþòñÿ, ëèáî íå äîñòèãàþòñÿ;

ã) åñëè îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ, òî ïî îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ
îäíîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ÿâíî óêàçàííîãî àëãîðèòìà çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
âîññòàíàâëèâàåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äðóãîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ îñíîâàíî íà óñòà-
íîâëåíèè ñïåöèàëüíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé
çàäà÷, à èìåííî, äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé ñòðàòåãèè îäíîé çàäà÷è óêàçûâàåì äî-
ïóñòèìóþ ñòðàòåãèþ äðóãîé ñ òàêèì æå èëè ëó÷øèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè.

Ëåììà 2 [34]. Äâå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è

/1

1

( )u
u U

�
�
sup , /2

2

( )u
u U

�
�
sup

ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1, åñëè èçâåñòíû àëãîðèòìû (îòîáðàæå-
íèÿ) A U U1 1 2: � è A U U2 2 1: � , êîòîðûå äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé ñòðàòåãèè
îäíîé çàäà÷è óêàçûâàþò äîïóñòèìóþ ñòðàòåãèþ äðóãîé çàäà÷è ñ òàêèì æå
èëè áîëüøèì( çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè, ò.å. äëÿ ëþáûõ u U1 1� è u U2 2�
âûïîëíåíî / /2 1 1 1 1( ( )) ( )A u u� è / /1 2 2 2 2( ( )) ( )A u u� .

Ïðè ýòîì, åñëè u1
* — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïåðâîé çàäà÷è, òî A u1 1( )* —

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è è / /1 1 2 1 1( ) ( ( ))* *u A u� . Íàîáîðîò, åñëè

u2
* — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è, òî A u2 2( )* — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

ïåðâîé çàäà÷è è / /2 2 1 2 2( ) ( ( ))* *u A u� .

Ëåììà 3. Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷è (12) è (19), à òàêæå çàäà÷è
(14) è (20) èìåþò ðåøåíèÿ è ýêâèâàëåíòíû.

Äàëåå ïîòðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ãðàôè÷åñêîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ
êîìïàêòíîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 11 [43, òåîðåìà 3.1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

(i) U — çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå �
n , Bn — áîðå-

ëåñêàÿ �-àëãåáðà â �
n , ( , , )� � P — ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî;

(ii) îòîáðàæåíèÿ S u S u( , ) ( , )� �� 0 , S u Uk

m

( , ):� � �� 2� , k � 0 1, , ,� êîì-

ïàêòíîçíà÷íû, Bn � �-èçìåðèìû ïî ( , )u � è ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó ïî u U� äëÿ

P-ïî÷òè âñåõ � ��, ò.å. èõ ãðàôèêè gph S k ( , )+ � — çàìêíóòûå ñëó÷àéíûå ìíî-

æåñòâà â U m�� ;
(iii) ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà (ãðàôèêè) {gph }S k ( , )+ � íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû êàê gph S ( , )+ � ;

(iv) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà U U. ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóå-

ìàÿ ôóíêöèÿ MU :8� �
1 òàêàÿ, ÷òî | | ( , )| | ( )S u Mi U� �� * i, * � �( , )u U� � .

Îáîçíà÷èì S u N S uN
k

k

N

( ) ( , )� �

�
�1

1

� , ãäå ïîä ñóììîé ìíîæåñòâ ïîíèìàåòñÿ

ïîýëåìåíòíàÿ ñóììà. Òîãäà îòîáðàæåíèå S u S( ) ( , )� +Eco { }� ïîëóíåïðåðûâíî

ñâåðõó è ãðàôèêè îòîáðàæåíèé S N ñõîäÿòñÿ ê ãðàôèêó S , ò.å. äëÿ ëþáîãî êîì-

ïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà U U. âûïîëíåíî

lim ( ( , ), ( , ) )
N

H
ND S S

�

+ + �gph gph Eco{ }� � 0 P-ï.í.,

ãäå DH ( , )+ + — ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ìåæäó ìíîæåñòâàìè, E — ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå (èíòåãðàë ïî ìåðå P â ñìûñëå Àóìàíà [45]), co{ }+ — âûïóê-
ëàÿ îáîëî÷êà.
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Ëåììà 4 (ñõîäèìîñòü ãðàôèêîâ îòîáðàæåíèé). Äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà U
âûïîëíåíî

lim ( ( , ), ( ))
�

�
�


+ + �D P PH Ngph gph 0 P-ï.í.

Äàííàÿ ëåììà — ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 11.

Ëåììà 5 (ñõîäèìîñòü ìàêñèìóìîâ (20) ê ìàêñèìóìàì (19). Èìååò ìåñòî

Lim arg arg
{ } {N

H
p P u u U

N
p P u u U

D P u

N
�
 � � � �

max ( ), max
( ), ( ), }

P u( )
�

�
�
�

�

�
�
� � 0

è, êàê ñëåäñòâèå, âûïîëíåíî lim * *
N NP P�
 � .

Óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ñõîäèìîñòè êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ

gph PN ( , )+ � ê êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó gph P ( )+ .

Â äàííîì ðàçäåëå îáîñíîâàí ìåòîä ýìïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ äëÿ îïòèìèçàöèè,
âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçðûâíûõ ôóíêöèé âåðîÿòíîñòè. Ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç îñíîâíûõ êðèòåðèåâ ïðè îïòèìèçàöèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìåòîä ñî-
ñòîèò â àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé âåðîÿòíîñòè èõ ýìïèðè÷åñêèìè îöåíêàìè, ñâåäå-
íèè ïðèáëèæåííûõ çàäà÷ ê çàäà÷àì ñìåøàííîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ è ðåøåíèè ïîñëåäíèõ ñîâðåìåííûìè ïàêåòàìè ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äèñ-
êðåòíîé îïòèìèçàöèè. Ïðîáëåìà ñ îáîñíîâàíèåì äàííîãî ïîäõîäà ê îïòèìèçàöèè
ôóíêöèé âåðîÿòíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé âåðîÿòíîñ-
òè ðàçðûâíûå è â îáùåì ñëó÷àå íå ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê, âîçìîæíî, ðàçðûâíîé
èñõîäíîé ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå
ñõîäèìîñòè ðàñøèðåííûõ ãðàôèêîâ àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé ê ðàñøèðåííî-
ìó ãðàôèêó èñõîäíîé ôóíêöèè âåðîÿòíîñòåé. Ñõîäèìîñòü ãðàôèêîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñëó÷àéíûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðåçþìèðóÿ ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû, îòìåòèì, ÷òî èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïðè ðåøåíèè íîâûõ êëàññîâ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûå âîç-
íèêàþò â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ, ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà è äðóãèõ îáëàñòÿõ,
ãäå ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïðè íåòðà-
äèöèîííûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè öåëè è çàâèñèìîñòü íàáëþäåíèé.
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Àíîòàö³ÿ. Ïðîàíàë³çîâàíî óìîâè çá³æíîñò³ ìåòîäó åìï³ðè÷íèõ ñåðåäí³õ
ó ñòîõàñòè÷íîìó ïðîãðàìóâàíí³ çà íåòðàäèö³éíèõ óìîâ, êîëè âèêîðèñòîâó-
þòüñÿ çàëåæí³ ñïîñòåðåæåííÿ âèïàäêîâèõ ïàðàìåòð³â çàäà÷³ òà âèïàäêîâ³
ïîêàçíèêè îïòèì³çàö³¿ ìîæóòü áóòè ðîçðèâíèìè ³íäèêàòîðíèìè ôóíêö³ÿìè.
Äëÿ âèïàäêó çàëåæíèõ ñïîñòåðåæåíü âñòàíîâëåíî òåîðåìè ïðî éìîâ³ðíîñò³
âåëèêèõ â³äõèëåíü äëÿ íàáëèæåíèõ îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü òà ðîçâ’ÿçê³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñòîõàñòè÷íå ïðîãðàìóâàííÿ, ìåòîä åìï³ðè÷íèõ ñåðåäí³õ,
çàëåæí³ ñïîñòåðåæåííÿ, óìîâè ïåðåì³øóâàííÿ, âåëèê³ â³äõèëåííÿ, ðîçðèâí³
ôóíêö³¿, ôóíêö³¿ éìîâ³ðíîñò³, çá³æí³ñòü ìåòîäó.

P.S. Knopov, V.². Norkin
ÀBOUT CONVERGENCE CONDITIONS FOR THE EMPIRICAL
MEAN METHOD OF STOCHASTIC PROGRAMMING

Abstract. The paper analyzes convergence conditions of the empirical mean
method under nonstandard conditions, where dependent observations of random
parameters are used and probabilistic optimization functions may be
discontinuous indicators. For the case of dependent observations, large deviation
type theorems for approximate optimal values and solutions are established.

Keywords: stochastic programming, empirical mean method, mixing conditions,
large deviations, discontinuous functions, probability functions, method
convergence.
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